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1 Rappels de Mesure

1.1 De l’'intégrale de Riemann a l’intégrale de Lebesgue

b
/ = Z@(@z —ai-1)

— La classe des fonctions Riemann-intégrables sur [a, b] est stable par limite uniforme mais pas
par limite simple.

— La classe des fonctions Riemann-intégrables (continues) sur [a,b] munie de la semi-norme
(norme) N1(f) = j{f | f(x)]dx n’est pas complet.
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= Il faut donner un sens a longueur({x/b;_; < f(x) < b;})
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1.2 Tribu

Définition 1.1 On appelle tribu A sur Q) toute famille A de parties de Q vérifiant :
-PeA
~AeA=Ac A
-(VneN A,eA)=|JA.c4

Définition 1.2 La tribu o(C) engendrée par une famille C de parties de §) est
la plus petite tribu contenant C. C’est également lintersection de toutes les tribus
contenant C.

Exemple 1.3 La tribu des boréliens B(R™) sur R™ est la tribu engendrée par les
ouverts de R™.

1.3 Mesure

Définition 1.4 Une mesure i est une application p: A — R vérifiant

- pu(0) =0
— Pour (A,)n>1 suite d’éléments de A, deux a deuz disjoints, M(U A,) = Z w(Ay)

n>1 n>1

1.4 Application mesurable

Définition 1.5 Une application f : (2, A) — (R,B(R)) est dite mesurable (ici
borélienne) si f~1(B(R)) C A

Remarque 1.6 Pour montrer qu’une application est borélienne, il suffit de montrer
que pour tout b € R, {x, f(z) < b} C A.

Exemple 1.7 Les fonctions indicatrices et les fonctions continues sont boréliennes.

Proposition 1.8 L’ensemble des fonctions mesurables est stable par addition, mul-
tiplication, multiplication par un scalaire, passage au sup dénombrable, passage a
linf dénombrable, passage a la limite sup, a la limite inf.

Donc une limite simple de fonctions mesurables est mesurable.



1.5 Construction de ’intégrale de Lebesgue

F=Yataz0= [ fiu= Y an4)

La construction de l'intégrale de Lebesgue se fait tout d’abord sur les fonctions
positives, en commencant par les indicatrices, puis en passant aux fonctions étagées
pour arriver enfin par limite croissante aux fonctions mesurables positives. Elle se
généralise aux fonctions pouvant étre négatives par la décomposition en f = f*—f~
avec [T =max(f,0) et f~ = max(—f,0).

L’intégrale obtenue est alors linéaire et monotone.

Toute fonction mesurable positive est dite intégrable, quitte a ce que son intégrale
soit infinie. Par, contre pour f uniquement mesurable, on impose f |f| < oo pour
assurer [ f~ <ooet [ ft < oo et que leur différence ait un sens.

Dans le cas de variables discrétes, l'intégrale de Lebesgue est simplement une
somme.

La notion d’'intégrale de Lebesgue prolonge la notion d’intégrale de Riemann.



1.6 Les théorémes de convergence

Théoréme 1.9 Théoréme de convergence monotone
Si une suite croissante de fonctions mesurables positives (f,)nen converge vers

[, alors [ f, converge vers [ f (qui est a valeur dans R).

Théoréme 1.10 Lemme de Fatou
Pour toute suite (fn)nen de fonctions mesurables positives, on a :

/M_anSM_W/fn

Démonstration 1.11 .
limf, = supihy ot hy, == infy>p fn.
On a hy < fi done [ hy, < [ f.

La suite (hy)ren est croissante, donc le théoréme de convergence monotone donne :

/ lim, — / supyhy = / limhy — lim / by < Lim / /

Théoréme 1.12 Théoréme de convergence dominée (ou théoreme de Le-
besgue)

Soit une suite de fonctions mesurables positives (f,)nen €t g une fonction intégrable
telles que | f,| < g p.s.

Alors, si fn — f p.s., [ est intégrable et [ f,, — [ f.

Démonstration 1.13 .
Appliquons Fatou a €, :=2g — |f, — f| >0 :

[20= [time, <iim [eo= [29- [18.~ f1=1m [15, - <0

Donc lim [ | f, — f| existe et est nulle.
Linégalité | [ fo— [ f| < [ |fa — f| permet alors de conclure.



2 Espace de probabilité

2.1 Probabilité, variable aléatoire...
Un espace de Probabilité est un triplet (€2,.4,P) ou 2 est un ensemble, A une
tribu sur €2 et P une probabilité sur A.

Une probabilité P est une mesure telle que P(2) = 1.
Alors, une fonction mesurable X : A — RP est appelée variable aléatoire (v.a.).
px : B—Plwe Q/X(w) € B] est la loi de X.

Dans la cas ou la v.a. est absolument continue par rapport a la mesure de Le-
besgue A, on appelle densité de X, l'application fx : R? — R telle que dux(x) =
[x(@)dA(z). (i.e. px(A) = [, fd\ VA € B(RY)).

Fx : 2 — P[X < z] est la fonction de répartition de X.
bx : A — E[e*¥] est la fonction caractéristique de X.

La tribu engendrée par la v.a. X est X 1(B(R?)) = {X}(A) : A € B(RY)}.
On la note (X)) et c’est la plus petite tribu qui rende X mesurable.
En effet une v.a. X est B-mesurable ssi X *(B(RY))CB.//

Une v.a. Y est o(X)-mesurable ssi elle est de la forme f(X) avec f borelienne.

2.2 Espérance, Variance...

Soient X et Y deux variables aléatoires.

L’espérance de X est donnée par E(X) = [, X(w)dP(w) = [, zdux(z)(=
[ xfx(x)dx lorsque fy existe).

Son moment d’ordre p est E(X?).
Sa variance est Var(X) :=E(X — E(X))? = E(X?) — E(X)2
Son écart type est donné par o(X) = y/Var(X).

La covariance de X et Y : cov(X,Y) := E[(X—-EX)(Y-EY)] = EXY -EXEY.
X et Y sont dites non corrélées ssi cov(X,Y) = 0.



2.3 Espace P

Pour p > 0, on note IL” I'’ensemble des variables aléatoires telles que

Al

Xl = E[XP[]F < oo. (1)

Alors (LP, ||.||p) est un espace vectoriel complet .

2.4 Indépendance

Deux événements A et B sont indépendants si P(AN B) = P(A).P(B).

Les n événements Ay, ..., A, sont indépendants si pour tout J C {1,...,n}
P(NiesAs) = [ [ P(A)).
icJ

Les tribus A4, ..., A, sont indépendantes si pour tout (A4;,...,4,) € A; X

On dit que les n variables aléatoires X;,..., X, sont indépendantes si les
tribus o(X4),...,0(X,) sont indépendantes.

Une suite quelconque de variables aléatoires (X;);c; est indépendante si

toute suite finie extraite de cette suite est composée de v.a. indépendantes.

2.5 Vecteur gaussien

Une v.a. X suit une loi N(p, 0?) si elle a une densité qui vaut

1 (@=—p)®
= e 2% 2
fr = )

On dit alors que X est une variable gaussienne.

Un vecteur de v.a. (Xi,...,X,) est appelé vecteur gaussien si toute combi-
naison linéaire de ses coordonnées est gaussienne.

Proposition 2.1 5i X;,..., X, sont des gaussiennes indépendantes, alors le vec-
teur (Xy,...,X,) est gaussien.

Proposition 2.2 Si (X1, X3) est un vecteur gaussien avec cov(Xy, X3) = 0, alors
X1 et Xy sont indépendants.



3 Inégalités utiles

Inégalité de Jensen

Soient X une v.a. et ¢ : R — R une fonction convexe. Alors, on a :
P(E[X]) < E[p(X)]

Inégalité de Holder

Soientp>1etq>1telsque%+%:1. Soient f € P et g € L.
Alors fg € L! et
Fglle < 1 f1p-lgllg

Inégalité de Minkowski

Soient p>1, fellP et ge LP. Alors f+ g€ LP et on a:

1F+gllp < 11+ 1lgll

Inégalité de Chebyshev

Soient X une v.a., p > 0et A > 0. Alors on a :

E(X]7)

P(X| > ) < S0

Croissance en p de la norme L7

Soit X une v.a., p et q tels que 0 < p < ¢ < co. Alors on a :

X < 11X



4 Espérance conditionnelle

4.1 Probabilités et espérances conditionnelles

Définition 4.1 Probabilité conditionnelle

Soient A et B deux événements. La probabilité conditionnelle de A par rapport a B
est définie par P(A|B) := %.

Théoréme 4.2 Espérance conditionnelle par rapport a une tribu

Soit une variable aléatoire X : (2, A) — (R,B(R)) et B C A alors il existe une
unique variable aléatoire B-mesurable E(X|B) appelée espérance conditionnelle
de X sachant B telle que

VBeDB E(X1p) = E(E[X|B]|1p)
Remarque 4.3 Cette caractérisation est équivalente
VY wv.a. B-mesurable  E(X1p) = E(E[X|B]|1p)

Remarque 4.4 L’espérance conditionnelle est linéaire et monotone.

4.2 L’espérance conditionnelle comme une projection

Quand X € L%, E(X|B) est la projection de X sur L*({, B) au sens de la
norme ||.|s.

En effet, on a :

X -E[X|B] LL*(Q,B) < <X-E[X|B,13>=0 VBeB
<~ E[(X-EX|B]) x1 =0 VBeB

Remarque 4.5 Par abus de notation, pour X etY v.a., E[X|o(Y)] est noté E[X|Y].



4.3 Propriétés de ’espérance conditionnelle

Théoréme des 3 perpendiculaires ( ou Tower Property)

B, C B, CA = E[E(X|B,)|Bi] = E[X|B]

Conservation de I’espérance : Pour X v.a. et BC A,on a :

E[E[X|B]] = E[X].

Sort ce que tu connais : Soit B C A, X A-mesurable et Y B-mesurable tels que
E[|X].(1+ |Y])] < co. Alors, on a :

E[XY|B] = Y.E[X|B].

L’indépendance rend le conditionnement inutile : Soient B C A et X v.a.
tels que o(X) et B sont indépendants. Alors, on a :

E[X|B] = E[X].

Décroissance en LLP : Soient B C A, X une v.a. et p > 1. Alors :

NELX B[, < [IX]]p.

Jensen conditionnel : Soient B C A, X une v.a. et ¢ : R — R une fonction
convexe. Alors :

o(E[X|B]) < E[¢(X)[B].

Théoréme de convergence monotone conditionnel : Soit B C A. Si une
suite croissante de v.a. positives (X,,),en dans L' converge vers X, alors E[X,,|B]
converge vers E[X|B].

Lemme de Fatou conditionnel : Pour B C A toute suite (X,,)nen de v.a. posi-

tives, on a :
ElimX,|B] < limE[X,|B].

Théoréme de convergence dominée conditionnel : Soient B C A, (X,,),en
une suite de v.a. positives et Y une v.a. dans L! telles que |X,| <Y p.s.
Alors, si X,, — X p.s., X est dans L! et E[X,|B] — E[X|B].
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5 Les différents types de convergence

Soient (X,,)nex une suite de v.a. et X une autre v.a. Alors (X, ),ex peut converger
vers X de plusieurs facons différentes.

Convergence presque sire
P(Xn(w) = X(w)) =1
— Ve>0, P[lm{|X,—X| > ¢}] =

Convergence en probabilité

P|X,—X|>¢—=0 Ve>0

Convergence dans L”

E[| X, — X[’ =0

Convergence en loi

E[f(X,)] = E[f(X)]  pour toute f : R — R continue bornee
< Fy, () = Fx(z) Vz € Cp:= {ensemble des points de continuite de F'}
— Oy (\) — Px(N) VYAER

Stabilité de convergence

roba
g continue = {X p_) X = g(Xy) —> 9(X)

S
\ c?6/
cv en proba —>

« ‘2:/
N
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6 Théorémes limites

La loi des grands nombres (Kolmogorov)

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires dans L! indépendantes et de méme
loi (i.i.d.). Alors, on a :

Xi+...+X

= — E[X] p.S.

Le théoréme central limite

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires dans L2 (i.e. de variance finie)

indépendantes et de méme loi. Alors, on a :

Xi+...+ X,
\/ﬁ( 1+ +
n

— E[Xﬂ) — N(0,Var(Xy))  enloi
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