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Analyse réelle

Solution de ’exercice 111

Considérons la fonction f définie par

4

fla,y) = e+ 220 () € R2,

1. Notons que f sécrit
flz,y) = e?@Y)

ot ¢(x,y) = x* + y* — 2xy. Calculons les dérivées partielles de f :

gi(x’ v = %(:ﬁ’y)e(b(x’y) = (42° — 29)6x4+y4—2xy

gi(‘x’ v = gz(% y)e?TY) = (43 — 27)e” Hy' 2y
et

gz(x,y) _ (1242 + (4aP — 2y)2)er H 20

gj/{(:”’ v = (2" + 4y’ - 2x)2)ex4+y4—2xy

gjéfy (3,y) = (—2+ (e’ —2y)(ay® — 2m))e” V' 72,

2. La matrice hessienne au point (0,0) est donnée par

D2£(0,0) = ( Y ) )

On en déduit que pour le point (0,0), on a rt — s> =0—4= -4 <0
et donc la fonction f n’est ni convexe ni concave (cf. cours).

3. Le développement limité & l'ordre 2 de f au voisinage du point (0, 1)
est donné par

1
fO+h1,1+ ho) = f(0,1) +dfo,1)(h1, ha) + §d2f(0,1)(h1, ha) + (hi + h3)e(ha, h2)

1



ou € est une fonction continue sur une boule ouverte de centre O =
(0,0) telle que €(0,0) =0,

of of
d hi,ha) = hi==(0,1)+ ha==(0,1
f0,1)(P1, h2) 1(%( 1)+ 26y( 1)
= —2eh; + 4ehy,
et
d®fo1y(h1,he) = hir+ h3t+ 2shihs
= 4eh? + 28¢h3 — 20eh; ha,
d’out

f(h1,1 4 ho) = e+ e(—2hy + 4hs) + e(2h3 + 14h3 — 10h1ha) + (h? + h3)e(hy, ha).

. Léquation de 7 le plan tangeant de f au point (0, 1) est donnée par

9 0.1y + (-1 0.1)

7r0227:!)"(0,1)%—(56—0)ar By

c’est-a -dire
oz =e—2ex+4de(y —1).
On a
rt — 52 = de x 28e — 10%e% = (112 — 100)e® > 0
et » = 4 > 0. Donc le graphe de f reste au-dessus du plan my au
voisinage de (0,1).

. Par définition, on a

0 T
ef/a(2,y) = %(x,y)f(x’ i z(4z” — 2y)
et
d ‘
ery(,y) = ag(%y)f(i 0= y(4y® — 2z).
. Soit
Af
f(1,2)

Paccroissement relatif de f lorsque (z,y) passe de (1,2) a (1+ Az, 2+
Ay). On sait d’apres le cours que

A Ax Ay
f(1,2) "~ erfe(1,2) 7 +ep7y(1,2)57 = 0% 3% + 60 x 1% = 0.6.



