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Solution de ’exercice 10 du TD1

On sait que X7, ..., Xp, et Y7,..., Y, sont des v.a. i.i.d. telles que Var(X;) <
0o, Var(Y1) < oo et X; et Y sont indépendantes pour tout ¢ = 1,...,n; et
j = 1,...n9. Posons u = E[X;] = E[Y1] (les moyennes sont égales par
hypothese). On aimerait bien dire que
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quand n; — oo et ng — 00, et ol Z1 et Zy sont des v.a. i.i.d ~ N(0,1)
Probleme : Le TCL multi-dimensionnel ne marche pas avec des tailles

d’echantillon différentes comme c’est le cas ici (n1 # n2). Le résultat est
quand-méme vrai. En effet, notons
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et soit (t1,t2) € R2 La fonction caractéristique du couple (Zy,, Z,,) au
point (¢1,t2) est donnée par
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Par le TCL (Var(X1) < oo et Var(Y1) < o), on a que
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avec Z1 et Zs sont définies sur le méme espace de probabilité que les X;,i =
1,..,n1 et les Yj,j = 1,...,n2. Par le Théoreme de Paul-Lévy, il s’en suit
que

lim (I)an (t1) = Py, (t1) et lim (I>Zn2 (ta) = q)Z2(t2).
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On conclut que

im Bz, 7.t t2) = Bz, (t1) X Pz, (ta) = e71/% x e713/2 = = (HiH13)/2
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qui est aussi la fonction caractéristique d’un vecteur Gaussien d’espérance
(0,0) et de matrice variance-covariance égale & la matrice identité de dimen-
sion 2 x 2. Il vient que

an(X’ﬂl_N)
T ax c 0 0 1
< 3 (Vy 1) > N<(0)’(1 0))‘
Y

(o

Voir aussi une autre démonstration de la convegence en loi de la suite
(Znys Zny)ny ne & la page 4.

D’autre part, on a que
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Or, on sait que (cf. Question 1 - Exercice 6)
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Maintenant du fait que limy,; oo ny—o0 1/(n1 + n2) = A, il s’ent suit que
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Pour le voir, considérons I’ensemble
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Il est clair que

™moX:— X, )2 "2 (Y — Y,,,)?
{lim iz (Xi m) :ag( et lim iz (Yi nz) :U%}CE.

ny—oo nl ng—00 TL2




Or,
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d’out P(E) =1 et la convergence presque sire en (1) s’en suit. Par continuité
de la fonction g(x) = 1/y/z,z > 0, on déduit que
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On a que
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(la démonstration se base sur des argments similaires & ceux utilisés pour
montrer la convergence presque stre en (1), et est laissée donc en exercice).
On en déduit que
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et donc par le Théoreme de Slutsky il vient que
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Une autre démonstration pour la convergence en loi de (Z,,,, Z,,, )n; n,-

on utilisera la définition suivante de la convergence en loi : La suite de v.a.

(X5 )n converge en loi vers X si pour toute fonction g continue et & support compact
on a que

lim Efg(Xn)] = Elg(X)].
(cette définition peut bien évidemment étre généralisée a une suite (Xn, ny)ny.no
convergeant en loi vers X quand nj,ng — 00).
On aura ensuite besoin du résultat suivant :
Soit ¢ une fonction continue & support compact définie sur R2. Pour tout
€ > 0, il existe N, € N* tel que
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ou f; et g; sont continues & support compact. On posera ge(z,y) = ZNﬁ fi(@)hi(y).
Soit ¢ une fonction continue & support compact, et soient Z; et Zy des v.a.

~ N(0,1) telles que Z; et Zy sont indépendantes. On a que
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par indépendance de Z,, et Z,, et de 7y et ZQ.



Or, en appliquant la définition de la convergence en loi de Z,, vers Zi et

Zny VErs Z (notons que A £ 7y et Zo £ Z3) , on a que

n}iglooE[fj(Zm)] = E[fj(Z)] et
Jim Elfj(Zng)] = E[fj(Z2)]

et ce pour j = 1,..., N.. On en déduit que
E[9(Znys Zny)) — El9(Z1, 22)]| < 3e

pour ny et no assez grands, c-a-d

nl’lniznloo E[Q(va Z?Iz)] = E[g(zlv ZQ)]'
Comme g a été arbitrairement choisie dans la classe des fonctions continues
a support compact, on en déduit que (Z,,,Z,,) converge en loi vers un
vecteur Gaussien bidimensionnel dont les composantes sont centrées réduites
et indépendantes entre elles. O



