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Solution du CC n◦2

1. Soit ε > 0. On va montrer que

lim
n→∞

P (|Yn| > ε) = 0.

Remarquons que P (Xn ≥ 1/n) = 1. Cela implique que P (Yn ≥ 0) = 1.
Donc,

P (|Yn| > ε) = P (Yn > ε)

= P

(
Xn > ε+

1
n

)
=

∫ ∞
ε+ 1

n

dx

nx2

=
[
−n
x

]∞
ε+1/n

=
1

n(ε+ 1/n)
→n→∞ 0.

On déduit que la suite (Yn)n converge en probabilité vers 0.

Remarque. On aurait pu aussi démontrer d’abord que la suite (Xn)n
converge elle-même en probabilité vers 0 et en déduire par le Théorème
de Slutsky que (Yn)n converge vers 0 en probabilité. En effet, soit ε > 0.
Pour n assez grand ε > 1/n. Il vient que

P (|Xn| > ε) = P (Xn > ε)

=
∫ ∞
ε

dx

nx2

=
1
nε
→n→∞ 0.

Cela implique aussi que Xn
L−→ 0 (en fait il y a même équivalence).

En posant An = 1 et Bn = −1/n, on a que Yn = AnXn + Bn. Par le
Théorème de Slutsky, Yn

L−→ 0, ce qui implique que Yn
P−→ 0.
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2. Remarquons d’abord que la densité s’écrit aussi (c’est là l’astuce !)

fX(x, θ) = (1− θ)1x∈[−1/2,0](1− θ)1x∈]0,1/2]1x∈[−1/2,1/2]

= (1− θ)1−1x∈]0,1/2](1− θ)1x∈]0,1/2]1x∈[−1/2,1/2].

La vraisemblance est donnée par

Ln(θ) =
n∏
j=1

(1− θ)1−1xj∈]0,1/2](1− θ)1xj∈]0,1/2]1xj∈[−1/2,1/2]

= (1− θ)n−
∑n

j=1 1xj∈]0,1/2](1− θ)
∑n

j=1 1xj∈]0,1/2]

n∏
j=

1xj∈[−1/2,1/2]

= (1− θ)n−n0(1 + θ)n0

n∏
j=1

1xj∈[−1/2,1/2], en posant n0 =
n∑
j=1

.1xj∈]0,1/2]

En passant au logarithme, la log-vraisemblance s’écrit

ln(θ) = (n− n0) log(1− θ) + n0 log(1 + θ) + log

 n∏
j=1

1xj∈[−1/2,1/2]


où log

(∏n
j=1 1xj∈[−1/2,1/2]

)
est la réalisation de log

(∏n
j=1 1Xj∈[−1/2,1/2]

)
prenant la valeur 0 avec une probabilité égale 1 (donc prsque sûrement).

∂ln(θ)
∂θ

= −n− n0

1− θ
+

n0

1 + θ

= 0 ⇐⇒ θ = θ̂ =
2n0 − n

n
.

∂2ln(θ)
∂θ2

= − n− n0

(1− θ)2
− n0

(1 + θ)2
< 0.

On en déduit que (en passant à la représentation aléatoire)

θ̂n =
2N0 − n

n

est l’EMV de θ où N0 =
∑n

j=1 1Xj∈]0,1/2].

Remarque. Si on pose Yj = 1Xj∈]0,1/2], alors

θ̂n = 2Ȳn − 1.
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3. Soient X1, .., Xn des v.a. i.i.d ∼ Geo(p), p ∈]0, 1[. La vraisemblance s’écrit

Ln(p) =
n∏
j=1

P (X = xj), car il s’agit d’un modèle discret

=
n∏
j=1

(1− p)xj−1p

= (1− p)
∑n

j=1 xj−npn

= h(x1, ..., xn)g(T (x1, ..., xn), p)

où h(x1, ..., xn) = 1, T (x1, ..., xn) =
∑n

j=1 xj et g(t, p) = (1− p)t−npn.
Par le Théorème de Factorisation, on en déduit que T (X1, ..., Xn) =∑n

j=1Xj est exhaustive pour p.

4. Posons
S =

1
2

(X2 + Y 2).

On a que

S =
(
X√

2

)2

+
(
Y√

2

)2

∼ χ2
2

d’où
E[S2] = V ar(S) + E(S)2 = 2× 2 + 22 = 8

et
E[(X2 + Y 2)2] = 22E[S2] = 32.
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