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TD4

Exo 8.

1. On a

E(X) =
2
√
θ√
π

∫ ∞
0

xe−θx
2
dx =

1√
πθ

∫ ∞
0

2θxe−θx
2
dx =

1√
πθ

[
−eθx2

]∞
0

=
1√
πθ
.

et

E(X2) =
2
√
θ√
π

∫ ∞
0

x2e−θx
2
dx

=

√
θ√
π

∫ ∞
−∞

x2e−θx
2
dx (par symetrie)

=

√
θ√

2π

∫ ∞
−∞

u2

2
e−θ

u2

2 du (par le chanqement de variable x =
u√
2

)

=
1
2

1√
2π1/

√
θ

∫ ∞
−∞

u2e−θ
u2

2 du

=
1
2
V ar(N (0, 1/θ)) =

1
2θ

Donc

V ar(X) =
π − 2
2πθ

.

2. Si on choisit d'estimer E(X) par sa version empirique X̄n, alors l'estima-
teur de θ par la méthode des moments est

Tn =
1

πX̄n
2 .



En utilisant la loi forte des grands nombres (E(|X|) = E(X) < +∞) et le
fait que la fonction x → 1/πx2 soit continue sur l'ouvert ]0,∞[, on montre
que Tn converge fortement (ou presque sûrement) vers θ.

3. La log-vraisemblance est donnée par

ln(θ) = n log(2/
√
π) +

n

2
log(θ)− θ

n∑
i=1

X2
i .

D'où
∂ln(θ)
∂θ

=
n

2θ
−

n∑
i=1

X2
i ,

où
∂ln(θ)
∂θ

= 0 ⇐⇒ θ =
n

2
∑n

i=1X
2
i

et
∂2ln(θ)
∂θ2

= − n

2θ2
< 0 ∀θ > 0.

On en déduit que

Wn =
n

2
∑n

i=1X
2
i

est l'EMV de θ.
Pour montrer que Wn converge fortement on utilise la loi forte des grands
nombres et le fait que la fonction x 7−→ 1/x est continue sur l'ouvert ]0,∞[.

Exo 9

1. Pour que le support de la variable X soit égal à {−1, 0, 1} il faut et il su�t
que θ > 0 et 1− 2θ > 0 ce qui est equivalent à θ ∈ Θ =]0, 1/2[.
Il est facile de voir que E(X) = 0 et E(X2) = V (X) = 2θ.

2. L'estimateur de θ par la méthode des moment est donc

Tn =
1

2n

n∑
i=1

X2
i .

Étant donné que E(X2) <∞, la loi forte des grands nombre implique Tn
p.s.−→

θ. En outre, l'estimateur est sans biais et sa variance V ar(Tn) = θ
2n → 0

donc Tn converge en moyenne quadratique, c-à-d, E[(Tn − θ)2]→ 0.

En appliquant le TCL pour les v.a. i.i.d. Yi = 1/(2X2
i ) (V ar(X2) < +∞

puisque X2 ∼ Bernoulli(2θ)), il vient que

√
n(Tn − θ)

L−→ N
(

0,
1
4
V ar(X2)

)



où V ar(X2) = 2θ(1− 2θ), et donc

√
n(Tn − θ)

L−→ N
(

0,
θ(1− 2θ)

2

)
.

2. Soit R le nombre de Xi qui prennent la valeur 0. on peut écrire la vrai-
semblance en fonction de la variable R. En e�et

Ln(θ) = θn−R(1− 2θ)R.

Ainsi, la log-vraisemblance est donnée par

ln(θ) = logLn(θ) = (n−R) log(θ) +R log(1− 2θ)

et

∂ln(θ)
∂θ

=
n−R
θ
− 2R

1− 2θ
=
n(1− 2θ)−R
θ(1− 2θ)

= 0 ⇐⇒ θ =
n−R

2n

et
∂2ln(θ)
∂θ2

= −n−R
θ2

− 4R
(1− 2θ)2

< 0

Il en résulte que l'EMV de θ est

Wn =
n−R

2n
.

On a que R =
∑n

i=1 1Xi=0 donc égale à la somme de variables i.i.d. de loi de
Bernoulli de paramètre 1− 2θ, donc suit une B(n, 1− 2θ). Il s'en suit que

V ar(Wn) =
1

4n2
V ar(R) =

n(1− 2θ)2θ
4n2

=
θ(1− 2θ)

2n
→ 0,

aussi E(Wn) = 1/2 − E(R)/2n = 1/2 − n(1 − 2θ)/2n = θ donc Wn est
sans biais. Donc Wn converge en moyenne quadratique. D'autre part, la loi
forte des grands nombres (E(|1X=0|) = E(1X=0) < +∞) implique Rn/n

p.s.−→
E(1X=0) = 1− 2θ et donc Wn

p.s.−→ θ.

Calculons maintenant la borne de Cramér-Rao associée au modèle. On a que

• Θ =]0, 1/2[ ouvert.

• Le support de la loi de Y = 1X=0 ne dépend pas de θ car elle appartient
à une famille exponentielle puisque sa densité relativement à la mesure de
comptage peut s'ecrire

f(y, θ) = (1− 2θ) exp
(

log
(

2θ
1− 2θ

)
y

)
, y = 0, 1.



• θ 7→ f(·, θ) est C1(Θ) puisque α(θ) = log(2θ/(1− 2θ) est C1 et

∂

∂θ

∫
Y
f(y, θ)dν(y) =

∫
Y

∂f(y, θ)
∂θ

dν(y)

où ν est la mesure de compatage (cela est vrai en général car il s'agit d'une
famille exponentielle avec α ∈ C1(Θ). Ici, cela est évident car la loi est
discrète à valeurs dans l'ensemble �ni Y = {0, 1})

• Si on pose Wn = T (Y1, ..., Yn), alors la condition

∂

∂θ

∫
Yn

T (y1, ..., yn)f(y1, ..., ynθ)dν(y1)...dν(yn) =
∫
Yn

T (y1, ..., yn)
∂f(y1, ..., yn, θ)

∂θ
dν(y1)...dν(yn)

est clairement véri�ée car il s'agit d'une loi est discrète à valeurs dans un
ensemble �ni. En outre, on sait que E(W 2

n) < +∞.

L'information de Fisher apportée par l'échantillon est donnée par

In(θ) = nIX(θ)

= −nE
[
∂2 log(f(Y, θ))

∂θ2

]
(la deuxième égalité est vraie car il s'agit d'une famille exponentielle avec
α ∈ C2(Θ)) et donc

In(θ) = n

(
4

(1− 2θ)2
E(Y ) +

1
θ2
E(1− Y )

)
, Y = 1X=0

= n

(
4(1− 2θ)
(1− 2θ)2

+
2θ
θ2

)
=

2n
θ(1− 2θ)

.

On remarque que V ar(Wn) = 1/In(θ), et donc l'estimateur est bien e�cace.

3. Notons que
∑n

i=1X
2
n est égale au nombre des variables qui prennent les

valeurs -1 ou 1. Donc
∑n

i=1X
2
n = n−R. Par conséquent

Tn =
1

2n

n∑
i=1

X2
i =

1
2
− 1

2
R

n
= Wn.

Exo 10

1. Nous devons avoir a+ b = 1 car
∫

R f(x; a, b)dx = a+ b.



2. E(X) = a
∫ 0
−1 xdx+ (1− a)

∫ 1
0 xdx = −a/2 + (1− a)/2 = 1/2− a.

E(X2) = a
∫ 0
−1 x

2dx + (1 − a)
∫ 1

0 x
2dx = a/3 + (1 − a)/3 = 1/3. Donc

V ar(X) = 1/12 + a− a2.

3. L'estimateur de a par la méthode des moments est donné par Tn = 1/2−
X̄n. La loi forte des grands nombres (X est bien inégrable) implique que Tn
converge fortement (ou presque sûrement). L'estimateur est sans bias donc
son risque quadratique est égal à sa variance. Or V ar(Tn) = V ar(X̄n) =
V ar(X)/n 7−→ 0. Donc Wn est convergent en moyenne quadratique.

4. On peut réécrire la densité de X sous la forme

f(x; a, b) = a1x∈[−1,0](1− a)1−1x∈[−1,0] · 1x∈[−1,1]

et donc la log-vraisenblance s'écrit (presque sûrement)

ln(a) = log(a)
n∑
j=1

1Xj∈[−1,0] + log(1− a)

(
n−

n∑
i=1

1Xj∈[−1,0]

)

avec
∂ln
∂a

=
Rn
a
− n−Rn

1− a
= 0 ⇐⇒ a =

Rn
n

où Rn =
∑n

i=1 1Xi∈[−1,0], et

∂2ln
∂a2

= −Rn
a2
− n−Rn

(1− a)2
< 0.

On en déduit que Wn = Rn/n est l'EMV de a.

TD5

Exo 4. Pour les deux questions de l'excercice, notons d'abord qu'il s'agit
d'un test d'hypothèses simples de la forme

H0 : θ = θ0 contre H1 : θ = θ1

avec θ0 6= θ1. D'après le Lemme de Neyman-Pearson, la région critique (zone
de rejet) du test UPP de niveau α est donnée par

Ln(θ1)
Ln(θ0)

> cα

où

Pθ0

(
Ln(θ1)
Ln(θ0)

> cα

)
= α.



La décision est

Rejeter H0 si
Ln(θ1)
Ln(θ0)

> cα

Accepter H0 sinon.

Revenons mainetenant à l'exercice.

1. On se �xe α = 5%. En se basant sur les données collectées (un échantillon
de taille n = 100 dont les v.a. sont i.i.d. selon N (µ, 49)) qui ont donné lieu
à la réalisation d'un bruit moyen x̄n = 79.1, on veut tester

H0 : µ = 80 contre H1 : µ = 78.

Posons σ2
0 = 49. On a que

Ln(µ) =
n∏
j=1

1√
2πσ0

exp
(
−(Xj − µ)2

2σ2
0

)

=
1

(
√

2πσ0)n
exp

(
−
∑n

j=1(Xj − µ)2

2σ2
0

)
et donc

Ln(µ1)
Ln(µ0)

= exp

(
−
∑n

j=1(Xj − µ1)2 −
∑n

j=1(Xj − µ0)2

2σ2
0

)

= exp

(
−
∑n

j=1

[
(Xj − µ1)2 − (Xj − µ0)2

]
2σ2

0

)

= exp

(
(µ1 − µ0)

∑n
j=1(2Xj − (µ0 + µ1))

2σ2
0

)

= exp
(
n(µ1 − µ0)

σ2
0

(
X̄n −

µ0 + µ1

2

))
.

D'où

Ln(µ1)
Ln(µ0)

> cα ⇐⇒ X̄n −
µ0 + µ1

2
< dα, car µ1 < µ0

⇐⇒ X̄n < kα.

Sous l'hypothèse H0, X1, ..., Xn sont i.i.d. ∼ N (µ0, σ
2
0), ce qui implique que

X̄n ∼ N (µ0, σ
2
0/n) et donc

Pµ0

(
Ln(µ1)
Ln(µ0)

> cα

)
= Pµ0(X̄n < kα)

= Pµ0

(√
n(X̄n − µ0)

σ0
<

√
n(kα − µ0)

σ0

)
= P (Z < k′α) où Z ∼ N (0, 1)



où

k′α =
√
n(kα − µ0)

σ0
.

Pour que le test soit de niveau α, il faut et su�t que

P (Z < k′α) = α

c-à-d, que k′α soit le quantile d'ordre α d'une normale centrée réduite ; k′α =
zα. Le test est donné par

Rejeter H0 si X̄n < kα = µ0 +
zασ0√
n

Accepter H0 sinon.

Application numérique : α = 5%, zα = z0.05 ≈ −1.65, n = 100, µ0 = 80,
σ0 = 7. On a

x̄n = 79.1 et µ0 +
zασ0√
n

= 80− 1.65× 7
10

≈ 78.845

donc, on accepte H0 (l'hypothèse que l'intensité du bruit atteint la limite
toléréé 80 dbs) car 79.1 ≥ 78.845.

2. Pour les hypothèses (inversées)

H0 : µ = 78 contre H1 : µ = 80

le même calcul que précédemment (la seule di�érence c'est le signe de µ1−µ0)
donne le test (refaites-le pour vous en convaincre !)

Rejeter H0 si X̄n > µ0 +
z1−ασ0√

n

Accepter H0 sinon.

Application numérique : α = 5%, z1−α = z0.95 ≈ 1.65, n = 100, µ0 = 78,
σ0 = 7. On a

x̄n = 79.1 et µ0 +
z1−ασ0√

n
= 78 +

1.65× 7
10

≈ 79.155

donc, on accepte H0 (l'hypothèse que l'intensité du bruit est de seulement
78 dbs) car 79.1 ≤ 79.155.

3. On n'arrive pas à rejeter ni l'hypothèse que l'intensité du bruit est de 78
dbs ni qu'elle atteint le seuil toléré 80 dbs. Cela suggère qu'il n'y a pas assez
de données pour arriver à discriminer entre les deux hypothèses.

Exo 5. Il s'agit ici d'un test d'hypothèses composites de la forme

H0 : θ ≤ θ0 contre H1 : θ > θ0.



Comment construire un test de seuil α ? Rappelons que si T est une
statistique exhaustive pour θ telle que T admet une densité g(., θ) de rapport
de vraisemblance monotone croissant c-à-d, g(., θ) véri�e la condition

t 7→ g(t, θ1)
g(t, θ2)

est monotone croissante pour tous θ2 > θ1 alors :

• le test (UPP) de niveau α pour les hypothèses

H0 : θ = θ0 contre H1 : θ > θ0.

ou

H0 : θ ≤ θ0 contre H1 : θ > θ0.

est donné par

Rejeter H0 si T > tα

Accepter H0 sinon

où tα est déterminé par Pθ0(T > tα) = α,

• le test (UPP) de seuil α pour les hypothèses

H0 : θ = θ0 contre H1 : θ < θ0.

ou

H0 : θ ≥ θ0 contre H1 : θ < θ0.

est donné par

Rejeter H0 si T < t′α

Accepter H0 sinon

où t′α est déterminé par Pθ0(T < t′α) = α.

Les inégalités déterminant les régions critiques doivent être inversées si T a
admet une densité de rapport de vraisemblance monotone décroissant.

Revenons à l'exercice.

1. On dispose d'un échantillon X1, ..., Xn (n =10) i.i.d. ∼ N (µ, σ2) où σ est
connu (=5). En se basant sur cet échantillon, on veut tester

H0 : µ ≥ 710 contre H1 : µ < 710.



On sait que T = X̄n est une statistique exhaustive pour le paramètre µ. En
plus, X̄n ∼ N (µ, σ2/n), donc de densité

g(t, µ) =
√
n√

2πσ
exp

(
−n(t− µ)2

2σ2

)
.

Soit µ2 > µ1. On a que

g(t, µ2)
g(t, µ1)

= exp
(
−n (t− µ2)2 − (t− µ1)2

2σ2

)
= exp

(
n (µ2 − µ1)

2σ2
(2t− (µ1 + µ2))

)

qui est une fonction croissante de t (µ2 − µ1 > 0). Le test UPP de niveau α
est donné par

Rejeter H0 si X̄n < t′α

Accepter H0 sinon

avec Pµ0(X̄n < t′α) = α avec µ0 = 710 et α = 5%. Or, lorsque µ = µ0,
X̄n ∼ N (µ0, σ

2/n), d'où

Pµ0(X̄n < t′α) = Pµ0

(√
n(X̄n − µ0)

σ
<

√
n(t′α − µ0)

σ

)
= P

(
Z <

√
n(t′α − µ0)

σ

)
, où Z ∼ N (0, 1)

= α

impliquant que
√
n(t′α − µ0)

σ
= zα, le quantile d'ordre α d'une normale centrée réduite.

Le test de seuil α est alors donné par

Rejeter H0 si X̄n < µ0 +
zασ√
n

Accepter H0 sinon

Application numérique. µ0 = 710, n = 10, σ = 5, z0.05 ≈ −1.65. On a

x̄n = 707 et µ0 +
zασ√
n
≈ 707.4.

On rejette l'hypothèse H0, c-à-d, l'hypothèse selon laquelle le poids d'un
paquet de lessive serait supérieur à 710 g.



2. On sait que X̄n ∼ N (µ, σ2/n), ce qui est équivalent à dire que
√
n(X̄n −

µ)/σ ∼ N (0, 1). Il s'en suit que

P

(√
n|X̄n − µ|

σ
≤ z1−α/2

)
= 1− α

c-à-d

P

(
X̄n −

z1−α/2σ√
n
≤ µ ≤ X̄n +

z1−α/2σ√
n

)
= 1− α

et [
X̄n −

z1−α/2σ√
n

, X̄n +
z1−α/2σ√

n

]
est un intervalle de con�ance bilatéral symétrique de niveau 1 − α pour µ.
Pour α = 10%, x̄n = 707, n = 10, σ = 5, z1−α/2 = z0.95 ≈ 1.65,

[707.40, 712.60]

est la réalisation d'un intervalle de con�ance bilatéral symétrique de niveau
90% pour la vraie moyenne µ.

Exo 11. On nous suggère de construire un test basé sur le rapport de vrai-
semblance pour tester les hypothèses

H0 : µ = µ0 contre H1 : µ 6= µ0

(hypothèse simple contre composite).

1. Vraiment facile !

2. Le test du rapport de vraisemblance est donné par

Rejeter H0 si
supµ∈R,σ>0 Ln(µ, σ2)

supσ>0 Ln(µ0, σ2)
> cα

Accepter H0 sinon

où cα est déterminé par

P

(
sup{µ≤µ0,σ>0} Ln(µ, σ)

sup{σ>0} Ln(µ0, σ)
> cα

)
= α.

Or,

Ln(µ0, σ) =
1

(
√

2πσ)n
exp

(
−
∑n

j=1(Xj − µ0)2

2σ2

)



qu'on peut maximiser par rapport σ en passant à la log-vraisemblance

ln(µ0, σ) = cte− n log(σ)−
∑n

j=1(Xj − µ0)2

2σ2

dont la dérivée est donnée par

∂ln(µ0, σ)
∂σ

= −n
σ

+

∑n
j=1(Xj − µ0)2

σ3

qui s'annulle au point σ̂0 > 0 véri�ant

σ̂2
0 =

1
n

n∑
j=1

(Xj − µ0)2.

Cette solution est bien le maximum global puisque

∂2ln(µ0, σ)
∂σ2

|σ=σ̂0 =
n

σ̂2
0

− 3

∑n
j=1(Xj − µ0)2

σ̂4
0

=
1
σ̂4

0

(
nσ̂2

0 − 3nσ̂2
0

)
= −2n

σ̂2
0

< 0

(cela montre que σ̂n est un maximum local. Pour conclure qu'il est global,
notons que si la log-vraisemblance admettait un autre maximum, alors sa
dérivée s'annulerait en un autre point puisque la log-vraisemblance devrait
�redescendre avant de remonter� et atteindre cet autre maximum, ce qui
forcera la dérivée à s'annuler en un minimum local). Or, on a bien trouvé
que cette dérivée n'admettait qu'un seul zéro, σ̂n).
On en déduit que

sup
σ>0

Ln(µ0, σ
2) =

1
(
√

2πσ̂0)n
exp

(
−
∑n

j=1(Xj − µ0)2

2σ̂2
0

)
=

1
(
√

2πσ̂0)n
exp

(
−n

2

)
.

Il faut maintenant déterminer le terme du nominateur. On a

Ln(µ, σ) =
1

(
√

2πσ)n
exp

(
−
∑n

j=1(Xj − µ)2

2σ2

)
et

ln(µ, σ) = cte− n log(σ)−
∑n

j=1(Xj − µ)2

2σ2

qu'on veut maximiser par rapport à µ ∈]−∞,∞[ et σ > 0. Les equations

∂ln(µ, σ)
∂µ

=

∑n
j=1(Xj − µ)

σ2
= 0

∂ln(µ, σ)
∂σ

= −n
σ

+

∑n
j=1(Xj − µ)2

σ3
= 0



sont équivalentes à

µ = X̄n, σ2 =
1
n

n∑
j=1

(Xj − X̄n)2.

La matrice Hermitienne au point (X̄n, 1/n
∑n

j=1(Xj − X̄n)2) = (X̄n, σ̂
2) est

donnée par (
− n
σ̂2 0
0 −2n

σ̂2

)
qui est dé�nie négative. Donc, il s'agit (a priori) d'un maximum local. Or,
si la log-vraisemblance admettait un autre maximum, son gradient aurait
admis un autre zéro (cf. le raisonnement précédent). Il s'en suit que

sup
{µ∈R,σ>0}

Ln(µ, σ2) =
1

(
√

2πσ̂)n
exp

(
−
∑n

j=1(Xj − X̄n)2

2σ̂2

)
=

1
(
√

2πσ̂)n
exp

(
−n

2

)
.

Le rapport de vraisemblance est donné par

supµ∈R,σ>0 Ln(µ, σ2)
supσ>0 Ln(µ0, σ2)

=
(
σ̂0

σ̂n

)n
=

(
σ̂2

0

σ̂2
n

)n/2
et donc dire que

supµ∈R,σ>0 Ln(µ, σ2)
supσ>0 Ln(µ0, σ2)

est grand est équivalent à dire que

σ̂2
0

σ̂2
n

est grand, c-à-d ∑n
j=1(Xj − µ0)2∑
j=1(Xj − X̄n)2

est grand. Or,

n∑
j=1

(Xj − µ0)2 =
n∑
j=1

(Xj − X̄n + X̄n − µ0)2

=
n∑
j=1

(Xj − X̄n)2 + n(X̄n − µ0)2



et donc ∑n
j=1(Xj − µ0)2∑
j=1(Xj − X̄n)2

est grand est équivalent à

1 +
n(X̄n − µ0)2∑n
j=1(Xj − X̄n)2

est grand, ou encore à
n(X̄n − µ0)2∑n
j=1(Xj − X̄n)2

est grand ou encore √
n|X̄n − µ0|

σ̂n

est grand, ou encore √
n|X̄n − µ0|√
n−1
n σ̂n−1

est grand, (Ici σ̂2
n−1 = 1

n−1

∑n
i=1(Xi − X̄n)2). Ce qui est toujours équivalent

à √
n|X̄n − µ0|
σ̂n−1

est grand. Ce qu'on a démontré ci-dessus c'est que la zone de rejet est donnée
par √

n|X̄n − µ0|
σ̂n−1

> kα.

Or, en se rappelant que si X1, ..., Xn sont i.i.d. ∼ N (µ0, σ
2) alors

√
n(X̄n − µ0)
σ̂n−1

∼ Tn−1

(une loi de Student de n− 1 degrés de liberté), on en déduit que

kα = tn−1,1−α/2

le quantile de Tn−1 d'ordre 1− α/2.
En résumé, le test du rapport de vraisemblance pour les hypothèses

H0 : µ = µ0 contre H1 : µ 6= µ0

est donné par

Rejeter H0 si

√
n|X̄n − µ0|
σ̂n−1

> tn−1,1−α/2

Accepter H0 sinon.



Exo 9 (le dernier exo du TD5). Ici, l'espace des paramètres (sans
consraintes) est

Θ =

(p1, ..., p4) ∈ R4 : 0 < pj < 1;
4∑
j=1

pj < 1

 .

En posant Tj =
∑n

i=1 1{Xi=j}, la vraisemblance s'écrit

Ln(p1, ..., p4) =
5∏
j=1

p
Tj

j , où p5 = 1− p1 − p2 − p3 − p4.

La log-vraisemblance est donnée alors par

ln(p1, ..., p4) =
5∑
j=1

Tj log(pj) =
4∑
j=1

Tj log(pj) + T5 log

1−
4∑
j=1

pj

 .

D'où
∂ln
∂pj

(p1, ..., p4) =
Tj
pj
− T5

1−
∑4

j=1 pj
=
Tj
pj
− T5

p5

On en déduit donc que, ∇ln(p1..., p4) = 0 est equivalent à

pj =
p5

T5
Tj ∀j = 1, ...4

On déduit des relations
∑5

j=1 pj = 1 et
∑5

j=1 Tj = n que ∇ln(p1..., p4) = 0
admet la solution unique

p̂j =
Tj
n
, j = 1, ..., 4.

La matrice Hessienne, H = H(p1, p2, p3, p4) de la log-vraisemblance est don-
née 

−T1

p21
− T5

(1−
∑4

j=1 pj)2
− T5

(1−
∑4

j=1 pj)2
− T5

(1−
∑4

j=1 pj)2
− T5

(1−
∑4

j=1 pj)2

− T5

(1−
∑4

j=1 pj)2
−T2

p22
− T5

(1−
∑4

j=1 pj)2
− T5

(1−
∑4

j=1 pj)2
− T5

(1−
∑4

j=1 pj)2

− T5

(1−
∑4

j=1 pj)2
− T5

(1−
∑4

j=1 pj)2
−T3

p23
− T5

(1−
∑4

j=1 pj)2
− T5

(1−
∑4

j=1 pj)2

− T5

(1−
∑4

j=1 pj)2
− T5

(1−
∑4

j=1 pj)2
− T5

(1−
∑4

j=1 pj)2
−T4

p24
− T5

(1−
∑4

j=1 pj)2



=


−T1

p21
− T5

p25
−T5

p25
−T5

p25
−T5

p25
−T5

p25
−T2

p22
− T5

p25
−T5

p25
−T5

p25
−T5

p25
−T5

p25
−T3

p23
− T5

p25
−T5

p25
−T5

p25
−T5

p25
−T5

p25
−T4

p24
− T5

p25





Pour montrer que la solution obtenue est le maximum global, il su�t de
montrer que −H est dé�nie positive, c-à-d, le produit sclaire

(u1, u2, u3, u4)(−H)(u1, u2, u3, u4)T > 0

pour tout (u1, u2, u3, u4) ∈ R4 \ {0}. Notons u = (u1, ..., u4) et posons λj =
Tj/p

2
j pour j = 1, ..., 4 et r = T5/p

2
5 où p5 = 1−

∑4
j=1 pj . On a que

−H =


λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
0 0 λ3 0
0 0 0 λ4

+ r


1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

 .

Or, il existe P une matrice orthogonale telle que
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

 = P T


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 4

P.

Il vient que

u(−H)uT =
4∑
j=1

λju
2
j + 4r([PuT ]4)2, où [PuT ]4 est la 4ème composante du vecteur PuT

et
u(−H)uT > 0, ∀ u ∈ R4 \ {0}.

On en déduit que (-H) est dé�nie positive et que l'EMV (sans contraintes)
de θ = (p1, ..., p4) est

θ̂n = (p̂1, ..., p̂4) =
(
T1

n
, ...,

T4

n

)
.

Maintenant sous la contrainte que p1 = p2 = p3 et p4 = p5, on a clairement
p4 = p5 = (1− 3p1)/2. Pour que le support de X soit égal{1, 2, ..., 5} il faut
et su�t que p = p1 ∈]0, 1/3[, et le nouvel espace des paramètres se réduit
donc à

Θ0 = {p : p ∈]0, 1/3[} =]0, 1/3[.

Sous l'hypothèse H0, la log-vraisemblance (qui ne dépend que de p) est égal
à

ln(p) = (T1 + T2 + T3) log(p) + (T4 + T5) log
(

1− 3p
2

)
= T ∗ log(p) + (n− T ∗) log

(
1− 3p

2

)



et donc

∂ln(p)
∂p

=
T ∗

p
− 3(n− T ∗)

1− 3p

et donc
∂ln(p)
∂p

= 0 ⇐⇒ p =
T ∗

3n
.

D'autre part,

∂2ln(p)
∂p2

= −T
∗

p2
− 9(n− T ∗)

(1− 3p)2
< 0.

On en déduit que l'EMV de p ∈ Θ0 est donné par

p̂n =
T ∗

3n
.

Le test du rapport de vraisemblance de niveau asymptotique α a pour zone
de rejet

Rn = {ξRVn > χ2
m,1−α}

c-à-d,
lim
n→∞

sup
θ∈Θ0

Pθ(Rn) = α

avec

ξRVn = 2(ln(p̂1, ..., p̂4)− ln(p̂n))

= 2

 5∑
j=1

Tj log
(
Tj
n

)
− T ∗ log

(
T ∗

3n

)
− (n− T ∗) log

(
n− T ∗

2n

)
= 2

3∑
j=1

Tj log
(

3Tj
T ∗

)
+ 2

5∑
j=4

Tj log
(

2Tj
n− T ∗

)

et χ2
m,1−α est le quantile d'ordre 1− α de la loi χ2 à m degrés de liberté ici

m = dim(Θ)− dim(Θ0) = 4− 1 = 3.

4. (Test de Wald) Dans cette partie, comme on a des produits matriciels
à calculer, on considère un paramètre ainsi qu'un estimateur quelconque de
celui-ci comme un vecteur de R4 (donc d'une colonne et de 4 lignes).
Observons que l'EMV

θ̂ =


T1
n
T2
n
T3
n
T4
n

 =
1
n

n∑
i=1


1Xi=1

1Xi=2

1Xi=3

1Xi=4





donc pour θ = (p1, p2, p3, p4)T on a bien E(θ̂) = (p1, p2, p3, p4)T (sans biais)
et

Σ(θ) = V ar


1X1=1

1X1=2

1X1=3

1X1=4

 =


p1(1− p1) −p1p2 −p1p3 −p1p4

−p1p2 p2(1− p2) −p2p3 −p2p4

−p3p1 −p3p2 p3(1− p3) −p3p4

−p4p1 −p4p2 −p4p3 p4(1− p4)


par conséquent

V ar(θ̂) =
Σ(θ)
n

.

L'hypothèse H0 peut être écrite sous la forme θ : g(θ) = 0 en considérant
l'application g : R4 7−→ R3, g(p1, p2, p3, p4) = (p1−p2, p1−p3, 2p4 +3p−1)T .
Le noyau de cette application a�ne est de dimension 1 donc sont rang est
de dimension 3 et sa matrice jacobienne est

Jg =

1 −1 0 0
1 0 −1 0
3 0 0 2


Le test de Wald de niveau asymptotique α est le test dont la zone de rejet
est donnée par Rn = {ξWn > χ2

3,1−α} (k = 3 étant le rang de l'application g)
où

ξWn = g(θ̂)T .
(
Jg(θ̂).I−1

n (θ̂).Jg(θ̂)T
)−1

.g(θ̂)

où I−1
n (θ) = 1

nΣ(θ), et donc

I−1
n (θ̂) =

1
n


p̂1(1− p̂1) −p̂1p̂2 −p̂1p̂3 −p̂1p̂4

−p̂1p̂2 p̂2(1− p̂2) −p̂2p̂3 −p̂2p̂4

−p̂1p̂3 −p̂2p̂3 p̂3(1− p̂3) −p̂3p̂4

−p̂1p̂4 −p̂2p̂4 −p̂3p̂4 p̂4(1− p̂4)

 .
D'autre part

g(θ̂) = (p̂1 − p̂2, p̂1 − p̂3, 3p̂1 + 2p̂4 − 1)T

et

Jg =

1 −1 0 0
1 0 −1 0
3 0 0 2

 .
Pour le calcul matriciel (

Jg(θ̂).I−1
n (θ̂).Jg(θ̂)T

)−1

on vous souhaite bon courage...


