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Q.1.

Q.2.(a)

Q.2.(b)

Correction de I’exercice 3, Feuille 6.

b, = (W'W)"'W'Y = (W'W)"\W' (W6, + 262 + V). Doy,
Efy] = (W'W)"'W' (W + Z62) = 6, + (W'W) "W’ Z6,.

Cet estimateur est donc biaisé.

Dans le cas du modele d’omission de variables, on a considéré le modele YV =
WO, + Z0y +V avec la contrainte #, = 0. Cette contrainte peut se réécrire sous la
forme

o R = (0,,xp,,1,,) et 7 =0,,.

e Tout d’abord, 3 = (X'X)1X'Y (X est supposée de rang plein).
e Ensuite, 'estimateur du maximum de vraisemblance sous la contrainte est le
vecteur (3 (sous réserve d’existence et d'unicité) qui maximise la vraisemblance

(J%)ne’(p <‘%,z ;(y - (Xff)i)?)

parmi les vecteurs 3 tels que RS = r (bien qu’ici les deux parametres 3 et o?
sont inconnus, ce maximiseur ne dépend pas de 0?). Evidemment, ce probléme est
équivalent a trouver le vecteur (3, parmi ceux vérifiant la contrainte, qui minimise
Sor (yi — (XB):)% Pour cela, on introduit le lagrangien

n d

L(B1, ooy By Aty oo Aa) = D (i — (XB))* = D N((RB;) —77),

i—1 j=1

ou p est la dimension de 3 et d celle de r.
On suppose dans ce qui suit que R est de rang d < p. En particulier R est injective
et R(X’X)7'R est inversible.
Le lagrangien est une fonction convexe et les contraintes sont linéaires. On sait
alors que §'il existe un unique couple (3*, \*) tel que

oL oL

AT = t — (8%, \7) = 1<i<p1<j<d
aﬁl(57 ) Oe a)\](ﬁ7 ) 07 v —Z_p7 —j_ )




Q.2.(d)

Q.2.(e)

alors * sera le minimum recherché. Dans notre cas, ceci revient a chercher (3%, A*)
tels que
{ 2X'Y - 2X'Xp3*+ RX\* =0, (1)
Rﬁ* —Tr = Od

En multipliant la premiere ligne par R(X’X)~! et en y remplacant ensuite R3*
par r, on obtient,

N = 2 (R(X'X)'R) T (R(X'X)'X'Y) — 7).

Puis en remplagant \* par cette valeur dans la premiere équation de (1) et en la
multipliant par (X’X)~! on obtient,

§" =3+ (X'X)R(R(X'X)'R) " (r = RBB).
Il est facile de voir que ce couple (3", \*) vérifie bien (1). On a donc existence et
unicité. On en déduit que I'estimateur sous contrainte cherché est 5¢ = [§*.
E[3] = 6+ (X'X)"'R(R(X'X)"'R)™\(r - Rp).

Le résultat cherché se démontre facilement en écrivant Bc = AABA + C, avec A et C
des matrices déterministes adéquates, puis en utilisant Var(Ag + C')= AVar(3)A’

~

et Var(8) = 04(X’'X)~!. On en déduit que
Var(3°) = Var(f) — S,

ol S est une matrice symétrique semi-définie positive. Par conséquent, pour tout
vecteur z de dimension p, z'Var(3°)z < z'Var(()z.

On en déduit que I'estimateur construit a partir du faux modele a une variance
plus petite que celui construit a partir du vrai modele. Cependant il est biaisé.



