Processus de Poisson et méthodes actuarielles (2009-2010)

Corrigé du partiel du 31 Mars 2010.

Exercice 1.
1. Sous réserve d’existence

MB(t) _ E[etB] _ 2 etk P(B _ k‘) _ kzzgetk % (1 _ q)k
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Vi € R tel que 0 < ef(1 —¢q) < 1, i.e. V& < —In(1 — ¢) car on reconnait une loi binomiale
négative de parametres r et 1 — ef(1 — q).
2a. On observe que, pour 0 < p < 1 on I’a bien P(X; = k) > 0, Vk € N*. De plus

;P(Xi: —lnl— (Zp> —p)ln(l—p)zl,

vu que Yoo, % = —In(1 — ), pour tout |z| < 1.
2b. Sous réserve d’existence Mg(t) = E[e!S] = E[E[e!Z1%i|N]]. D’ailleurs N est indépendant
des X;s, donc Vn € N*

) = B[ SR = Mo () = (M, ()"
On observe de plus que si n = 0, E[e!”| N = 0] = 1. On peut donc écrire

Ms(t) = E[(Myx, (1))"] = E[exp(N In(My, (t))] = My (In(My, (1))
= exp(A(eln(MXl(t)) —1)) = exp(A(Mx, (t) — 1)),

car N ~ Poisson(\).
On peut maintenant calculer My, (¢) :

N oy 1 — (pe)*\ _ In(1 —pe')
My, (t) = Ze P(X, =Fk) = “Tn(1—p) (Z k ) - In(1-p)

k=1 k=1

Vvt € R tel que pe! < 1,i.e. Vt < —Inp.

B In(1 — pe?)
2c. On observe que

Mg(t) = exp <ﬁ ((In(1 - pe') — In(1 — p))) = exp <—1n(1A_ ) n <(§1—_p];)5))>

>0 et ¢g=1— p on obtient

Si on pose r = (1 >

Ms(t) = exp (T In (%)) B (%)

vVt < —In(1l —q).
Vu que la fonction génératrice caracterise la loi, on a prouvé que S suit une loi Binomiale

négative de parametres r = — (1 ) et q=1—p.
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2d.
— prime pure : E[S]
— prime d’assurance : 7(S) = (1 + o) E[S]
D’apres le cours, E[S] = E[N]E[X}] (résulat connu sous le nom d’“identité de Wald”).
D’autre part E[Xl [4 My, (t)]
On a donc tout de suite

—Ap(1 + o)
(1—=p)In(1 —p)

E(S) = 7= p)_lff(’l — @ w(S)=(1+0)5(s) -

Exercice 2.

1. Soit 7y = 17 et pour n > 1, soit 7, = T,, — T,,_1 le temps d’attente entre les (n — 1)-
ieme et n-ieme sauts du processus N. On sait que la suite (7,),>1 est une suite de variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées selon une loi exponentielle de parametre \.
En particulier 7, est intégrable et Em; = 1/A. La loi forte des grands nombres assure alors que
T,/n = (1/n)> " 7; converge vers 1/\, presque surement.

2. En dehors d’un ensemble de probabilité nulle, on a T}, ~o n/A et donc T, 2 ~ o A\?/n?
ce qui implique la convergence de la série > T, 2.

3. En dehors d'un ensemble de probabilité nulle, quand n tend vers l'infini ) | TZ-_2 — X
d’apres la question précédente, et quand t tend vers U'infini N(t) — +oo d’apres le cours. Par
composition des limites on a alors Xy — X.

4(a). Soit n > 1 et soit (Uy,...,U}) le réarrangé croissant de (Uy,...,U,). D’apres le cours,
la loi de (T,...,T,) conditionnellement a ’événement N(t) = n est la statistique d’ordre
n sur Uintervalle [0,¢], c’est-a-dire la loi du réarrangé croissant de n variables indépendantes
identiquement distribuées selon une loi uniforme sur Uintervalle [0,¢], autrement dit la loi de
(tUy, ... ,tU;‘;). En particulier la loi conditionnelle de Xy ;) sachant N(t) = n, qui est celle de
ST sachant N(t) = n, est la loi de 1", (tUF)~2. En remarquant que Y ., (tUf)"% =
2y U2, on obtient le résultat. De plus le résultat est trivialement vrai pour n = 0 avec
la conventlon S .. =0.

4(b). Soit ¢ une fonctlon test, en utilisant la question précédente, et le fait que la suite (U;);>1
est indépendante de N, on peut écrire

= B(¢(Xnw)|N(t) = n) P(N(t) =n)
= Bo(t U (V) =)
N(®)

+oo
= > (o t_QZU JLivin)) = E¢t_2ZU
n=0

Ce qui montre que Xy et t72 Zi]i(f) U, "2 ont méme loi.
4(c). Pour n > 1 posons V,, =n~23""  U; . Soit ¢ une fonction continue bornée et ¥(n) :=
E[¢(V,,)]. La convergence en loi de V,, vers Z implique que ¢(n) — E[¢(Z)] quand n — oc.
La variable V,, étant indépendante de N, on a E [¢(Vi()|N(t) =n] = ¢(n) et donc
E [¢(Vnw)|N(t)] = ¢(N(t)), qui converge p.s. vers E[¢(Z)] puisque N(t) — oo p.s. quand
t — o0.
La fonction ¢ étant bornée, il en est de méme pour E [¢(Viy())|N(t)]. On peut donc utiliser
le théoreme de convergence dominée et passer a l'espérance dans la convergence ci-dessus pour

aboutir a
Elo(Vaw)] = E [E [0(Vaw)IN(1)]] — El¢(2)].
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Ce qui montre que Vi converge en loi vers Z quand ¢ tend vers I'infini.
4(d). La loi forte des grands nombres pour N assure que presque surement N (t)/t — A quand
t tend vers I'infini. Combiné avec la convergence établie en 4 (c) et le théoréme de Slutsky, ceci

nous amene )
N(t ;
(—t( )> V) —>10 \2Z.

2
Comme par ailleurs (@) Vi) a meéme loi que Xy qui converge vers X presque sirement,

on obtient 1'égalité X = A\2Z en loi. On a donc ¢ = N2,

5. Soit s > 0, la fonction x € R, — e~ étant convexe, on a par Jensen e *FZ < Ee %% =
e V%, Ce qui donne EZ > ¢/y/s pour tout s > 0. En faisant tendre s vers 0 on obtient
EZ = 400, et donc EX = 400. Une autre facon de dire les choses est de raisonner par
I’absurde et de remarquer que si X était intégrable, Z le serait aussi et par conséquent la
transformée de Laplace de Z serait dérivable en 0, ce qui n’est clairement pas le cas.

Exercice 3.

1. Cf. cours. A noter : la convergence du théoreme de renouvellement-clé n’est plus vraie si
on omet I’hypothese de non-arithmicité de la loi des 7;.

2. Dans le cas d'un processus de Poisson d’intensité A, la mesure de renouvellement est
donnée par dm(t) = do(dt) + AdtLly>ey. Soit g : [0, 00[— [0, 00| décroissante intégrable. Ceci
implique en particulier que g(¢) — 0 lorsque ¢ — oo. On a alors pour ¢ > 0,

[att=namta) = g+ [ gtt-ys
_ g(t)+/\/0tg(x)dx
— )\/Ooog(a:)dx.

t—o0



