Processus de Poisson et méthodes actuarielles (2010-2011)

Corrigé du partiel du 30 Mars 2011.

Exercice 1. Partie A. On note u la mesure de Lebesque.
1) Dans ce cas particulier X (B) = N(b) et suit donc une loi de Poisson de parametre Ab.

2) La loi de (11,---,T,) sachant {N(T) = n} est la loi de la statistique d’ordre (U;)1<i<n
de n variables uniformes (U;)1<;<, sur [0, 7] indépendantes et a donc pour densité
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3) Soit k> 0etn>1,
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Les variables (1y,ep)1<i<n étant des Bernoulli i.i.d. de parametre p := pu(B)/T, on en déduit
que la loi de X (B) sachant {N(T) = n} est une binomiale de parametres (n,p) (dans le cas
n = 0, la loi est la mesure de Dirac en 0).

4) On conditionne selon la valeur de N(7T). Pour tout k& > 0,
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On en déduit que X (B) suit une loi de Poisson de parametre (Au(B)).



Partie B.
1) On considere la fonction de répartition de M, : pour u > 0,
Fuy,(u) = P(M, <u)
= P(max{m,m, ...} < u)
= P(n<u,m<u..m<u)
= ( nn<u )
(1—e™)"

2) D’apres la question précédente, pour tout u > 0
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P(M, <wulnn) = enin(1-
On en déduit que si \u > 1, P(M,, < ulnn) — e = 1. Si A\u = 1, P(M,, < ulnn) — e %
Enfin si Au < 1, P(M,, <ulnn) — e > =0.

Autrement dit, Yu # 1/,
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Or la fonction u € R + 1,51/ est la fonction de répartition de la variable aléatoire constante
égale & 1/X. On en déduit que M,,/Inn — 1/ en loi.

3) On rappelle que la convergence en loi vers une constante équivaut a la convergence en
probabilité vers cette constante.

Exercice 2.
1. a) E[Xi] < oo ssi @ > 1 et dans ce cas E[X;] = -%.
b) De méme, E[X7] < oo ssi @ > 2 et dans ce cas E[X{] = -%5. On en déduit que

Var(X;) = W‘m pour o > 2 et n’est pas définie sinon.
Dans ce qui suit, o« > 2.

2. a) E[S(t)] = E[N()|E[X;] = 2% car N(t) suit une loi de Poisson de parametre At.
b) En utilisant l’indépendance de N(t) et de la suite (X;,7 > 1), ainsi que le fait que les
X;,2 > 1 sont i.i.d., on trouve :

Var(S(t)) = E[Var(S(t)|N(t))]4+Var(E[S(t)|N(t)]) = E[N(¢)]Var(X,)+E[X,]*Var(N(t)) =

3. Prime pure & l'instant ¢ : E[S(t)] = 22,

Prime d’assurance a l'instant ¢ fondée sur le principe de la variance :

E[S(t)] + pVar(S(t)) = Mo < ! + L > :
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4. Pour u,t > 0, on a :
Cov(S(u),S(t+u)) = Cov(S(u), S(u)) + Cov(S(u), S(t +u) — S(u)).

Cette derniere covariance est nulle, par indépendance de S(u) et S(t + u) — S(u) (on
rappelle que le processus S est a accroissements indépendants et stationnaires). On en
déduit que
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Cov(S(u), S(t +u)) = Var(S(u)) =
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5. On suppose n > 1.

a) Remarquons pour commencer que
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C’est une conséquence de l'indépendance du processus N et de la suite (X;,7 > 1) (qui
implique 'indépendance de (N (t),T;,i > 1) et de la suite (X;,7 > 1)), et du fait que les
X;,1 > 1 ont méme loi. En effet :
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b) Par ailleurs, puisque laloi de (T3, - - - , T,,) sachant { N (¢) = n} est la loi de la statistique
d’ordre (U} )1<i<n de n variables uniformes (U;)1<;<, sur [0,¢] indépendantes, on a :
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Ce qui nous amene, avec (77), a
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E[S(t)|N(t) = n] = E[Xl]n(l

¢) Pour finir, en remarquant que E[S(t)|N(t) = 0] = 0, on obtient
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=) "E[S(t)|N(t) = n]P(N(t) = n) = E[N(t)]

n>0



