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Feuille d’exercices n°7.

Exercice 1. Dans le logiciel Scilab, I'instruction rand(1,10, uniform’) permet de générer
n = 10 nombres pseudo-aléatoires de loi [0, 1]. Voici le résultat donné lors de 'appel de
cette fonction :

0.2113249 0.7560439 0.0002211 0.3303271 0.6653811
0.6283918 0.8497452 0.6857310 0.8782165 0.0683740

Mettre en place un test de niveau 5% pour tester I’hypothese Hy : “la loi de cet échantillon
est bien uniforme sur [0,1]” contre H; : “il s’agit d’une autre loi”.

A.N. : on donne P(Dyy < 0.4092) ~ 0.95, ou D,, désigne la statistique de Kolmogorov-
Smirnov associée & un échantillon de taille n.

Exercice 2. (Test de Cramér-Von-Mises)
1. Soit X une variable aléatoire réelle, F' sa fonction de répartition et (=) son inverse
généralisée :
FOV(z)=inf{y eR: Fly) >z}, z€l0,1].
Démontrer les résultats classiques suivants :
(a) 2 < F(y) & FV() <y, Voe01]yeR.
(b) Si U est uniformément distribuée sur [0, 1], alors F(~Y(U) a méme loi que X.

(c) Si F est continue sur R, alors F(X) est uniformément distribuée sur [0, 1].
Que se passe-t-il si [’ n’est pas continue ?

2. On considére un échantillon (X, ..., X,,) de fonction de répartition continue F'. On
introduit la statistique suivante

nl, = n/R (F,(z) — F(x))*dF ().

(a) Montrer que

1 " /2~ 1 2
I, =— —F(X.) ) .
Hin 12n+Z( on ( (’)))

(b) Expliquer comment construire un test d’adéquation a partir de la statistique
I,.



Exercice 3. On admet dans cet exercice que si Xi,...,X,, sont des variables aléatoires
réelles i.i.d. de fonction de répartition F' et fonction de répartition empirique F,,, on a,
pour t > 0,

]P’<||F — Fylle > t) < 2exp(—2nt?).
1. On considere des observations i.i.d. Xi,..., X, distribuées suivant une loi £(6),
6 > 0, et on note Fy leur fonction de répartition. Soit h > —1 et ' = (14 h)6.
l.a Calculer soigneusement
g(h) = |Fs — Fo |l
en fonction de h.
1.b Montrer que g est équivalente a |h|/e lorsque h — 0.

2. On appelle F), la fonction de répartition empirique des X; et on définit un estima-
teur #,, de @ par

Soit 6y la vraie valeur du parametre et Py, la probabilité correspondante. On pose

A~
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et on admet que g est une fonction strictement décroissante pour h < 0 et stricte-
ment croissante pour h > 0.

~

2.a Montrer que si g(hy,) > t, alors || Fp, — F,||cc > /2.

2.b Déduire de la question précédente une majoration explicite de
Poo(9(hn) > ).

2.c Déduire alors des propriétés de g que la suite 6, est convergente en probabilité.

3. Donner finalement un intervalle de confiance de niveau 1 — « pour 6y sous forme
implicite. Donner la forme explicite approchée de cet intervalle lorsque n est grand.

Exercice 4. Soit (X7, ..., X,,) un échantillon de loi £(), # > 0. Pour k € N*, on pose

1. Déterminer la densité jointe du n-uplet (S, ..., S,). En déduire que le vecteur

Sl Sn—l
Tip=1——,..
1n (Sna 9 Sn )

suit la loi de la statistique d’ordre d’un (n— 1)-échantillon de loi uniforme sur [0, 1].




2. Déterminer la loi jointe de la statistique d’ordre (X(y), ..., X(n)) puis vérifier que
(nXq), (n = 1) (Xe) = X)), (n = 2) (X = X)) 50 (Xin) = X(a-1)))

est un n-uplet (i.i.d) de loi exponentielle £(6).
3. En déduire la loi de la statistique libre

T (TLX(U X(l) + ..+ X(k—l) + (TL —k+ 1)X(k) X(l) + ..+ X(n_g) + 2X(n_1)>
2n — S PRRS] S (AR S .

4. Proposer deux suites de tests non-parametriques de niveau asymptotique «, fondées
respectivement sur 71 ,, et 15 ,,, permettant de décider s’il est raisonnable de penser
que Hy : Px € {£(0),0 > 0} est vraie ou s’il faut rejeter cette hypothese.

Exercice 5. On a relevé dans deux foréts les hauteurs en metres de 12 et 14 arbres
respectivement. On obtient les résultats suivants :

Foret 1: 234 244 24.6 249 25.0 26.2 26.3 26.8 26.9 27.0 27.6 27.7
Foret 2: 225 229 2377 24 244 245 253 26.0 26.2 264 26.7 26.9 274 285

Tester 'homogénéité des deux foréts.

Exercice 6. Dans une population de 500 personnes (300 hommes et 200 femmes), on a
mesuré la tension artérielle de chaque individu, ce qui a donné les effectifs suivants :

Effec. observés  Hypertension  Tension normale  Hypotension
Hommes 72 192 36
Femmes 38 118 44

A-t-on, au risque de 5%, une liaison entre le sexe de l'individu et sa tension artérielle ?



