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Equations différentielles

4. Convergence du schéma numérique ”Euler explicite”.

Fixons 39 € R? et considérons I’approximation numérique du probleme de Cauchy

(1) y' = fly), w(0)=1yo

grace au schéma d’Euler explicite . Pour A > 0 fixé, on construit la suite (y,) par
récurrence

Yn+1 — Yn
A - f(yn)’

puis on pose ya (t) = y, pour tout t € [nA, (n+1)A]. On définit de la sorte ya : Ry — R?
une fonction constante par morceaux.

Théoréme. On suppose f € C* et |f(y)| < A(1+ |y|) pour tout y € RE. La solution y
associée est donc globale. Pour tout T > 0 on définit

Cr=e*T(yo| +1), Lp:= sup |V f(u)|.

uweER |u|<Cr
Il existe une constante A (on peut prendre Ap := A(1+ Cr) +2Cr el L7) telle que

VA >0 sup |y(t) —ya(t)| < Ap A.
t€[0,T]

Ainsi, pour A > 0 petit, ya est une bonne approximation de la solution exacte y.
Etape 1. Posons u, = |y,|. On a donc

unHSun—l—AA(l—i—un)SeAAun—i—AA Vn eN

Lemme (de Gronwall discret). Si (v,) satisfait v,11 < (14 0)v, + K ou seulement
Vng1 < e v, + K pour tout n alors par récurrence

ent — 1

n—1
vp < e"Puy+ K Zeke:enevg+K o

k=0




On déduit du lemme de Gronwall discret que

AA

AA
U, <e” Uy + ————
" |

(enAA_l) SGHAA(Uo—i-l),

et donc |ya(t)| < eAT (Jyo| + 1) pour tout ¢ € [0,7] et tout A > 0. De la méme maniére,
en utilisant la version continue du Lemme de Gronwall il vient |y(t)| < e47 (|yo| +1) pour
tout ¢t € [0, 7.

Etape 2. On définit &,, := |y, — y(nA)|. On a pour tout n tel que n A < T

(n+1)A
ens1 = [y(nd) + A f(y(nA)) + / L)~ ma)]ds =, — A ()
(n+1)A
<+ LrA)e,+, / )~ fuma)]ds < ALy (20p) =1

En appliquant le lemme de Gronwall discret il vient

enALT -1

En S e(nA) Lt €0 + AQ LT (2 CT) m

< A2Cp AT,

On en déduit que pour tout ¢ € [0, 7],
eal(t) = ly(t) —ya®)] < [y(t) = y(A[t/AD| +ep/a)

A ([t/A]+1)
/ () ds+ ea
Aft/A]

IN

u€RY, Ju|<Cr

SA{ sup |f(u>|+2cTe“T} - 0

lorsque A — 0.



