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Chapitre 1

Espérance Conditionnelle

1.1 Espérance Conditionnelle
Lorsqu’on travaille avec des variables aléatoires discretes on introduit la notion de pro-
babilité conditionnelle par la formule :

P(Y =y, X =n1)
P(X =ux)

PY=ylX=2) = , siP(X =x) #0, (1.1.1)

d’ou la définition d’espérance conditionnelle de f(Y') sachant que X = x par
D FWPY =y|X = x) = ug(x),
Y

pour toute fonction f a valeurs réelles ou complexes mesurable bornée. Souvent on utilise la
notation

up(z) =E(f (V)X = z)

et on peut regarder cette expression comme une variable aléatoire E(f(Y)|X), fonction de
la variable aléatoire X, au sense out E(f(Y)|X) = uy(X).On peut remarquer que pour toute
fonction mesurable bornée h, us(z) a la propriété suivante :

S b @B =)= b f@P(Y =y X =2), (112
x:u g (x)#0 z,y
ce qui revient, en utilisant les notations introduites, a
E (R(X)E(f(Y)]X)) = E (h(X)us (X)) = E(h(X)f(Y)) . (1.1.3)

On pourra utiliser (1.1.3) pour définir directement l’espérance conditionnelle : E (f(Y)|X))
est la seule variable aléatoire fonction de X telle que (1.1.3) soit satisfaite pour tout h. Dans
la formule de Bayes (1.1.1) il faut toujours assumer que P(X = x) > 0. Avec la formule (1.1.3)
on évite ce probleme. Mais surtout, cette définition permet de généraliser cette notion de
conditionnement.
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1.1.1 Sous-tribus

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R?.
La tribu engendrée par X est la sous-tribu F(X) de F définie par

F(X)={AeF:3BCR?borélien, A = {w € Q: X(w) € B}}

De fagon équivalente, on peut dire que F(X) est la plus petite sous-tribu B telle que X soit
B-mesurable.

Exemple 1.1.1 Soit X =1 avec probabilité p et X = 0 avec probabilité 1 — p. Alors
F(X) = {X710),X7(1),Q,0}.

Les sous-tribus B C F que nous allons considérer vont correspondre a des informations
partielles sur le modele. Par exemple F(X) correspond a l'information que nous avons si nous
connaissons le valeur de X. La tribu triviale {2, 0} correspond a une informatione nulle, et
la tribu F est une information complete.

Exemple 1.1.2 Soit Q = [0,1], et F = B([0,1]), la tribu borélienne sur [0,1] (i.e. la tribu
engendrée par les sous-ensembles ouverts de [0,1]). Soit F» = {[0,1/2],]1/2,1],[0,1],0}.
Alors la tribu Fo C F, et permet de savoir si le point se trouve a gauche ou a droite de 1/2.
En particulier, si X (w) = 1j0,1/9(w),w € Q, alors F, = F(X).

1.1.2 Espérance conditionnelle

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité, et soit B C F une sous-tribu de F. Soit X : Q@ — R
une variable aléatoire telle que E(|X|) < 400 (1. e. X € L' (Q, F,P)) .

Définition 1.1.3 L’espérance conditionnelle de X sachant B est une variable aléatoire Z
telle que

a) Z € B (Z est B-mesurable).
b) VA € B, E(IAX) = E(lAZ)

L’assertion b) est en fait équivalente a
b’) pour toute variable aléatoire réelle bornée Y € B, on a E(Y X) = E(Y 2).

L’existence d’une variable aléatoire Z qui a ces propriétés n’est pas triviale. La démonstration
repose sur the théoreme de Radom-Nykodym. Par ailleurs, cette variable aléatoire est unique
a Pégalité presque-siire pres (voir la preuve du 2. de la proposition suivante).

On utilisera les notations Z = E(X|B), ainsi que E(X|Y) = E(X|F(Y)).
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Proposition 1.1.4 1. E(X|B) € L'(Q, B, P).
2. 8i X € B, alors E(X|B) = X p.s.
Preuve.
1. Soit Y = signe E(X|B) € B. Donc YE(X|B) = |[E(X|B)|, et dapres b’) on a
E(|E(X|B)|) = E(YE(X|B)) = E(YX) <E(]X]) < +o0.
2. L’espace dual de L'(Q, B, P) est L>=(Q, B,P). La propriété b') nous dit que pour toute
Y € L*(Q,B,P) on a
E(YX) = E(YE(X|B)). (1.1.4)
Mais X € LY(Q,B,P), donc (1.1.4) implique que X = E(X|B) p.s., puisque les 2
variables aléatoires X et E(X|B) appartiennet a L'(Q2, B, P).
[
Remarquons qu’en général L1(Q, B,P) est un sous-espace propre de L(Q, F,P).

Définition 1.1.5 On dit que X est une variable aléatoire indépendante de la tribu B si
VI € B(R) et VA€ B
P{X el}nNA) =PX eI)P(A).

Proposition 1.1.6 Soit X indépendante de la sous-tribu B, alors E(X|B) est constante
presque surement et
E(X|B) = E(X) D.S.

Preuve. E(X) est une constante, donc E(X) € B. Pout tout A € B
R(E(X|B)14) = E(X14) = E(X)E(Ly) = E(B(X)Ly) . O

Exemple 1.1.7 Soit {Ay, Aa, ...} une partition (finie ou infinie) de Q2. Soit B = o(Ay,...)
la tribu engendrée par cette partition. Alors

EX|B)w) = )

JB(A;)#0

E(X1y,)

B(1) M )

Preuve. Exercice.

Cas particulier : pour la tribu triviale B = {0, Q}, on a E(X|B) = E(X).
Proposition 1.1.8 Propriétés de l’espérance conditionnelle :

1. Linéarité

2. Monotonie + inégalité de Chebishef

3. convergence monotone

4. inegalité de Jensen

5. contractivité dans LP.

Exercice. Soient X;,1 <i <n des v.a. iidet T'=>" X, Montrer que E[T}|T] = T/n
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1.1.3 Espérance conditionnelle comme projection sur L?

Si B est une sous-tribu de F, alors L*(Q, B,P) (que I'on dénote plus brievement L?(B)),
est un sous-espace vectoriel fermé de L?(F).

Proposition 1.1.9 L’application de L*(F) dans L*(B) definie par X — E(X|B) est la
projection orthogonale sur L*(B).

Preuve.
Soit X € L*(F). 1l est suffisant de montrer que X — E(X|B) € L*(B)*.
Soit Y € L*(B),

E(Y(X —E(X|B))) =E(YX) —E(YE(X|B)) =0. O

Corollaire 1.1.10

@ngW—H%ZWMFE@WW) (1.1.6)



Chapitre 2

Chaines de Markov

2.1 Définitions et premieres propriétés
Soit M un ensemble dénombrable. Une matrice de transition sur M est une application
P:MxM—|0,1] (2.1.1)

telle que pour tout x € M

> P(z,y) =1 (2.1.2)

yeM

Définition 2.1.1 Une chaine de Markov de matrice de transition P est une suite de va-
riables aléatoires { X, }n>o définie sur un espace de probabilité (Q, F,P), a valeurs dans M,
telle que, Yn > 0 et Vxg,..., 2,11 € M,

P (Xn+1 = $n+1’X0 = To, - .- aXn = .Tn) = P({En,l'nJrl). (213)

Autrement dit, la loi conditionnelle de X, ;1 sachant X, ..., X,, ne dépend que de X, et
est donnée par P(X,, ).
On appelle M [’espace d’états de la chaine X.

Exemples : 1. Marche aléatoire sur Z. Un joueur lance successivement et de maniere
indépendante une piece de monnaie, éventuellement biaisée. Chaque fois qu’il obtient un Pile
il regoit un euro, chaque fois qu’il obtient un Face, il perd un euro. Soit ky € Z sa fortune
initiale. On note .S,, sa fortune a I’étape n. Nous avons Sy = kg et S,.1 = S+ Xp11, ot Xp1q
est une variable aléatoire représentant le gain (positif ou négatif) a I'étape n+1: X, .1 =1
avec probabilité p € |0, 1[, et —1 sinon. Les variables aléatoires Xj,...,Xj,... sont i.i.d. par
hypothese. La suite (.S,,),>0 est donc une chaine de Markov de matrice de transition

P sim=k+1
P:(kkm)eZXZ—< 1—p sim=k—1
0 sinon.
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2. Modele de Wright-Fischer. Ce modele décrit I’évolution d’un ensemble de N chromo-
somes. On suppose qu’il y a 2 types de chromosomes, A et B, et on note X,, le nombre de
chromosomes de type A présents a la génération n (il y en a donc N — X,, de type B). Le
modele évolue de la fagon suivante : chaque chromosome de la génération n+ 1 choisit au ha-
sard et uniformément un chromosome parent dans la génération n, ceci indépendamment des
autres chromosomes. Le chromosome fils a alors le méme type que son chromosome parent.
Si X,, =i, chaque chromosome de la génération n + 1 sera donc de type A avec probabilité
i/N. On en déduit que la suite X,,>¢ est une chaine de Markov a valeurs dans {0, 1, ..., N},
de probabilité de transition

A N N —i N—j
P(i,j) = Oy (%) ( NZ> Vi, j€{0,1,..,N}.

Remarque. Etant données une matrice de transition P et une loi de probabilité u, on peut
toujours construire une chaine de Markov de matrice de transition P issue d’une variable
aléatoire initiale X distribuée suivant p.

Notations. P, : probabilité conditionnelle sachant que Xy = z (i.e. P,(A) =P(A | X, = 2)
pour tout événement A, puisque la v.a. Xy est discrete) ; E, : espérance correspondante.

2.1.1 Equation de Chapman-Kolmogorov

Pour toute fonction bornée f : M — R on pose

Pfe) = Pla,y)f(y) = E(f(Xon)| X, = 7). (2.1.4)

yeM

Soit P(M) = {p: M —[0,1] ,> ., 1(z) = 1}, Pensemble des mesures de probabilité
sur M. Pour toute u € P(M) on pose

pP(x) =Y py) Py, x). (2.1.5)

On remarque que uP € P(M).

On définit aussi P?, P", etc, par récurrence en utilisant la régle usuelle de multiplication
des matrices :

P a,y) = ) Plx,2)P"(2,y). (2.1.6)

zeM

Théoréeme 2.1.2 Soit { X, },>0 une chaine de Markov de matrice de transition P. On note
to € P(M) la loi de Xy. Alors
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1. La loi de (Xo, ..., X;,) est donnée par
P(Xo=xo,...,Xn =xn) = po(xo)P(xg,21) ... P(Tp—1,Tn), (2.1.7)

V les états xo, ..., x, € M, et Vn € N. Réciproquement, tout processus (X, )n>o vérifiant
Uéquation (2.1.7) est une chaine de Markov de matrice de transition P et de loi initiale

Ho-
2. La loi de X,, est u, = uoP™. Elle est donc entierement caractérisée par gy et P.

3. Pour toute fonction bornée f : M — R, tout x € M,

E (f(Xn)|Xo = ) = P"f(x).

Preuve. Exercice.

Remarque. La suite (Y;,),>0 définie par Y,, = Xy, k étant fixé, est aussi une chaine de
Markov de matrice de transition P.

Théoréme 2.1.3 Propriété de Markov simple. Soient (X,,),>0 une chaine de Markov
et F, = F(Xy,...,X,) la tribu engendrée par Xy, ..., X, (i.e. la tribu représentant “le passé
Jusqu’a Uinstant n”). Alors la propriété de Markov peut s’écrire

E (f(Xn—H)‘fn) =E (f(XTH-l)‘Xn) = Pf(Xn)a (2'1'8)

pour toute fonction test f.

2.1.2 Probabilités stationnaires

Définition 2.1.4 Une probabilité m € P(M) est dite stationnaire (ou invariante) pour la
matrice de transition P, si m = 7P, i.e.

m(x) =Y w(y)Py,x), Vzel. (2.1.9)

yeM

Par récurrence, on a m = wP" pour tout n > 1. Par conséquent, si ’état initial de la
chaine Xj a pour loi 7, alors X,, a méme loi m que Xy, Vn > 1.

1—a a
P:( b 1—b)

— (b _a_
= <a+b’a—|—b)'

Exemple. Soient a,b € [0, 1] et

alors
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Remarques. 1. Il peut y avoir plusieurs probabilités stationnaires. Par exemple, la matrice

de transition

l—a «a 0 0
b 1-5b 0 0
0 0 1—-d d ’
0 0 v 1-v

avec a,b,a’, b’ € [0, 1], admet comme probabilités stationnaires tout quadruplet de la forme

ab aa (1—a)t (1—a)d
(2 25 S S85) 0l

2. Lorsque M est infini, il se peut aussi qu’il n’y ait pas de probabilité stationnaire. Par
exemple, dans le cas de la marche aléatoire sur Z, I’équation (2.1.9) devient, pour tout
x €7,

m(x) =m(x—1)p+n(x+1)(1—p)

et on vérifie facilement (exercice) qu’il n’y a pas de probabilité satisfaisant cette équation.
Par contre il existe des mesures (c’est a dire des mesure positives non-finie) satisfaisant cette
équation, par exemple la mesure de comptage m(x) = 1,V € Z.

Proposition 2.1.5 Si M est fini, alors l’ensemble Z(P) des probabilités stationnaires pour
une matrice de transition P est un sous-ensemble non-vide, compact et convexe de P(M).

Preuve. P(M) est un sous-ensemble convexe, fermé et borné de R™, ot m est le cardinal
(fini) de M (exercice). En particulier P(M) est compact.
Soit 1 € P(M) une probabilité quelconque. On considere la combinaison convexe

n—1

I A

Hn = ﬁ ZNP :
k=0

Alors
134 1
finP —fin = — > (P = pP*) = — (uP" — ) — 0.
k=0

Puisque P(M) est compact, il existe une sous-suite ji,,, de ji,, convergente. Soit 7 sa limite.
Alors
TP = liin fn, P = liin fn, = T,

donc 7 est stationnaire.
La compacité et la convexité de Z(P) sont laissées en exercice. [I.

D’une maniere générale, étant donnée une matrice de transition P, une mesure p satis-
faisant p = pP est dite invariante pour P.
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2.1.3 Probabilités réversibles

Définition 2.1.6 Une probabilité m € P(M) est dite réversible par rapport a P si pour tous
r,ye M
m(x)P(z,y) = m(y) Py, x). (2.1.10)

Proposition 2.1.7 Si 7 est réversible, alors elle est stationnaire.
Preuve : exercice.

Exemple. Si P est symétrique, i.e. si P(z,y) = P(y,x) pour tout couple (z,y) € M x M,

et si M est fini de cardinal | M|, alors la la probabilité uniforme ﬁ, s ﬁ) est réversible.

Exercice : I’'urne d’Ehrenfest. N molécules de gaz sont réparties dans un récipient divisé
en deux enceintes séparées par une paroi poreuse. A chaque étape une particule choisie
uniformément au hasard change d’enceinte. On note X,, le nombre de particules dans la
premiere enceinte a 1’étape n. Montrer que (X,,),>0 est une chaine de Marvov a valeurs dans
{1,..., N} de matrice de transition

Nt sij=i+let0<i<N-—1
P(i,j)=X % sij=i—-letl1<i<N
0 sinon

et que 7 est une probabilité réversible ssi 7(i) = 27NV CY.

Proposition 2.1.8 Soit m une probabilité réversible pour P et Xy une variable aléatoire de
loi . On fize n € N. Alors la suite { X7 = X,,_j}o<j<n est une chaine de Markov de matrice
de transition P, et X a pour loi .

C’est-a-dire qu’a I’équilibre, la loi de la suite Xy, ..., X, est invariante par retournement
de temps.

Preuve. Exercice. [
Une mesure p sur M est dite réversible par rapport a P si
p(@) Pz, y) = p(y) Py, ). (2.1.11)

Proposition 2.1.9 Condition de cycle de Kolmogorov : Soit P une matrice de transition
sur M. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) Pour toute suite xg, 1, ...,T, dans M avec z,, = xo et telle que [[,.;., P(z;,xi—1) > 0,
on a o
L P(fL‘i_l,CL'i) o 1
P(l’i7$i_1) ’

i=1
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b) Il existe une mesure p réversible par rapport a P.

Preuve. On voit immédiatement que b) implique a) (exercice). En fait soient xq, ..., 2,1
dans le support de p mesure reversible (u(z;) > 0). Alors P(x;_1,x;) > 0 implies P(z;, ;1) >
0. Donc pour la reversibilité

n
I I Iz 1a$z | | M mz 1 mz—lyxi> -1
xzaxz 1 _ ZE xuxz 1)

i=1 i=1 v

Supposons maintenant que a) est vérifiée. Soit xy un point quelconque de M et soit
x € M tel qu'il existe un chemin g, 21, ..., 2, = = tel que [[,.,.,, P(z;,z,-1) > 0. On pose
alors p(zg) =1,
ﬁ P(xi1,7;)

w(z) = TEE

i=1
et u(x) = 0 si ce chemin n’existe pas. La condition a) garantit que cette définition ne dépend
pas du chemin choisi, et il s’ensuit que p est réversible. [

Par conséquent, quand M est fini la condition a implique I'existence d’une probabilité
réversible.

2.1.4 Systémes dynamiques aléatoires

Soit (O, B, m) un espace de probabilité et 6y, 05, . .. une suite infinie de variables aléatoires
i.i.d., a valeurs dans O, de loi m :

P(0; € A) = m(4), AcB.

Soit f:© x M — M une application mesurable ({0 : f(0,z) =y} € B,Vx,y € M).
On considere X une variable aléatoire indépendante de la suite {6, } ey, et récursivement

on pose
Xn+1 - f(9n+17Xn), n Z 0 (2112)

Définition 2.1.10 (f,m) s’appelle un “systéme dynamique aléatoire”.

Exercice : montrer que la suite (X,,,n > 0) définie par 2.1.12 est une chaine de Markov.

2.2 Chaines irréductibles

2.2.1 Irréductibilité

Définition 2.2.1 La matrice de transition P est dite irréductible si ¥V x,y € M il existe un
entier k = k(x,y) tel que

P*(z,9) > 0.
De maniére équivalente, P est irréductible s’il existe une suite de points (xo = x,x1,...,Tp =
y) allant de x a y telle que P(x;,x;—1) >0,V 1 <i < k.
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Lorsqu’il existe un entier k tel que P*(z,y) > 0, on dit que les états x et y communiquent.
Donc tous les états d'une chaine communiquent lorsqu’elle est irréductible.

Exemples. La marche aléatoire sur Z et le modele de I'urne d’Ehrenfest sont irréductibles.
Par contre, le modele de Wright-Fisher n’est pas irréductible : les états 0 et N ne commu-
niquent qu’avec eux-méme. La matrice (2.1.2) n’est pas non plus irréductible.

Proposition 2.2.2 Soit P une matrice de transition irréductible et supposons qu’il existe
une mesure stationnaire m. Alors

1. w(xz) > 0 pour tout x € M,
2. Pf = f implique que f = constante,

3. m est ['unique probabilité stationnaire.

Preuve. Soit x € M tel que w(z) > 0. Pour tout y € M, il existe un entier k tel que
P¥(x,y) > 0. Par ailleurs, par stationnarité, 7 = 7P*. On a donc

(y) = Z 7(2)P*(2,y) > w(x) P (x,y) > 0,

zeM

ce qui prouve (1).
Pour démontrer (2), on considere

Y w(@)Plr,y) (f(x) = f(y)*

=23 w(2)f(2)’~2 Y w(@)P(z,y)f(x) /()
=2 n(x)f(x) (f(a:) - Pz, y)f(y>> =0.

Donc Vx,y € M
(@) P(x,y) (f(z) = f(y)* =0.
Vu (1), ceci implique que Vx,y € M

P(z,y) (f(z) = f(y))" =0

ie. f(x) = f(y) st P(z,y) > 0. Par ailleurs, puisque la chaine est irréductible, Vx,y € M,
il existe un chemin z¢o = x,x1,...,2x = y tel que P(z;,x;-1) > 0V 1 < i < k, et donc
F@) = f(z) = - = f(y).

Enfin, pour montrer 1'unicité (3), considérons une probabilité stationnaire v (v = vP).
On pose

~—

Qr,y) = P(yw)%
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et

Alors @ est une matrice de transition irréductible (exercice) et Qf = f. Donc f est constante
et on en déduit que v(x) = 7(z) pour tout z € M, v et m étant des mesures de probabilité.
O

2.2.2 Chaines irréductibles récurrentes

Pour tout x € M, on considere
T =inf{k >0 : X, =2} € NU{+oo} (2.2.1)

le premier instant (strictement positif) de passage en x, avec la convention inf () = +oo. Puis,
de maniere récursive, on introduit

T" =inf{k > T ' : X}, =z},

le nieme instant de passage en x.

Définition 2.2.3 On dit que x € M est
~ transient si P, (T} < o0) < 1,
~ récurrent si P, (T} < co) =1, et dans ce cas
— récurrent positif si E, (T}) < oo,
— récurrent nul si E, (T}) = oo.

Proposition 2.2.4 Si la chaine est irréductible, alors ses états sont tous du méme type, i.e.
soit tous transients, soit tous récurrents positifs, soit tous récurrents nuls.

Preuve. [

Exemples. 1. On peut montrer que dans le cas de la marche aléatoire sur Z, la chaine est
(a) transiente si p # 1/2
(b) récurrente nulle si p = 1/2.
2. Dans le modele de I'urne d’Ehrenfest, la chaine est récurrente positive. En fait on verra
plus loin (Corollaire (2.2.7)) que toute chaine de Markov a espace d’états fini et irréductible
est récurrente positive.

Lorsque P, (T! = 1) = 1, l'état x est dit absorbant. Par exemple les états 0 et N du
modele de Wright-Fisher sont absorbants ; les autres états étant transients.
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2.2.3 Excursions

Pour tous z,y € M, on compte le nombre de passages en y avant de toucher z pour la
premiere fois :

T-1

NY = 1ix,—y. (2.2.2)
n=0

Remarques. 1. Si Xy =z, alors N¥ = 1.
2. 51 Xy # z, alors N = 0.
3. ZyeM NY =T

On introduit ensuite,

pa(y) = Eo(NY), Yo,y € M.

On voit que pour tout z € M, p, définit une mesure positive sur M (qui n’est pas une
probabilité en général), et que

pa(M) = pa(y) = Ea(T}) € [0, 00]. (2.2.3)

yeM

Proposition 2.2.5 Pour tout x € M, u, est une mesure stationnaire, i.e.

pa(y) = Y pa(2)P(2,y).

zeM

Preuve. On rappelle que Vn > 1, Vx,y,z € M,
P(z,y) =P(X,11 =yl X, =2, Xo=2) =E, (1[Xn+1:y]|Xn = z) )

Du coup,

1, =1 P(2,9) = 1ix,=Ee (1x,00=911X0) 5

et

Eo (Lnertlixa=s1) P(2,9) = Eo (Lpnery lxa=1Be (1=l X)) -
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Cette égalité reste vraie si n = 0. Donc,

> 1a(2)P(z,y) Z D B (Iperylixa=s) P(2,9)

zeM n=0 zeM

= Z Z E, [n<T1]1 Xn—z]]E (1[Xn+1=y] ’Xn))

n=0 zeM

= ZEQE (1[n<T9}]E$ (1[Xn+1=y]|Xn))

= Eo (LperBa (1, 0=| X0, X1, ., X,0))

(puisque X est une chaine de Markov)
= Z Ey [n<T1]1 [(Xnt1= y])

cette derniere égalité venant du fait que n < T} = U™ {X; = z} est 0(Xy, ..., X,,)-mesurable).
=1

Si y # x, ce dernier terme est égal a

D B (lprerlixn=y) = > B (Inerylix,=y)

n=1
)

= Egg (1[n<TTI}1[Xn:y])

n=0

Tr-1

Z lix,=y | = 112 (Y),
n=0

et siy=ux,

D B (Mperlixoi=a)) = ) Ee (Imicniy) = 1= pal@).

n=0 n=0

0]
Corollaire 2.2.6 Si P est irréductible, alors pi,(y) < oo Va,y € M.

Preuve. P est irréductible, donc pour tous z, y € M, il existe un entier k tel que P*(y, z) > 0.
Alors,
L= pia(x) = Y p1a(2) PH(2,2) > pia(y) P (y, )
zeM

donc .
pa(y) < (PH(y, ) < oo,
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O

Remarquons qu’il résulte de la formule (2.2.3), qu'un état z € M est récurrent positif si
et seulement si p, est une mesure finie (u, (M) < +00). Par conséquent,

Corollaire 2.2.7 Si |M| < oo et P est irréductible, la chaine est récurrente positive, i.e.
E,(T}) < oo pour tout z € M.

Soit maintenant x un état récurrent positif. On peut définir la probabilité sur M

ma(y) = JPQ?(%))’VZ/ e M. (2.2.4)

D’apres la Proposition (2.2.5), 7, est une probabilité stationnaire. Par ailleurs, si P est
irréductible, on sait, d’apres la Proposition 2.2.2, qu’il existe une seule probabilité station-
naire. Dans ce cas, 7, ne dépend pas de x. D’ou le résultat suivant.

Proposition 2.2.8 Si { X, },>0 est une chaine irréductible avec au moins un état récurrent
positif, alors tous les états sont récurrent positifs et

1
= >0 2.2.5
"= B (2:29)
est ['unique probabilité stationnaire. De plus,
m(y)
E.(NY) = —=. 2.2.6
() = (22.6)

2.2.4 Le théoréeme ergodique

Proposition 2.2.9 Sous la loi P., la suite de variables aléatoires 7}, = {T,*" — T?}>1 est
i.i.d. de loi P, (T, = k) et indépendante de T, .

Preuve. Exercice. [
Remarque 2.2.10 Siy # z, en general la loi de T, sera differente de la loi de 7).
Corollaire 2.2.11 Soit N, =) 7 1ix,—q. Alors si x est transient
P.(N,=k)=(1—a)d"", k>1, a=P,(T}< ) (2.2.7)
et si x est récurrent on a P, (N, = o00) = 1.

Preuve.

Po(N, = k) =P, (I,7' = T) <o00,i =0,....k—1; T)*' =T = 00) = (1 — a)a""



16 CHAPITRE 2. CHAINES DE MARKOV

Théoreme 2.2.12 Soit P une matrice irréductible récurrente positive et w sa probabilité
stationnaire. Alors pour tout x € M et tout y € M

<T}Lrglon21xk _y = 7 )) = 1. (2.2.8)

Preuve. D’apres la loi des grands nombres

k - k—oo
=1

k—1
1 1 % 3 _
-1y =7 (Z(Ty“ — 1)+ T;) — E,(I))=n(y)"" P.—ps.

Par ailleurs, pour tout n > 1, il existe un entier £ tel que T; <n<T 75“, c’est a dire que
au temps n — 1 on a déja visité k-fois y, mais pas encore k + 1, i.e.

n—1

k< Zl[Xk=y} < k+1.
k=0

En divisant par n on obtien

ko _k_1§ . E+1  k+1
Tkl ™ ) = ﬁ Z Lxy=y < < Tk
Yy k=0 )

D’ou le résultat. O

REMARQUE. En modifiant 1égérement cette preuve, on obtient le résultat plus général sui-
vant :

Corollaire 2.2.13 Soit P une matrice irréductible récurrente positive et m sa probabilité
stationnaire. Soit f une fonction appartenant & L*(w), i.e. Y o |f(x)|m(x) < 00. Alors

ARV WERR)E

zeM

2.3 Convergence vers I’équilibre

Un corollaire du théoreme ergodique est que lorsque P est une matrice de transition
irréductible récurrente positive de probabilité invariante 7, u € P(M)

—Z,U/Pj 101

pour toute probabilité u € P(M). Ceci n’implique pas en général que uP" — 7 :
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01
r=(1)
a pour loi stationnaire m = (%, %) et comme puissances

2n __ 10 27L+1 01
P _(0 1) vl 10

Donc pP™ = i si n est pair et uP" = pP si n est impair et on voit que puP™ ne converge pas
vers .

EXEMPLE. La matrice

On cherche maintenant des conditions sur P pour que uP"™ — . On cherche également
a estimer la vitesse de cette convergence.

Proposition 2.3.1 Soit P une matrice de transition sur M. On pose

pn = sup sup |P"(x,A) — P"(y, A)|. (2.3.1)
z,yeM ACM

Alors,

2. Soit p, =1 pour tout n > 1, soit AC' < oo et 0 < 1 tels que p, < CO" ¥n > 1.

3. Dans le cas p, < CO" avec 0 < 1, il existe une unique probabilité stationnaire w et de

plus,
|P"(x,y) —7m(y)| < CO",Nn > 1,2,y € M. (2.3.2)

Dong, lorsqu”il existe un indice ng tel que p,, < 1, on a (2.3.2), ce qui implique que uP" —
7, Vu € P(M), et que ces convergences ont lieu a des vitesses décroissant exponentiellement
vite.

Pour montrer cette proposition, on a besoin des deux lemmes suivants.

Lemme 2.3.2 Soient py, o € P(M), et soit u(x) = pi(x) — pe(z). Alors pour tout f :
M — R bornée on a
2 I

< 25up |(@)] sup [(4)].
veM ACM

Preuve.

> f@u(@)

zeM

< Z f()()+ Z f@)p(z)

zeM:p(x xeM:p(x)<0

< swplf@)l| S w@)|+swlf@l| S u

M M
re zEM:pu(x)>0 re €M :pu(x)<0

< 2sup [f(z)| sup |u(A)].
zeM ACM



18 CHAPITRE 2. CHAINES DE MARKOV

Lemme 2.3.3 Soit f : M — R bornée, alors

Qinﬂg sup |f(z) —c| < sup |f(x) — f(y)].
CER peM z,yeM

Preuve : Exercice. O

Preuve de la Proposition 2.3.1

[Pz, 4) — Py, A)] =

> Pz AP (@, z) — Py, 2)]

= inf
C

Y (P2, A4) = [P"(w,2) — P"(y, 2)]

z

2inf (sup |P™(z,A) — C\) sup | P"(x, B) — P"(y, B)|
c z B

IN

IA

(sup 1P o) = P )] ) (sup (o, ) = P70 )

z,2!
< PmPn
et (1) s’ensuit.
Pour montrer (2), supposons qu’il existe ng tel que p,, < 1. Soit alors m < ng tel que

n= [nﬂo} ng + m. Alors, par (1), on a

n

pn < Pl o TngPm < pLSO] = (/)ngl)[%]”0 < (o )™ (pa )™

oo

-1 —1
Donc, si on pose C' = (pne® )™ et @ = p,% , on obtient bien p, < CO™.
Pour le dernier point, on observe que

[P (@, y) — P (z,y)| = | Y P™(w,2)(P"(2,y) — P"(x,y)| < pp < CO",
donc P"(z,y) est une suite de Cauchy. Soit 7, (y) sa limite. On voit facilement qu’elle ne
dépend pas de x, puisque
|P™(x,y) = P"(2',y)| < pn — 0.

On note 7 la limite de P™(x,-). On voit que 7 est stationnaire, donc que

[P (x,y) —n(y)| = [P"(x,y) —7P"(y)]
= > w(=2)(P"(x,y) — P"(2,y))
<
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2.3.1 Chaines fortement irréductibles

Définition 2.3.4 Une matrice de transition P est dite fortement irréductible s’il existe ng €
N tel que pour tous x,y € M on ait P™(x,y) > 0.

Proposition 2.3.5 Si |[M| < 0o et si P est fortement irréductible, alors il existe ng tel que
Py < 1.

Preuve. Par irréductibilité forte, il existe ng tel que P (z, A) > 0Vx € M et A C M. Donc
|Pn0('r7"4) - Pno(y7A)| <1
et puisque M est fini, on en déduit que p,, < 1. [

Et donc, dans ce cas, d’apres la formule (2.3.2), pP" converge exponentiellement vite
vers 1'(unique) probabilité stationnaire.

EXEMPLES. 1. La matrice

n’est pas fortement irréductible.
2. La matrice

n’est pas irréductible.
3. La matrice

est fortement irréductible si 0 < p < 1.

2.3.2 Aperiodicité

Définition 2.3.6 Soit x € M et R(x) ={n €N : P"(x,x) > 0}. La période p(x) de = est
le plus grand commun diviseur de R(x).

Proposition 2.3.7 Supposons que P est irréductible. Alors tous les points de M ont la
meéme période.

Preuve. Soient x,y € M et ny = n(x,y), ne = n(y,x) tels que P (x,y) > 0, P"(y,z) > 0.
Alors
Pt (g 1) = Z P™"(x,z)P™(z,x) > P"(x,y)P™(y,z) >0
zeM
donc ny +ny € R(x). Sir € R(y), on a

Pt (g ) > P (x,y) P (y, y) P (y,x) > 0
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donc ny + r + ny € R(x). Par définition, la période p(z) est un diviseur de n; + ny et de
ny + 1 + ng, donc p(z) divise r, i.e. p(x) < p(y). Si on répete 'argument en échangeant les
roles de x et y, on obtient p(y) < p(z). Donc p(z) = p(y), ceci Vo,y € M. O

Donc si P est irréductible, on peut parler de période de P.

0 1
r=(\)
est 2.

2. La période de la marche aléatoire sur Z est également 2.

EXEMPLES. 1. La période de

Lorsque P est irréductible de période 1, P est dite apériodique.

Proposition 2.3.8 Supposons que P est irréductible. S’il existe x € M tel que P(x,x) > 0,
alors P est apériodique.

Preuve. S'il existe © € M telque P(xz,x) > 1 alors p(z) = 1. Mais P est irréductible, donc
tous les points ont periode 1. [

Proposition 2.3.9 Une matrice P est fortement irréductible si et seulement si elle est
apériodique.

Preuve.
O
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