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Chapitre 1

Algebre

1.1 Caractérisation :n A p(n) =1

Le but de ce développement est de montrer queesit un entier tel que A p(n) = 1 alors tout
groupeG d’ordren est cyclique. A savoir : la réciproque est vrairSeést un entier tel que pour tout
groupeG d’ordren, GG est cyclique alors vérifienAp(n) = 1. On peut démontrer ceci en remarquant
que sin A ¢(n) # 1 alors il existe un produit semi-direct non trivial de la @@,/ pZZ x , 7/ 7L.

On démontre ce résultat en plusieurs étapes.

1.1.1 Les entiers concernés

Sin vérifien A p(n) = 1, on écritn = p* x --- x p¢* la décomposition en facteurs premiers de
n. Comme

a1—1

p(n) =pi*H(pr —1) x - x prTH(ps — 1)

alors nécessairementon apourtout 1,...,s ,a; = 1 etVi # j,p; fp; — 1.
Réciproquement, sii € {1,...,s},a; = 1 etVi # j,p;, [p; — 1 etsid est un diviseur premier
commun & etp(n), alors

dlp1 X ...ps = Fi € {1,...,s},d|p;

mais aussi
di(pr —1) x ... (ps—1)=3j€{1,...,s},d|p; — 1
etdoncd =1carp, Ap; —1=1.

Remarque 1.1.2.11 découle de ce qui précede quensvérifien A ¢(n) = 1 alors pour tout diviseur
d den onaaussii A p(d) = 1. De plus on a A % = 1 vu quen est le produit de nombres premiers
deux a deux distincts.

1.1.3 Remarques préliminaires

La démonstration va se faire par 'absurde. On supposeepidten € IN* tel quen A p(n) =1
et un groupe&= d’ordren non cyclique. Par la suite on supposeraiinimal pour cette propriété. Il

2



CrhAaArFliiReE L. ALOEDRRE o

résulte alors de la remarque 1.1.2 que tout sous-groupesgpaep: est cyclique et que pour tout sous-
groupe distingué{ non trivial deG le groupe quotieng est cyclique eCard(H) A Card (%) = 1.

1.1.4 Le grouped est simple

La démonstration se fait aussi par I'absurde. $bitin sous-groupe distingué de non trivial.
Alors H est% sont cycliques. Soig € G tel quey soit un générateur dg On noteq le cardinal de
& ete I'ordre dey dansG. Comme

y =y =lg

on agle et donc il existe- tel quee = ¢r. Alors y” est d’ordreg carord(y”) = o:;EigsiJ/)\r

On va montrer qué&; est isomorphe au produit semi-direct interneffiet de(y”). Il suffit pour
cela de vérifier les trois points suivants (cours) :

1. H estdisingué dan§ : Vrai par hypothése.

2. Hn (y") = {1} : en effet soitz dans cette intersection. Son ordre divise alors le cardieal
et celui de& donc il vautl.

3. (H,y") = G : en effet on aH et (y") sous-groupes deH,y") donc son cardinal est divisible
parCard(H) et Card (%) donc par le produit qui vaut car ces deux nombres sont premiers
entre eux.

Ceci nous donne alors qéeest bien isomorphe au produit semi-direct internédear (y"). On
obtient donc un morphisme (donné par la conjugaison)y”) — Aut(H). Or H étant cyclique, on
aCard(Aut(H)) = p(Card(H)) et doncCard(Aut(H)) divise p(n) qui est premier avee. Donc

Card(Aut(H)) A Card (%) —1

et notre morphisme est forcément trivial. Ceci implique ogigioduit semi-direct est en fait un
produit direct et donc que

G~HXx(y")~7/(n/q)ZL x 7 )q7 ~ 7L /nZL

le dernier isomorphisme résultant du lemme chinois. Or esten contradiction avec le fait qaé
n'est pas cyclique : impossible. Dontest un groupe simple.

1.1.5 Il existe une unique classe de conjugaison de sous-groupes maximaux

On énumeére pour commencer un certain nombre de remarquesphoins triviales. Soit/ un
sous-groupe maximal d& et X un sous-groupe propre de

Notations : On noteéV(H) le normalisateur dé/ dansG et Ry une famille de représentants des
classes a gauches demodulo H.

— Ng(H) = H carG est simple.

— SiK ¢ H alors(H, K) = G car H est maximal.

— SiK ¢ H alorsNg(H N K) = G car le normalisateur contietif et X' (H et K sont abéliens

car cycliques) don¢H, K) = G.
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— Onak C HouH N K = {1} vu le point précédent et le fait que est simple.

Supposons par 'absurde qu’il y ait au moins deux classe®dgigaison de sous-groupes maxi-
maux. Soit ainsi et K deux sous-groupes maximaux non conjugues.

— Ng(H) = H carG est simple.

— Pourg,k € G:gHg ' =kHk ' < k=g € H vu le point précédent.

- U(gH,CF1 —{1}) = H (gHg ' — {1}) vu le point précédent.

geG gERy
- ( H (gHg™* — {1})) N < H (zKz™' — {1})) = () car H et K sont non conjugués et le
9€ERy r€RK

fait que 'on adéjamontréHg ' NzKz~' = {1} ougHg ' = x Kz~ !.
On en déduit alors que

Card(G) > Card (( I (vHg™ - {1})) U ( I @Ka™" — {1})) U {1})

gERy rERK

et tous ces ensembles étant disjoints, on a
Card(G) > Card (%) (Card(H) — 1) + Card (%) (Card(K)—1)+1

soit encore

>0

A

Card(G) > Card(G)+ r(Card(G) — Card (%) — Card (%) ) +1

et ceci est une contradiction donc il existe une unique eldssconjugaison de sous-groupe maxi-
maux.

1.1.6 Conclusion

On écritn = p; x --- x p, la décomposition de en facteurs premiers. Poili=1,...,7r on se
donne urp; sous-groupe de Sylow d& que I'on noteS;. ChaquesS; est inclus dans un sous-groupe
maximal deGG que I'on noteH,;.

On aS; C H, doncp, diviseCard(H,) et pouri € {2,...,r} on a montré qu’il existg; € G tel
queg; H;g; ' = H; donc

9:Sig; " C Hy
et doncp; divise aussCard(H; ). Ceci nous donne alors que= p; x - - - X p, diviseCard(H;) donc
H, = G et ceci est une contradiction car un sous-groupe maxim&esiurs un sous-groupe propre
deG, d’ou le résultat final.

1.2 Théoreme de Burnside

On va maintenant montrer (un des) le théoréme de Burnsidéesttes parties génératrices mini-
males des p-groupes ont méme cardinal.
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Lemme 1.2.1. SoitGG un p-groupe ef{ un sous-groupe propre d&. Alors H est strictement contenu
dans son normalisateur.

Preuve :
Pour voir cela on considére I'action par translationfeur 'ensemble des classes a gauché&-de
moduloH, c’est a dire
A: H x % — %
(h,gH) ~—— hgH

En écrivant I'équation aux classeson a :

G

FIEED YRR S
w orbite w orbite
lw| =1 lw| > 1

Or siw est une orbite de cardinal 1, commeH est aussi un p-groupe, le cardinaldest forcément
un multiple dep.
D’autre part, on pouy € G -

lorb(gH)| =1 Vh € H,hgH = gH
VheH, g 'hgH = H
Vhe H g 'hge H
9 € Ng(H)
Ne(H)

H

r 00

gH €

Donc I'équation aux classes devient :
G| |Nea(H)
=|=

2
H‘+p

et comme £ | est aussi un multiple de ’NGT(H)’ est divisible pap. En particulierd est strictement
inclus dans son normalisateur.

Lemme 1.2.2. Soit H un sous-groupe dé€'. On a I'équivalence :

H<«G et

G .
ﬁ‘ = p < H est maximal

Preuve :
< : Si H est maximal, vu gqu'il est strictement inclus dans son noisagdur, on aV(H) = G donc
H < G. PuisH maximal est distingué> |%{ = p (voir [Cal],ce n’est pas dur).
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Pour la réciproque voir [Cal].

Par la suite on noté@(G) le sous-groupe de Frattini d&, c’est a dire l'intersection des sous-
groupes maximaux d&'.

Lemme1.2.3. <I>(GG est unZ/pZZ-espace vectoriel de dimension finie.

Preuve :

NotonsHy, .. ., H, les sous-groupes maximaux @eet considérons I'application suivante
G G
G — H_l X oeee X 75—

v g (ng,,gH)

Son noyau esP(G) donc par le théoreme d’isomorphisme, on a %ﬁs est isomorphe a un sous-
groupe de- x - -- x . Or on a d’aprés le lemme précédent

G G

XX — ~TIT X - X T T,

T A DL % -+ X Z[p

qui est unZZ/pZZ-espace vectoriel de dimensienet tout sous-groupe peut aussi étre considéré
comme un sous-espace vectoriel d’'ou le résultat.

On peut maintenant passer au théoreme.

Théoremel.2.4. Théoreme de Burnside
Pour un p-groupe toutes les parties génératrices minimafgésnéme cardinal.

Preuve : Il suffit pour cela de montrer que :
(x1,...,z,) est génératrice et minimale dafis= (z,®(G),...,z,®(G)) est génératrice et minimale da%

car les parties génératrices et minimale%% correspondent aux bases i p7ZZ-espace vectoriel
%. Et pour cela il suffit de montrer que :

— (z1,...,,) est génératrice darts = (21 P(G),. ..,z P(G)) est génératrice dart%

— (z1,...,x,) estnon génératrice dans= (z1P(G), ...,z P(G)) est non génératrice da%%—)
Le premier point est trivial a démontrer. Pour le secondzsi. .., z,) est non génératrice alors

il existe un sous-groupe maximal de G tel que(z;,...,x,) C H. Sin: G — désigne la

o . <I>(G)
projection canonique, on a alors

7T(<{E17 ce 7xT>) - 7T(‘l_‘l)
gui est un sous-groupe propre g% En effet six ¢ H,w(z) ¢ w(H) car le contraire signifierait

quex € H®(G) = H car®(G) C H et c’est une contradiction.
On a donc bien démontré le résultat.
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1.3 Théoreme de Weber

Voici maintenant un théoreme sur les zéros des polynémesficients entiers. Au fait j'ai
attribué ce théoreme a Weber suite a la réalisation d'unablaraléatoire uniforme sur I'ensemble
{Kronecker; Weber} !'!

Théoréme1.3.1. Théoreme de WebeBoit P € 7Z[X] un polynéme unitairé coefficients entiers
tel que toutes ses racines complexes soient de modulesimféni égal al. Alors celles-ci sont soit
soit des racines de l'unité.

Preuve :
e Posons

A — Q € 7Z[X] unitaire ;les racines dé) dansl
N Deg(Q) = N sont en module inférieur &

On va donner une borne pour le cardinaldlg. Soit() € Ay et)\q,..., Ay ses racines dards et
o1,...,on les fonctions symétriques élémentaires des racines. On a

Q= H(X =) = () oy X

=0

donc le coefficient, de X* dansQ est(—1)"*oy_;, et on a donc

A N WD VSRS VN 4 I N | g o/

1<ii<-<iny_p <N 1<ip<-<iny_p <N

Comme de plug;, € 7 ceci nous laisseCY " + 1 choix pourg,. Au final on a
N
1Ay < JJCNF +1) < .
k=0

Doncle cardinal de A,, est fini.

e Soit P € 7Z]X] donné par les hypothéses et sbitson degré eh,,..., Ay ses racines. Soit
aop, . ..,ay € 7 tels que
N
P(X) =) a;X".
=0

Pourk € IN on pose

Il est clair que les racines dB*) sont en module inférieur & et on va maintenant montrer que
P®) ¢ 7] X] et ceci nous donneraP®) ¢ Ay.



CrhAaArFliiReE L. ALOEDRRE O

Pour cela, posons pour= 1,..., N (X, désign le i-eme polynbme symétrique élémentaire de
Z[Xy, ..., XN]),

(X, Xy) =S (XE, LX) e (X, ., Xy
D’apreés le théoréme de structure de polynémes symétriquesste rM e Z[Xy,...,Xy|telque
W (X, ..., Xy) =RV (S,...,8N)

Nous avons alors
a? = (=D)N s, )

= (=D RW(—an_1,...,(=1)Nay)

e ZcarRY e Z[X,,..., Xy] etag,...,ay € Z
On a donc bierP®) ¢ Ay.

e Commevk € IN, P%) € Ay et quedy est fini, il existe dond: # ' tels queP®) = P& ||
existe donc une permutatiende I'ensemblg1..., N} telle que

(N AR = (OF AR

Montrons maintenant qu&, \; est soit0 soit une racine de l'unité.
Soitdonci € {1,..., N} tel que); ne soit pas nul et le cardinal de I'orbite de sous I'action der.
Ona
1

Ky L k! 1
Ai = (A)F = (/\U(i))k
et en procédant de la méme maniere on montre par récurreace qu

o\
Vn, \; = )\S,f(i))

En choisissant = r on a o

-

;=
et comme); n’est pas nul

AR
et ceci montre qug; est bien une racine r-ieme de l'unité.

Remarque 1.3.2.11 est important queP soit unitaire comme le montre le contre-exemple trivial
3X — 1.

Ce théoreme montre aussi giteest alors un produit de polynémes cyclotomiques et d’'uretact
X". Ceci assure que les seuls polyndmes irréductilbles ueadeZZ| X | ayant toutes leurs racines
dans le disque unité sont les polynémes cyclotomiques etyagmeX.

En raison de I'utilisation des polynémes symétriques etelmiér petit calcul, ce développement
passe trés bien dans la lecon sur [gsrmutations. Tu peux aussi bien sar l'utiliser pour celle des
polyndmes symétriquet tout ce qui concerniéalgébre des polynédmes a n indéterminéest vu le
peu de développement intéressant au programme sur ces|élgast pour cela assez intéressant. En-
suite, vu le sujet du développement je I'avais aussi plaoé tks lecons demcines des polyndmes
nombres complexes de module &t vu la premiere partie de la démonstration je I'avais aydace
dans lesnéthodes combinatoires et dénombrements
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1.4 Groupe simple d’ordre60

Théoréme1l.4.1. Tout groupe simple d’ordré0 est isomorphe &5.

Preuve : SoitG un groupe simple d’ordré0 etas; le nombre dé-Sylow deG. D’apres les théoremes
de Sylow on ai5 = 1[5] etas|12. Doncas € {1,6} et comme’ est simple on a; = 6.

Considérons alors I'action d& sur 'ensemble de se€sSylow S;. Celle-ci nous donne un mor-
phisme de7 dans I'ensemble des permutations&ie et S5 étant de cardinad, on obtient ainsi un
morphisme

v: G — Sg.

CommeG est simple on & est injectif ou trivial. Or les théoremes de Sylow assuresg kaction
décrite ci-dessus est transitive danae peut étre trivial ep est injectif.

Soite: S¢ — {—1,1} la signature. Pour les mémes raisons que précédemmeptest injectif
ou trivial. Or pour des raisons de cardinal évidentes il né pé&re injectif et il est donc trivial d’ou

e(p(@)) = {1}

ce qui assure gque
o(G) C As.

On a#As = 360 et #p(G) = 6. Il reste alors juste a montrer qu’un sous-groupe simpledgle
d’indice 6 est isomorphe al;. Un raisonnement quasi-similaire est fait dans [Tau2] algeg5.

Soit H un sous-groupe ddg d’'indice 6. Faisons opérelf par translations a gauche sur le quotient
% qui est une ensemble de cardialComme l'action est non triviale et qué est simple ceci nous
donne un morphisme injectifde H dansSs et par un raisonnement identique a celui fait plus haut
avec les signature8(H) C Ag. D’autre partvh € H on ad(h)(H) = H et donc tous les éléments
ded(H) ont un point fixe, ig)(H) est le stabilisateur de la clasfedans4¢. Donc

H~0(H)~ As.
Remarque 1.4.2.Ce théoréme est particulierement intéressant pour la diaasion des groupes

simples de cardinak 100 (voir 'exercicel.18 de [Fra]). En particulier A5 est le seul groupe simple
d’ordre < 100.



Chapitre 2

Analyse

2.1 Formule sommatoire de Poisson et sommes de Riemann :

Rappel : pour” € L'(IR) on définit la transformée de Fourier depar

F(z) = / e PR (1) dt.

oo

Proposition 2.1.1. Formule sommatoire de PoissonSoitF € L'(IR) N C°(IR). On suppose que :

M

M > 0,0 > 1,Vz € R, |F(z)| < ————
(1 + |2])=

—+oco
et > |F(n)] < oo.
On a alors la relation :

> F(n)=Y_F(n)

Preuve : \Voir [Z-Q].

On peut alors démontrer I'application suivante :

Théoreme2.1.2. Soit f € C°(IR). Pour toutq € IN*, il existe une constant€, telle que :

IRCIEES> f(%)|s%

k=—0oc0

YN > 1,

10
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Preuve : Posong(z) = f (%) Alors g vérifie les hypotheses de la proposition 2.1.1 et on obtient
donc

[e.9] o0

> glk)y= > k).

k=—o0 k=—00

Or en effectuant un changement de variable, on voitgfu¢ = Nf(Nx)
De plusg(0) = Nf( = N [ f(t)dt. En utilisant tout ceci, on obtient :

| e %ki ()| =

k+£0
En utilisant ensuite qué¢ est de classé€ et est a support compact, on a :

va £ 0. F(@) :] ﬁ’ Ly,

1
(2miz)? (2rla])e | )

et on obtient alors

‘/f dt——Zf( )‘ L ||1qu

k=—o00

d’ou le résultat.

Remarque 2.1.3.Attention il faut quand méme se méfier de I'apparente bea@tka anajoration.
Méme si I'on peut obtenir n'importe quelle vitesse de cogeece polyndmiale, la constante,
obtenue tend elle aussi tres vite vers l'infini ! Elle est eéhda I'ordre deq! pour les fonctions quasi-
analytiques...

2.2 Formule des compléments :

Le but de cet exercice est d’obtenir la formule des complé&mtspar une méthode élémentaire.

Lemme?2.2.1. Pourn,q € INavecn > 0,2¢g —n > 2,0na.:

RO A T
/ T = rn i1
0 t+ 2qsm< 50 )>
Preuve : Voir [Taul].

Lemme2.2.2. Poura €]0; 1[, on a:

R -7
/ dr = —
o l+z sin(mwa)
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Preuve :
Soita €]0; 1[N®. On écrita = § avecp,q > letqg—p>1(cara = § <1).0Ona:

2p

o0 —Q o0 _Tq
/ x dr = / < dx
0o l+=xz 0o 1+

00, 2q—2p—1
- 2q/0 I;JFW du (avecu = z/(29)
= 2q X (27T 2p—1+1) vu le lemme 2.2.1
o [ ®(2¢—2p—
2¢sin (2—q>
_ -7
B SiIl(Tra)

On obtient alors :
—T

o0 xfa
Vo €@, dr = —
@ /0 1+ sin(mav)
or ces deux fonctions étant continues Bur [ (appliquer le théoréme de continuité sous l'intégrale

avec majoration sur tout compact) et coincident]8ur[N@Q donc sont égales si; 1[ par densité et
continuité.

Remarque 2.2.3.L'intérét d'utiliser la continuité de l'intégrale paraméte et non I'’holomorphie
est (outre le fait de ne rien admettre sur la fonctidibien que I'holomorphie ne soit pas bien dure
a montrer) d'utiliser nécessairement la densité@elans|0; 1[ pour dire que les deux fonctions
coincident (et donc de pouvoir mettre ceci dans la leconesiphrties denses) alors qu’un argument
d’holomorphie ne demande qu’un point d’accumulation powial’égalité des deux fonctions et ne
nécessite donc pas d’arguments de densité.

Théoréme2.2.4. formule des complémentsSivz > 0,T(x) = [;* t" ‘e " dt désigne la fonction

I' d’Euler,on a: -
Ve €]0;1], T'(z)I'(1—2)=

sin(mx)

Preuve :
Soitz €]0;1[,ona:

Frr1—-z = / ¥ty e Y da dy

0
(%) - ex(Hz)i dx dy

—

R

fop(x,y)|det(Jp)| drdy

2
+
2
+

I
e
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ou 'on a posé :

Va,y >0, p(z,y) = (:I:, g) et Vu,v>0, flu,v)=v e+
x

En utilisant alors la formule de changement de variables temintégrales, on obtient :

L(2)I(1—2) = / v e ) dy dy

"3

On calcule alors cette double intégrale en intégrant d@par rapport & puisv en utilisant le lemme
2.2.2. Cecidonne:

—Zz

dz

P()P(1—2) = —/Oo Y

o 142z
T

sin(7z)’

Remarque 2.2.5.Selon la legon ou tu places ce développement, tu peux alensdbir en déduire
I'égalité pour toutz € € \ Z pour peu que tu aies placé quelque part la fait que la foncliee pro-
longe en une fonction holomorphe €§ux IN*. Attention le simple prolongement{a € C; ®(z) > 0}
ne suffit pas car 'ensemble de définitionlt|e)['(1—z) est alors labandgz € €;0 < R(z) < 1}!!!

2.3 Surlesinclusions des espacés :

Théoréme?2.3.1.0n noteB = {F € A; u(E) < oo}. Sont équivalentes les conditions suivantes sur
un espace mesuré), A, ).

1. LP(u) D L9(w) pour un couplgp, q) € [1;00[ oUp < g.

2. sup u(F) < oo.
EeB

3. LP(u) D L%(u) pour tous les couple@, q) € [1,00[ oUp < g.
Dans le cas olf?, A, 1) est un espace mesuséfini alors la condition(2) devientu(£2) < oo.

Preuve : Voir [Rud] pagel46 pour les trois premiéres équivalences.

Dans le cag-fini. Si u(£2) < oo alors il est trivial de voir que I'on &2).
Réciproquement si 'on &). Soit(A,,),, une suite croissante de sous-ensembles mesurakies de
telle que
JAn =9 et vneN u4,) < oo
Alors vu (2), il existe M > 0 tel queVE € B,u(E) < M. Commevn € IN,A, € B, on a
Vn € IN, u(A,) < M et en utilisant le théoréme de la limite croissante on voigs2) < M.
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Remarque 2.3.2.Attention aux erreurs dans le Rudin!!! En effet il faut bieemre le sup suBB
dans ce théoreme comme le montre le contre-exemple :

Q={0;1} etu(0) =1,u(1l) =0

Je ne mets pas non plus dans ce théoréme lep cad comme il est fait dans ce livre. En effet, la
démonstration précédente repose sur le théoreme du grapimef Or premierement popr< 1, L?

n’est pas un espace normé donc ceci sort du cadre du prograterfegrégation et plus sérieusement

sip < 1, dans la plupart des cas? n’est méme pas localement convexe donc n’est pas un espace de
Fréchet, hypothése qui je crois est essentielle dans laserdu graphe fermé!!

Théoréme2.3.3.On noteM = {E € A; u(E) > 0}. Sont équivalentes les conditions suivantes sur
un espace mesuré), A, ).
1. LP(u) C L9(p) pour un couplep, g) € [1;00[ OUp < g.
2. inf p(FE) > 0.
EeM

3. LP(u) C L%(u) pour tous les couple@, q) € [1,00[ 0Up < q.

Dans le cas ouf2, A, i) est un espace mesusé— fini ces conditions sont équivalentes au fait
que( est a un ensemble de mesure nulle pres une réunion dénomlutabmes X, ), telle que
Vn € IN, u(X,) > d > 0.

Preuve : Toujours [Rud] pagé46 pour les trois premiéeres équivalences.

Ensuite je rappelle qu'un atomg est un sous-ensemble mesurablefdeel que(X) > 0 et
pour tout sous-ensemblé’ de X mesurable tel que(X’) < u(X) on au(X’) = 0. Il résulte de la
définition que deux atomes sont & un ensemble de mesure nedl@isjoints ou égaux. SAik;);cs
une famille de représentants des différents atome3 dex ensembles de mesure nulle prés/ e
atome de?, il existe un unique € I tel queX = X; a un ensemble de mesure nulle pres.

On va montrer qué est dénombrable. Saitd,,),, une suite croissante de sous-ensembles mesu-
rables de telle que

JAn =9 et Vne N, u(4,) < c.
SoitC, I'ensemble des € [ tels queX; C A, a un ensemble de mesure nulle pres et

= )

(d>0). Siiy,...,i. € C, alorslesX;,, ..., X, étantdisjoints, on a

rd < p(Xi) + -+ (X)) < p(Ag)

doncCard(C,) < “4=) doncC,, est fini. D'autre part, on a

d
I= U(Jn.

nelN
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En effet sii € I, par le théoreme de convergence croissante on a
A N XG) = p(X;)

or X; étant un atome on a(X; N A,,) = u(X;) ou0 donc la suite (A, N X;)),, est stationnaire et
converge verg(X;). Par suite il existe. € IN tel quen (A, NX;) = u(X;) etX; C A, aunensemble

de mesure nulle prés- i € C,,. Finalement/ est une réunion dénombrable d’ensembles finis donc
est lui-méme dénombrable. Par la suite on préadIN.

On va montret J,, X,, = Q2 @ un ensemble de mesure nulle prés. Pour cela on pose

M=0\ ] X,

nelN

(M est mesurable). Si par I'absurdé)M) > 0 alors on gu(M) > d et M ne contenant pas d’atomes
il existe un sous-ensemble mesurable de M/ de mesure non nulle et strictement positive. Quitte a
remplacer)M; par M \ M; on peut supposegr(M;) < @ En itérant ce raisonnement on construit
une suitelM,, de sous-ensembles mesurabledfiéels que

M(M)_

w(M,) >0 et u(M,) < o

Or ceci est une contradiction car d’un coté on obtjefit/,,) — 0 et d’un autre on a
w(My,) > 0= pu(M,)>d>0.

Donc M est bien de mesure nulle.

Réciproquement s'il existe une suit&’, ),, d’atomes disjoints de telle que

Vo, u(X,) >d>0etu (Q\UXH> =0

alors on obtient facilement la conditid@) vu que tout sous-ensemble mesurablé)Xdest a un en-
semble de mesure nulle prés une réunion au plus dénombebksdtomes.

Remarque 2.3.4.La derniére condition signifie que I'espace est en un cersaims isomorphe a un
L'(IN; P(IN); ) ot est une mesure sUiX telle quevn, p(n) > d > 0 (ou bien & un sous-ensemble
fini de N, ceci étant également possible).

D’autre part, le raisonnement effectué dans la derniéretipagdu théoreme est typique de ceux
utilisé dans les questions de dénombrabilité (points deodinuité des fonctions monotones, familles
sommabiles,...) et donc il me semble intéressant pour lanlegola dénombrabilité.



CHAAFTTIRE £. AINALTYOLE

2.4 Premier théoreme de Hardy pour les intégrales

Rappels : Soif € CYPM(IR™), on définit sa transformée de Laplace par
VA > 0,L(\) —/ flu)e ™ du
0

Le fait de supposef bornée sert juste a s’assurer que l'intégrale définie csttesonverge bien pour
A > 0.

Théoréme?2.4.1. Premier théoréme de Hardy :
Soitf € CPPM(IR") telle que

)\—>0+

I eR, L) =S 1.

o1

/ f(u) du converge et vaut
0

On suppose de plus que

Alors

Preuve : On remarque tout d’abord que :

t|f(t)| =o(1) = %/0 u| f(u)| du = o(1)(Csaro).

Onav\ > 0 (onutilise Vu,0 <u<1=1—e"<u):

u) du — /Oo fluw)e ™" du
0

A du—l—%OO flu)e ™ du
% o] efAu
< AT lrledus [ s = du

% [e%) 7)\u
< )\/ Fw)|udu+ sup [uf(u |/
0

[1/X;00(
: 0 g
< )\/ |f(w)|udu+ sup |uf(u ]/
0 [1/X;00(
)\~>_0;r 0

Donc [;° f(u) du converge et vaut (Commet f(t) = o(1), on a biemsupy; /... [uf (w)| = o(1)).
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2.5 Deuxieme theoreme de Hardy pour les intégrales

Théoréme?2.5.1. Deuxiéme théoreme de Hardy
Soitf € CYPM(IRT) telle que

JeR L) =S 1
On a alors I'équivalence :

/Oo f(u) du converge et vaut < /t uf(u)du = o(t).
0 0

Preuve : On suppose dans un premier temps fee0. On posa aussi

a(t):/otf(u)du et b(t):/otuf(u)du

Si [, f(u) du converge et vaui, on aa(t) = o(1). En faisant une IPP, on a:

/Ot wf(u) du = [ua(u)], — /Ot a(u) du

Orta(t) = o(t) cara(t) = o(1) et (Césaroy(f a(u) du = o(t) d’ou la premiéere implication.

Réciproquement, en faisant une IPP dans les intégrales arsgpmpact et en passant a la limite,

on obtient :
e8] e8] e—Au
/ flwe ™ du = / wf(u) du
1 1

u
e—)\u o o0 _)\e—)\uu . e—)xu
= {b(u) ” L —/1 b(u) " du
= —b(l)e‘A%—)\/ @e_mdujt/ @6_)\” du
1 u 1 u

Par hypothése, on £ f(u)e " du g fol f(u) du.
_) A—0T

Puis—b(1l)e " "— —b(1).
Ensuite, utilisant le premier théoréme de Hardy et la faﬁ%@ =0 (%) on a que

/ MB_AU du A_;())+ / M du
1 1

u? u?

et I'on sait aussi que cette derniere intégrale est conaézge
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Seul le dernier terme nécessite un peu de travail. On va erogtril tend vers). Soite > 0.

L b o
Comme@ = o(1) il existe A > 0 tel quevt > A, sup ‘ﬂ‘ < %' Ensuite il existe) > 0,VA <
[tool | U
S LM gy < . Onaalors:
% A b b 00
‘)\/ ﬂe_’\“ du‘ < /\/ Me‘” du + sup M / e M du
1 u 1 U [A;00[ | U 0
A
< )\/ @ du + sup M x 1
1 U [A;o0] | U
< ¢

En passant a la limite dans I'égalité qu’on avait obtenue dore

(2.1) —/Olf(u)du:—b(1)+/lm%—2)du

Soitr > 1 en faisant une IPP, on obtient

/T@du: {_b(“)y—/“{(“) du

et en passant a la limite erc (possible car I'on sait que l'intégrale de gauche convetggue

M) — (1)) on a que l'intégrale d¢ converge et :

“ [m@du:buw/lmf(u)du

u

En combinant avec (2.1) on trouy"§O f(u)du=0.
Pour passer au cas# 0 on applique ce qui précedejéu) = f(u) — le”™ car on a bien

et le fait d’ajouter une exponentielle ne modifie pas les @@ sur les équivalents car elle est
négligeable devant ceux considérés.

Remarque 2.5.2.Ce théoreme s’applique tres bien a la fonct?é%ﬂ.

D’autre part tu peux avoir exactement les mémes énoncesleesgeries entieres avec les mémes
démonstrations pour peu que tu remplaces les intégralesipsiséries, les transformées de Laplace
par des séries entiéres, la limite — 0" par la limite z — 1~ et les IPP par les transformations
d’Abel.

2.6 Calcul dess(2k)

Le but de cet exercice est de donner une expression expmitela fonction{ de Riemann sur
les entiers pairs, c’est-a-dire de calculer pbur IN*

oo

£(2k) = Z%

n=1
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On commence par démontrer le

Lemme 2.6.1. La série de fonctions

I« 2a
_ + .
am ; a? +n?
converge simplement siit \ 7 vers la fonctiomy — cotan(ar).

Preuve : Soita ¢ 7Z. Calculons les coefficients de Fourier de la focnttanpériodique définie sur
[—m; 7] part — cos(at). Cette fonction est paire, on calcule donc pour 1

2 ™
a, = —/ cos(at) cos(nt) dt

= / cos((a 4+ n)t) + cos((a —n)t)) dt
% gsm a+n)mw + sin((a — n)w))

a—+n a—n
)" sin(a)

m(a? —n?)

e 1 sin(am
On vérifie d’autre part que, = (o)
C' par morceaux, elle est la somme de sa série de Fourier. Doad—r; 7|

. Comme la fonctiort — cos(at) est continue et de classe

sin(ar) N i 2a(—1)"sin(ar)

t).
am (a2 — n?) cos(nt)

cos(at) =

n=1

En prenant = 7 et en divisant I'égalité obtenue psin(a), on a pourtx ¢ 7

oo
1 2a
meotan(ar) — — = —— ]
a “a’-n

Remarque 2.6.2.En fait, la série ci-dessus converge normalement sur tous-emsemble compact
delR \ Z mais nous ne l'utiliserons pas pour la suite.

Si0<a<l1,0na

o0 o0

Z 2@ —2CY 1
2_ .2 2 1 _ 2
—~a’—n —~ n 1 —(a/n)
e 20 a2k
=2 o=
n=1 k=0

= =2 a®¢(2k)
k=1
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Les séries ci-dessus ont pu étre inversées car elles somestpositifs. Cette expression nous donne
le développement limité en zéro de la fonctibn— wcotan(mwa) — é Il ne reste plus qu’a calcu-
ler de facon explicite les termes du développement limitéette fonction pour obtenir les valeurs
cherchées. Par exemple, al'ordre 50n a

1 2 4
meotan(mz) — — = A R o(z°)

x 3 45 945

d’ou les valeurs suivantes

2.7 Intégrales a dérivée non intégrable

Nous allons maintenant traiter une intégrale paramétréaeldalérivée de I'intégrand par rapport
au parametre n’est pas intégrable mais pseudo-intégrable.

: o - > sin(t
Exercice2.7.1. Calcul de l'intégrale paramétrée — G(z) = / tsm< z) dt.
0

(14 t2)

Réponse :On remarque tout d’abord que cette fonction est impaireffitsionc de la calculer pour
x > 0. Lidée est d'utiliser la méthode de I'équation différetie. Les théoremes généraux permettent
facilement de montrer qué est de class€'" surlR et que

G - [ T eoslte) g,

14 ¢2

* tsin(tx)

: T dt n'est pas intégrable mais

Le probleme est que le candidat pour la dérivée secondf[
0

seulement pseudo-intégrable.
On contourne cette difficulté en utilisant le lemme d’Abelipkes intégrales. Pour cela, on regarde

H,(z) = /0 " eos(ta)

14 ¢2

Comme l'applicationz,t) — %(f;”) et sa dérivée partielle par rapporta (z,t) — % sont

continues sufR x [0;n], on en déduit que I'applicatioff,, est de class€" surlR et
" tsin(t
H (z) = — / tsin(te) )
o 1+t

On va maintenant appliquer le théoréme sur la convergemedelment uniforme des dérivées d’'une

. . . . o t
suite de fonctions. On remarque tout d’abord que la diijteonverge simplement (ve?é Closi ta;) dt .
0
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> tsin(tx)

1+ ¢2 dt

Il reste a établir la convergence locale uniforme Heésll est clair que la limite sera alors/
0

(par définition!). C’est maintenant que I'on utilise le lemdifbel.
Pour cela, on vérifie quég > p > 0, 0n a

1 2
/ sin(tx) dt’ < =
p

Bl
et que la fonctiornt — # est décroissante siit, . Le lemme d’Abel assure alors que

?tsin(tx) 2p
Vg,p € N,q > p, |H,(x) — H] </—dt < ——.
q,p q>p, |Hy(x) ()] < L 1+ ‘— lz|(1 4 p?)

Ainsi pour toutd > 0, on a

— 0

2p
sup |H.(z) — H (2)| < —————
[6;%0[\ o(7) = H(2)] S0+

lorsquemin(p, ¢) — 0 et on a alors montré la convergence locale uniforme de le §Hi}),, vers

* ¢sin(t Ly . . .
/ M dt. On en déduit que la suitg?,,),, converge localement uniformément vé¥s G’ est
0

142
de class&! surlR’; et
°° tsin(t
G (z) = _/ tsinfte) .,
o 1+t

Il est maintenant facile de voir qu& est solution de I'’équation différentielle suivante :

° sin(tx) g T

Vo > 0, G”(x)—G(x):—/o ; 5

On en déduit qu’il existe deux constantéset C, telles que

Vo > 0, G(ZL‘) = C’lex + 026_1: + g

Il est clair queG est borné don€’; = 0. D’autre part(G est continue en 0 €k(0) = 0, d’'ouCy = —
et finalement

ol

™

G(x) 5

(1—e77).



Chapitre 3

Probabilités

3.1 Grandes déviations, inégalités de Hoeffding, Bernstein et Be
nett

Nous allons donner différentes inégalités de grandes tiévgapour une somme de variables
aléatoires bornées.

Proposition 3.1.1. Soit X1, ..., X,, une famille de variables aléatoires indépendantes et idaat
ment distribuées et bornées, ie il exiaté € IR tels quevi, a < X; < b. On notem = IE[X;] et
Var(X;) = 2. On a les inégalités suivantes pour> 0 :

2
— (Hoeffding:) 1P Xyt +X"—m >e) <2exp e
n (b—a)?

_ X1+ -+ X, ne?
— ( Bernstein : P — > <2 —
( ) (‘ ” m’ - ) S 2P\ T b a)3)

vy (2 [
(x+1D)In(z+1)—=
. :

ou hl (513') =

On va démontre(Bennett :) = (Bernstein :). Cette derniére entraine également celle de Hoeff-
ding mais nous en donnerons une démonstration indépendante
Nous commencons tout d’abord par redémontrer I'inégabétbéake des grandes déviations :

b (Xl +o X, m> 8) < exp (—n sup [ue — ln(IE[QU(le)]])) :

n u>0

Il faut pour cela tout d’abord remarquer que

Vee R, 1Ig, (z)<e"

22
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Il vient pour toutu, > 0

X
]P( 1+

n

+ X, _m25> _ ]P(u(Xl—m)‘l‘""f‘u(Xn_m)_ungZO)
< Efexp (u(X) —m) + -+ u(X, —m) — une)]
o -]
= exp (—n(ue — In(IE [6“(X1_m)] )

Il suffit alors de prendre leup pour lesu > 0.

Preuve de I'inégalité de Hoeffding :

Quitte aremplacek; parX;—m pouri = 1,...,n on peut supposer gue; est d’espérance nulle.
Posonsp(u) = IE [e“Xl}. En appliquant deux fois le théoréme de dérivation souglegessomme, on
obtient

E [X2¢"¥) E [euX,] — E [X;e"¥1]”

@’ (u) =

IE [evX1]?
uX1 uXy 2
- E|X2° | -Elx,-—
] -
= Varp(Xy)
b
= Varg (Xl— —|—a)
2
_ -
- 4

ot IP est une nouvelle probabilité ayant une densité par rapgBrti@nnée par

dIP B et X
dP  IE[ewX1]’
N S 0o . b= b b—
Pour la derniere des inégalités, on a utilisé le faltqueQ—a < X — J;a < ) e

Ainsi en intégrant deux fois, on a :

b—a)3 , (b—a)? ,

o(u) < p(0) +up'(0) + =
Pour toute > 0, on a alors
b _ 2
ue — InlE [e“Xl} > ue — u2( 4@)
. L . . 2 2 :
Il est alors clair que leup de I'inégalité de droite est atteint en= T c 2 et vaut(b c 2 et ceci
—a —a

établit le résultat.
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Preuve de I'inégalité de Bennett :
Quitte a remplacerX; par X; — m on peut supposer que les variabl€si = 1,...,n sont
d’espérance nulle. Il suffit alors de montrer le résultatrgos 1 et d’appliquer ceci &; /(b — a).

Nous supposerons donc égale{nent&quel.
e —1-—

t . .
-— Cette fonction est croissante dir,, on a donc pour tout

On pose pout > 0, ¢(t) =
u>0,?(uX) < P(u), dou
Vu >0, e —1—-uX<X%*(e"—1—u)
et en prenant I'espérance :
E[e*] —1<o?(e" — 1 —w),
d’ou
In(E [e*¥]) <In(1+0%(e* —1—u)) <o(e" —1—u)

et
ue — In(IE [¢"*]) > o?u(e/o® + 1) — e* — 1].
Posons maintenant(t) = t(¢/0? + 1) — e' — 1. Il est facile de voir que> atteint son maximum en
to=1In(1+ %), ce qui donne
sup(ue — In(IE [¢"*])) > ehy (%)
u>0 g

(a:+1)ln(a:+1)—ac.

avech,(z) =
X
En appliquant ce résultat a la famille X;);<;<,, on obtient également

X, ... _
P 1+ + X, s —e) <exp (- ne I e(b—a) 7
n b—a 02

d’ou le résultat.

Preuve de I'inégalité de Bernstein 1On déduit cette inégalité de la précédente en vérifiant que :

(x+1)ln(a:+1)—x> x

vz >0, = =21 +a/3)

Pour cela, on pose
¥(2) =21+ 2/3)[(z + 1) In(1 + 2) — 2] — 2

. 4 1 _
et on voit quey” (z) = - <1n(1 +a) b 1) est croissantey(®) (x) > 0) ety” (0) = 0 donc
s

on ay” > 0. Commey’(0) = 0, on a également’ > 0 et pour finir(0) = 0 donney > 0 et
I'inégalité est démontrée.

Remarque 3.1.2.Ces inégalités permettent de déterminer des intervalle®diance non asympto-
tigues assez proches de celui obtenu par approximation aler(@CL) pour des variables aléatoires
bornées. Par exemple, pour des variables de Bernouilli darpatrep = 0.5 et pour une précision
e = a = 0.05, on obtient les tailles d’échantillon suivantes :
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— Tchebychevn = T 2000.
— Approximation normalen = 385
: 1 2
— Hoeffding in = — H(SZ/ ) = 1475.
. 2(c? 1 2

— Bernstein n = — (o +€/j) n(a/2) = T87.

1 2
— Bennett n = — n(a/2) = 785.

€h1(48)

Faire un graphe.

3.2 Arrivées poissoniennes et statistiques d’ordre

Les arrivées de clients dans des files d’attente ou bien lesudges de connexion dans des ré-
seaux de communications sont souvent modélisées en plithphr les temps de saut d’'un processus
de Poisson. Notre objectif va étre de donner une justifinatiathématique a ce raisonnement. Nous
allons donc montrer que les statistiques d’ordre de vasahléatoires indépendantes de parametre
A > 0 convergent en loi vers les temps de saut d'un processus dedpoiCeci signifie intuitivement
gue si I'on suppose que les clients décident indépendamieenins des autres de se rendre a leur
magasin (ou bien de téléphoner) selon une loi exponentiellparamétré. > 0, alors on peut ap-
procher les instants successifs de leur arrivée au magasawu(réseau) par les temps d’arrivées d’'un
processus de Poisson.

Proposition 3.2.1. Soit X, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes suivant une lob-exp
nentielle de paramétra > 0. On noteS,, ..., S, le réarrangement croissant de¥s;, défini par
S; <o < Spet{Sy;...;S,} = {Xy;...; X, }. Les variables aléatoireS;, . .., S, sont appelées
les statistiques d’ordre du n-échantillok, ..., X,,. Le vecteur aléatoirdS;, ..., S,) admet une
densité par rapport a la mesure de LebesguelRiirdonnée par

n —Azr1——Ax
N L 0<ay <p<can} (T)e "

Preuve : Remarquons tout d’abord que, les variahés. . ., X, étant a densité, on a pour# j,
IP (X; = X;) = 0. On peut donc partitionner I'espace de la fagon suivante

1= Z Loy << Xom)

O’GSn

ou S, désigne I'ensemble des permutations@éments. Ainsi pour une application mesurable bornée
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f:R*— IR,ona

E[f(S,....5)] = S E [f(Sl, . ,sn)n{xg(l)<.__<xv(n)}}

O'ESn

= ) E [f(Xou)a o 7Xo(n))ﬂ{xg<1)<~--<xa(n>}]
O'ESn

= Z Fl@n, ) L cocay AT H) Gy d,,
oES IREIF

= nl @, a) L cocay A A5 Gy d,

IRd

d’ou le résultat.

Proposition 3.2.2. Les statistiques d’ordre d’un n-échantilloXy, . .., X,, de la loi exponentielle de
parameétre\,, > 0 tel quen\, —— p > 0 convergent en loi au sens des processus lorsgue co

vers les temps d’arrivées d’ un processus de Poisson de garam

Preuve : Rappelons qu’un processus (a temps discret) a valeursgéélest une suité Xy )N de
variables aléatoires définies sur un espace probalidsé; IP) et a valeurs réelles.

On dit qu’une suitg X™),cn de processus converge en loi au sens des processus versdsqus
X, si pour toutN € IN*, le vecteur aléatoir€X?, ... X%) converge en loi dan&” lorsquen — oo
vers le vecteur aléatoireX, ..., Xy).

Pour toutr € IN, on noteS7, ..., S les statistiques d'ordre dw-échantillonXy, ..., X,,. Il nous
faut donc montrer que pour totd € IN*, le vecteur aléatoiréSy, ..., Sy) converge en loi vers les
temps d'arrivéesT7, ..., T) d’'un processus de Poisson de paramgtre
Soit doncf une application mesurable bornée &i#. En effectuant ci-dessous le changement de
variable

(1, ... xp) = (U, ug + U,y .. Uy +ug + -+ - + uy)
ona
BT S = al [ @ o)L ocn ey Al dey |,
]:Rn
= n! f(ul, e, UL+ .uN)/\Ze_)‘”("“1+(”_1)“2+”'+“") duy . ..du,
= N / flug, ... u 4 upy ) AN e At n=Duatt(n=N4Duw) gy
(n—
— Flur, . ooun + -+ uy)pNe PN gy duy

et ceci termine la démonstration.
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3.3 Comportement asymptotique d’une action

Le modéle discret proposé par Black et Scholes pour déaéwellition des cours d’un actif risqué
ne distribuant pas de dividendes (une action de ffiau temps:) est le suivant : on suppose gtig
vérifie la relation suivante :

Sn = Sn—1+MSn—1+O-Sn—15n
So = S0,

ou sy > 0, o ety vérifient la relationo| < 1 + y, (¢,,), st une suite de variables aléatoires idépen-
dantes équidistribuées de loi
1 1
56,1 + 551.
Le paramétrer est appelé " volatilité " et le termeS,, ¢, représente une fluctuation aléatoire de
I'actif.
Posons\ = /(1 + )2 — o2 et S, = % On remarque alors que les variables aléatoires

Vn:1n<,s\n/) =In(1+ p+oe,) —In(N)

n—1

sont indépendantes équidistribuées et un calcul montedlgsi’sont d’espérance nulle. Le calcul de
la variance donne :

— 2
02 def E In En,
Sn—l

(In(1 4y — o) —In(\)* + (In(1 + g+ o) — In(N))?
2

Le théoreme de la limite centrale assure alors que

‘/1++Vn Lot 2
0;v7).
\/ﬁ n—0o0 N(’U)

En remarquant que

—~

Vi+---4+V, In(S,) —In(so)

Vi

et en utilisant le fait que pour toute fonction continusurIR et pour toute suite de variables aléatoires

—~ 1
(Y,,). convergeant en loi vers, la suite(¢(Y5,)),, converge en loi verg(Y'), on en déduit qué,, V"
converge en loi vers une loi log-normale de paraméireis)?. Finalement, on a montré que

£

S, Lot X

€
(L )2 =¥

ou X est une variable aléatoire de loi normalg0; v?).
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3.4 Modele de Cox, Ross et Rubinstein

Le modéle de Cox, Ross et Rubinstein est une version discréisgmdele de Black et Scholes
composée il ya un actif a risque de pfx a l'instantn, < n < N et un actif sans risqué® de taux
d’inrérétr fixé sur une période de temps de sorte que

SO = (1+7)™
On suppose que l'actif risqué suit I'évolution suivante :
Snt1 = (1 + &nt),
ou (&,), est une suite de variables aléatoires indépendantes ¢éiguaement distribuées de loi
poa+ (1 —p)oy, —-1l<a<r<hb,

Si I'on suppose que les fluctuations de l'actif risque évotimmme le cours de I'actif sans risque,
ceci donne
I+r=>0+a)p+(1+0b)(1—p)
soit
b—r
b—a

Une option suy; actions avec échéance a la datet au prix d’exercicds est un droit de pouvoir
acheter, a la dat&, ¢ actions au prix/’ par action si le cours de I'action a la dateest supérieur a
K ou bien de les acheter au cours coltant ou bien de ne pas ktelasiHe prix unitaire est inférieur
a K. On noteraD(n, N, q, K) une telle option contractée a la date n. Le but va étre de fixgrix
auquel cette option doit étre vendue pour compenser I'agaengu’elle représente. Comme ce prix
par action doit dépendre de la datedu cours de I'action a cette date et qu’il est proportiorangl
on le noteraP” (n, S,,). Le prix de I'option poury actions sera alorgP” (n, S,,).

Un des cas typigue de ces situations est la signature deg@mbsits entre deux entreprises de pays
différents. Le montant du contrat est en général évaluégmuart au cours du dollar. Les entreprises
concernées achetent alors ce genre d’options pour " s&ssucontre les fluctuations du cours du
dollar entre le moment ou le contrat est signé et le momenra pudstation réalisée devra étre payée.

Pour déterminer le pri¥’"(n, S,), on fait le raisonnement suivant : au temjgs I'acheteur de
I'option réalisera le profitSy — K) ... Le vendeur doit donc recevoir au tempsine quantité d’argent
qui lui permettra de payer la richessgy — K'), a lI'acheteur. Ceci nous donne

p:

P¥(n,S,) = (1+7r) VE[(Sy—K), |S.]

— (147 Vg (Sn IT a+¢) —K)

1=n+1

S

N—n
= (L+r) N O A =p)V T (Su(1+ @) (1 4+ D)V - K)

1=0

+
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On va maintenant utiliser la procédure suivante pour fixgrie de I'option a une échéande
L'idée est de faire tendre le pas de temps de ce modéle digsgt. Pour cela, on fait tendrd vers
I'infini en imposant les relations suivantes :

—, In = — , etlh——=—.
N 1+ VN 1+r /N

Le parametreR désigne le taux d’'intérét instantané entre les instaety" :

RT | l+a o 1+b_ o

T =

e = lim (1 + )",

N—oo

eto? est la variance limite de la variable aléatdine5 y lorsqueN tend vers l'infini,Sy représentant
le cours de I'action a la dafg.

Rappel : Soit (Y )y une suite de variables aléatoires de la forme
Yy=X" +- +X¥

ouVN € IN, les variables aléatoire§" | . .., X% sontindépendantes équidistribuées et a valeurs dans

[—0/V/N;0/v/N|,de moyenng, telle quelim Nyy = pietde variance?, telle que lim No? = o2,

alors la suite(Yy ) converge en loi vers une loi normale d’espérapcet de variancer?. Il suffit
pour le voir de calculer la fonction caractéristiquelde:

E [ eitYN] _

—1=

E [ XY ]

I
—

I
~—~ <.

E [eitX{V])N

— (1l ENow (1/N) ’
N TN TN Y

—— exp(ity — t°0%/2).

N—oo

On pose alors pouV € Netl < j < N,

1+&Y
XN =In fj

N
_ E N

7j=1
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Les X sont bien a valeurs dafiso /v/N; o /v/N], indépendantes et équidistribuées, d'espérance

1+a 1+5b
E[XN = »pl 1—
7] pin——+ (L =p)
(0}
— (1-2p)——
( D) ~

ol 9

- 1_2bl;rr 1 §
+ +a
T T ) VN

B 1—9 e?/VN _q o
- eo/VN — g=a/VN \/N
Noo 02

~  ——

2N

et de variance
E[(X{)?] - (E[X])?® = - (E[X{])?

Noo

~Y

=L =l%

En appliquant le rappel précédent, on voit @tig ) ; converge en loi vers une loi normaké(u; o2).
Sil'on notep(y) = (speY — e #TK),,ona
C(0,50) —Elp(Yn)]| = [E[1+7r)"(Sy - K),] - E[p(¥Yn)]]
= E[(soe™ — K(1+ RT/N)™").]
< K[e™® — (14 RT/N)™|

On ne passe pas directement a la limite d8ulp(Yy )] carp n’est pas bornée. Par contre, on remarque
que
Elp(Yy)] = E[(Sy—Ke )]
E[Sy — Ke ™| —E [(Ke ™ — Sy)4]
=  sp—Ke " —E[(Ke ™ — Sy)4]
(yto2/2)?

1
— 59— Ke T — —/ (Ke ™ — spe¥) e 202 dy
2wo JRr

N—oo
Finalement, le prixP(0, sq) de I'option est donnée par
(yto?/2)?

1
PO, 50) = Jim P(0, 50) = —5— /]R<Soey — Ke ) ATy,

3.5 Construction d’une suite de variables aléatoires uniformeste
indépendantes
Nous allons maintenant construire une suite de variabédaites réelles uniformes et indépen-

dantes sans passer par le célebre théoréme de Kolmogorawelewet de démontrer I'existence
d’une suite de variables aléatoires indépendantes destsattes a I'aide du lemme suivant :
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Lemme3.5.1. Soit £’ la fonction de répartition de la variable aléatoire réelleetU une loi uniforme
sur [0; 1]. On pose pout € [0; 1]
F7Yt) = inf {s € R; F(s) > t}.

Alors F'~1(U) a méme loi queX .

Preuve : En effet, on a pour tout € IR

D'ou le résultat.

Exemple 3.5.2. Pour la construction du jeu de pile ou face biaisé de paramgtrc’est-a-dire une
suite de variable aléatoire de Bernouilli de paramégreon se donne une suité/,,),, de variables
aléatoires uniformes sup; 1] et on posé/n € N,

X, =F YU,

ou pour toutr € [0;1],

-1 B OS|Q?§1—p
F (x)—{ Isiz>1—p °

Il ne nous reste qu’'a démontrer la

Proposition 3.5.3. Il existe une suit¢U,,),, de variables aléatoires uniformes sor 1].

Preuve : Désignons pab I'ensemble de nombresadiques

n

D= {xe [0;1);3n € IN, 3(ko, . .., kn) E{O;l}nﬂ,mzzg}.
=0

et considérons pour espace de probabilité le segfiiehit\ D = Q2 muni de la tribu borélienne et de
la mesure de Lebesguesur(). D désigne I'ensemble de nombrasdiques

n

D= {xe 0;1];3n € IN, 3(ko, . .. , ky) 6{0;1}"“,95:2%}.
=0

Toutx € 2 admet un développemepradique unique de la forme

:p:z& avecvi > 1,z; € {0;1}.
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Pour tout; > 1, on définit 'applicatiore; sur(2 et a valeurs danf); 1} par
gi(z) = x;.

Nous allons montrer que la suiteest une suite de variables aléatoires indépendantes stovaes
une loi de Bernouilli de paramétr? Pour cela, on calcule pour tout € IN* la loi du vecteur

(e1;-.-3€n).

Soit donc(ay, ... ,a,) € {0;1}",0na

" (0753 " g 1
P ey =as;...;6n = ay) = A kTR L
(81 al? 78 a) ([k 2 2k+2n

=1 k=1
1
3.1 -
(3.1 >
On en déduit alors la loi de pour tout; > 1 :
IP(El-:ai) = Z 1P(<€1:G13"-;5i71:aifﬁgi:ai)
(a1,...,ai,1)e{0;1}"*1
: 1
= 2171 X —
21
B 1
2

donce; suit une loi de Bernouilli de paramétée L'indépendance découle alors de (3.1). On dispose
ainsi d’'une suitg(e,,),, de variables aléatoires indépendantes de parar@éﬂ?@mme]N x IN est
denombrable, on peut reindexer notre suitelSux IN : ((, k) ) (n,k) e+ xIN* -
On pose alors pour tout > 1,
N Emh)
Un = Z ok -

k=1
Il est facile de voir que la suit@’,,),, ainsi définie est une suite de variables aléatoires indé&peeasl
Comme il est clair qu'’il y a convergence presque sdre de la,sénia

IE [eitUn] — hm IE |:6it Erkn:1 5(;Ll,ck):|

9 it/ 2k
1+e
p— 1. —
mli%oH < 2 )
k=1

q
= lim l_Ieit/Qk+1 cos(t/2F1)

k=1
— lim eit ZZ:l 21@1+1 SlD(t/?)
m—00 29 sin(t/24%1)
. 9eit/2 sin(t/2)

et ceci assure qué, suit bien une loi uniforme syp; 1], ce qui termine la démonstration.
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