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Chapitre 1

Le mouvement brownien :

1.1 Résultats préliminaires :

1.1.1 Vecteurs gaussiens :

Lemme 1.1.2. Si le couple de vecteurs aléatoires (X,Y') est gaussien, si X est non dégénéré et
Si on pose
Syx =E[Y -EQY))(X —E(X))"] et Kx = E [(X — E(X))(X — E(X))"] alors on

Y + Syx K (X)X et BEX|Y]=E(Y)+ Syx K (X — E(X))

Preuve :
On peut supposer X et Y centrés pour simplifier. On pose U = Y — X xy Ky (X) alors le couple
(U, X) est gaussien car image de (X, Y) par une application linéaire et

Yux = BUXT) = E(YXT) - Sxy Kx/(XXT) =Sy x — Syx Ky Kx =0

Il en résulte que X et U sont indépendants et donc que IE(U|X) = 0 et remplacant U par sa
valeur on trouve le résultat voulu <>



CHAPITRE 1. LE MOUVEMENT BROWNIEN : 1.1. RESULTATS PRELIMINAIRES :

1.1.3 Le théoreme de Kolmogorov d’existence des probabilités sur les es-
paces produits

Soit (E, F) un espace mesurable et pour £ < n on note 7}’ la projection canonique de E™ sur
EF ie
T(T1, .o, ) = (@1, .., Tg).

Celle-ciest également mesurable par rapport aux tribus F*" et F*,

Définition 1.1.4. Une famille de probabilités P,, . ., définies sur les produits (E™, F*") et in-
dexée par les n-uplets, n € IN, d’un ensemble T’ est une famille projective si elle satisfait

Tr;gl(Ptl,“.,tn) = Ptl,...,tk

pour tout entier n, tout n-uplet (ty,...,t,) € T" et tout k < n.

Théoreme 1.1.5. Théoréme des espaces produits de Kolmogorov

Soit E un espace localement compact a base dénombrable d’ouverts et F sa tribu borélienne. Si
T est un ensemble d’indices, si P = (P, . 4,) est une famille projective de probabilités sur les
produits finis E;, x -+ x E; , si (Q, A) est un espace mesurable et X : (2, A) — (ET, F®T)
est mesurable alors il existe une unique probabilité P sur (2, A) telle que la loi temporelle de X
sous P soit égale a P.

On admettra la preuve de ce théoreme.

1.1.6 Un théoreéme de compacité de Prokhorov :

Théoréme 1.1.7. Si E est un métrique complet et séparable, de toute suite tendue (P,,), de
probabilités sur E, on peut extraire une sous-suite qui converge étroitement. Si la suite (P,,), ne
converge pas étroitement, on peut en extraire deux sous-suite qui convergent étroitement vers des
probabilités distinctes.



1.2. DEFINITION ET PREMIERES PROPRIHRHSTRE 1. LE MOUVEMENT BROWNIEN :

Preuve :
Résulte des théoremes de Riesz et Banach-Alaoglu.

1.2 Définition et premieres propriétés :

Définition 1.2.1. Un processus stochastique réel { B, : t > 0} est appelé mouvement brownien
(standard) si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

1) Le processus B est a accroissements indépendants ie pour tout n-uple 0 < t; < --- <
t, d’instants, les variables aléatoires B, B,, — By, ..., By, — B, , qu’on appelle les
accroissements de B sont indépendants.

ii) Pour chaque t la v.a.r By suit la loi N'(0,t).

iii) Les trajectoires t — By(w) sont continues pour presque tout w.
Commencons par montrer que les propriétés 1) et ii) peuvent s’énoncer différemment.

Proposition 1.2.2. Un processus B;,t € IR, dont les trajectoires sont p.s. continues est un
mouvement brownien ssi c¢’est un processus gaussien centré de covariance inf(s,t). De plus les
accroissements B, — By, s < t, d’'un mouvement brownien suivent la loi N'(0,t — s).

Preuve :
Supposons d’abord que B satisfasse aux conditions de la définition 1.2.1. A cause de ii) et de

I’indépendance, la relation
Bt - Bs + (Bt - Bs)

se traduit au niveau des fonctions caractéristiques par

u’t u’s
exp (—7) = exp <—T) P(B-B,) (1),



CHAPITRE 1. LE MOUVEMENT BROWRIHNSFINITION ET PREMIERES PROPRIETES :

2(¢t— .
d’ou il suit que la fonction caractéristique de B; — B est exp (—%) ce qui montre la
deuxieme phrase de I’énoncé.

Pour montrer que B est gaussien il faut montrer que pour des instants 0 = ;5 < t; <
.-+ < t, et des scalaires a; quelconques la v.a. ) _ a;B;, est gaussienne ; mais en remplagant B;,
par 22:1 (Btk — Btk—l) on voit que cette variable est une combinaison linéaire de gaussiennes
indépendantes et est donc gaussienne.

Finalement pour s < ¢,
Cov (B, Bs) = E[B, (Bs+ B, — B,)] = E[B] = s
ce qui démontre I’implication directe.
Réciproquement, on peut d’abord constater que si B est un processus centré gaussien de
covariance inf(s, t), B, suit une loi (0, t) et il reste alors juste & montrer que les accroissements

sont indépendants. Comme le processus est gaussien centré, il suffit donc de montrer que les
accroissements sont orthogonaux, soit que pour 0 < t; < 1y < t3 < 1y,

Cov (Btg — Btl,BM — Btg) = O7

or ceci résulte facilement de I’hypothese <>

Il est alors aisé d’obtenir les lois temporelles du mouvement brownien.

Proposition 1.2.3. (Loi temporelle du mouvement brownien). Soit 0 < t; < --- <, < 4o00.

La loi temporelle du vecteur (By,, ..., B,) est une loi normale a n dimensions, dont la densité
conjointe f(xq,...,x,) est donnée par :
2 2 2
1 (2% (@p-ey) (@En=zp_1)
1 (e )
flzy, .o xy) X e .

T emiVat ) (bt

Preuve :



1.2. DEFINITION ET PREMIERES PROPRIHPHSTRE 1. LE MOUVEMENT BROWNIEN :

Nous avons si f € Cy(IR") :

IE[f(BtU e 7Btn)] = ]E[f(Bt17 (Btg - Btl) + Btl? ce 7Btn + (Btn—1 _ Btn_Q) 4ot Btl)}
= / fy, vyo +y1, s Yn + -+ 1)
_u 3 o
e e to—t1 P
X X X oo X
V2t /2 (t, — 1) 2ty — 1)
f(xlw"axn)

(27)z V(s =) (ty — b 1)
co (3 (S mnly o))

tl tz — tl tn - tn—l

la derniere égalité s’obtenant par le changement de variables : z, = y; +y2 + - -+ + Yk, Vk €
{1,...,n} et ceci nous donne le résultat voulu <>

Une autre fagon d’énoncer ce résultat est de donner directement la matrice de covariance du
vecteur (By,, ..., By,).

Proposition 1.2.4. Le vecteur (B, . .., By, ) est centré et sa matrice des covariances est donnée
par:
th t t
1ty to 12}
=1 t t2 t3 l3
t1 ta t3 t,
Preuve :

On peut obtenir ce résultat a I’aide de la proposition précédente mais il vaut mieux utiliser la
proposition 1.2.2 qui donne directement le résultat <»



CHAPITRE 1. LE MOUVEMENT BROWONSYRUCTION DU MOUVEMENT BROWNIEN

1.3 Construction du mouvement brownien

1.3.1 Premiere méthode

1.3.2 L’intégrale de Wiener

Comme nous allons le voir par la suite, un mouvement brownien n’est p.s. pas a variation
bornée (voir proposition 1.5.2) et I’on ne peut pas définir une intégrale par rapport a B, comme
on peut le faire traditionnellement avec des fonctions a variations bornées.

Dans ce qui suit, L?(IR") désigne I’espace des classes de fonctions presque partout égales de
IR* dans IR satisfaisant [, f?(t) dt < oo et L*(Q2) = L*(Q; F;P). Onnote < .,. > le produit
scalaire usuel sur L?*(IR+).

Théoréme 1.3.3. Etant donné un mouvement brownien (By,t > 0), on peut associer a chaque
fonction f € L*(IR+) une (classe de ) variable aléatoire :

B(f)= [ [f{t)dB

R+

telle que :
- Si [ =1y, 0 < w < w, alors B(f) = B, — B,.
L*(R+) — L*(9Q)
[ = B(f)

Vf,g € L*(R+), E(B(f)B(9)) =< f,g9 >

— L’application est linéaire et isométrique. On a ainsi :

Plus précisément le sous-espace vectoriel {B(f); f € L*(IR+)} de L*(Q) coincide avec I’es-
pace gaussien H(B) et la variable aléatoire B(f) est caractérisée par les deux propriétés :

i) B(f) € H(B)
ii) E(B,B(f)) = [, f(s)ds

Preuve :
Soit A le sous-espace vectoriel de L?(IR+) formé des fonctions en escalier et intégrables, ie de

la forme : i
f = Z a’in]ti_l;tib
i=1



1.3. CONSTRUCTION DU MOUVEMENTBRPAVREN. LE MOUVEMENT BROWNIEN :

aveck € INet0 <t; <--- <t,a; €R.
Pour f € A de la forme précédente, on associe la variable aléatoire :

B(f) = Za’l(Btz - Btifl)'

On peut remarquer que cela ne dépend pas de I’écriture choisie pour f car qly,,) = Ly +
A — L*Q)
f— B(f)

Iy, v < w < v. On a ainsi construit une application qui est clairement

linéaire.
De plus, on a :
E(B(f)) =0

]E(B(f)Z) = E (Zai<Bti_Btil)>

=1
k

= Z aZ(t; — t;_1) par I'indépendance des accroissements de B
i=1

= f2(t) at

R+

Notre application est donc une isométrie et comme A est dense dans L?(IR+) on peut la prolon-
ger en une isométrie linéaire de L*(IR+) dans L*(Q).

I1 est facile de voir que H(B) est I'adhérence de {B(f); f € A} et celle-ci coincide avec
{B(f); f € L*(IR+)}. Puis comme {B;;t > 0} est total dans H(B), on en déduit la derniere
assertion »

Notation : Pour 7" > 0 et f mesurable de IR" dans IR telle que f1j.;; € L*(IR+), on notera :

T
/0 F(t)dB. = B (flom).

On obtient aolrs la formule d’intégration par parties suivante :

10



CHAPITRE 1. LE MOUVEMENT BROWONSYRUCTION DU MOUVEMENT BROWNIEN

Proposition 1.3.4. Soit f € C'(IRT), T > 0. Alors :

T T
/ f(t)dB, + / f(t)Bidt = f(T)Br
0 0
Si, de plus, f(t)B; — 0 P p.s. quand t — oo et [;° | f'(t)|V/tdt < oo alors :

f(t)dB; + f(t)B,dt = 0.
R+

R+

Preuve :
On a trivialement :

T
fo+ [ 1w
t
ce qui donne en intégrant pour s < 7T":
s s pT
/ f(t)dt —I—/ / f(u) dudt = sf(T)
0 0 Jt
soit d’apres les propriétés de I’intégrale de Wiener :
T
B(BB(/Vgm) + [ f(minu,s)du = (T)s
0

ou encore

B{B.B(f )] + / F(@)E(B,By) du = f(T)E(By B,).

On obtient ainsi :
T
Vs < T, [(B(fnm) " / F() By du — f(T)BT) BS] 0.
0

Comme B(f1lj,r) + fOT f'(u)Bydu — f(T)Br € H(Bi,t < T)etque (B;,t <T)enestun
sous-ensemble total, on a :

T
B(f o)+ | S'Budu= f(T)Br =0

d’otl la premiere assertion.

11



1.3. CONSTRUCTION DU MOUVEMENTBRPAVREN. LE MOUVEMENT BROWNIEN :

Pour la deuxieme egalité, la seule chose a montrer vu la premiere partie est que les deux
intégrales du membre de gauche convergent P p.s., or :

o([romis) - [

< E(B) x / (u)/(w)| du

- @ | vl

u)| dPdu

Donc P p.s. fo u)B,, du converge.
Pour la premlere 1ntegrale, il suffit de montrer que f € L*(IR™) :

[ roe - /m(/wﬂu)du)th

B / (//f dudv)dt
/ / / Ls<min(uop ] f'(u) f'(v)| dudvdt
//mmuv!f()’(v)mudv

/ / V| (u) f/(v) dudv

- ([ varw du)

< +o0

IN

IN

IA

Donc f € L*(IR™) est la proposition est démontrée <>

1.3.5 Deuxieme méthode

Introduction D’apres le théoreme 1.3.3, si {¢,; n € IN} est une base orthonormale de L*(IR™)
alors la suite {&,; n € IN} définie par :

& = B(pn),n € N

12



CHAPITRE 1. LE MOUVEMENT BROWONSYRUCTION DU MOUVEMENT BROWNIEN

est une base orthonormale de I’espace H (B) et, en particulier, sont indépendantes de loi N'(0; 1).
Si on pose :

Pn(s) = / on(u) du
0
= < ¥n, ]]-[O;s] >

alors on obtient :

Lo () = Y uls)en(.)

helN

et comme cette derniére série converge dans L?(IR™), on a:
B, = Z Pn(8)En-

Nous allons nous servir de ces remarques pour construire le mouvement brownien d’une
facon plus théorique mais moins intuitive que précédemment.

Deuxiéme construction On se donne pour commencer :
i) Une base orthonormale {,,,n € IN} de L?(IR™).
ii) Une suite {£,,,n € IN} de variables aléatoires indépendantes de loi normale centrée réduite.

On définit :

Vt>0,B, =) galt)én
nelN
ou I’on a gardé les mémes notations que dans I’introduction, et comme la série converge dans
L*(Q),ona:

L. ]E(Btz) = ZnEIN @n(t>2 =< ]l[();t]7 H[O;t]> =1

3. ]E(BtBS) = ZnEIN @n(t)gbn(s) =< ]l[o;t], ]1[0;5] > = min(t, S)

Donc {B;,t > 0} est un processus gaussien centrée de covariance min(t, s). La seule chose
restant a2 montrer d’apres la proposition 1.2.2 est la continuité des trajectoires presque sirement.
On va prouver ceci en utilisant une base particuliere de L?*(IR ™), la base de Haar. Soitp : R — IR
définie par :

1 sit€|0;1/2]
p(t) =< =1 site]l/2;1]
0 sinon

13



1.3. CONSTRUCTION DU MOUVEMENTBRPAVREN. LE MOUVEMENT BROWNIEN :

Pour chaque n, k € IN, on définit :
O i(t) = 2%p(2" — k), > 0

On remarque que ¢, ;(t) = 0 pour ¢ €|k27"; (k + 1)27"].
Puis on définit les fonctions :

Uk = Ljgepa), kK € IN.

La famille de fonctions {1y, k € N}U{®, &, n,k € IN} estune base orthonormale de L?(IR™)
appelée base de Haar.
On remarque que la primitive ¢ de ¢ est donnée par :

t sit €]0;1/2]
o(t) = 1—t site€]l/2;1]
0 sinon

et que la primitive ¢, ;, de ¢y, ,, est donnée par :
Pui(t) = 2"2p(2"t — k)

et s’annule en dehors de I'intervalle |k27"; (k + 1)27"].
Soit {ny, k € IN; &, x, n, k € IN} une suite de variables aléatoires indépendantes de loi nor-
male centrée réduite. On définit :

B = Z Dk (8

kEN
Bl =Y Gni(t)onr ,n €N
kEN
Bi=B+Y Bl .t>0
nelN

On sait déja que {B;,t > 0} est un processus gaussien centrée de fonction de covariance
min(t, s) et qu’il nous reste juste a montrer que P p.s. les trajectoires sont continues pour savoir
que ce processus est un mouvement brownien.

Remarquons tout d’abord que sur chaque intervalle compact [0; 7], { 3;} et chaque B} est une
combinaison linéaire finie de fonctions continues, donc continue. Il reste & montrer que ) . B}’
converge uniformément sur [0; 7']. Mais

B;L = @n,k(t)fn,k, pour k2—"™ S t S (k + 1)2771

14



CHAPITRE 1. LE MOUVEMENT BROWONSYRUCTION DU MOUVEMENT BROWNIEN

d’ou

n| _ o—%—1
fax [B| =272 max |Gl

et par conséquent :

p (max |B}| > QQZ) = P ( max  |&, x| > Za)

0<t<T 0<k<T2"
T2"P (|£] > 2a)
T2”e_2“2, sia > 1

car

E [[¢]11¢/>24)]

P(l>20) < —=k

On choisita = /n :

>p (maX |B"'| > \/52"/2) <TY (2¢7%)" < o0

0<t<T
n>1 n>1

Il résulte alors du lemme de Borel-Cantelli que P pour presque tout w € €, In(w),Vn >
n(w),
max |Bl'| < /n2~"/?

0<t<T

n/2

et la convergence uniforme découle alors du fait que >, /n27"/? < co. On a ainsi redémontré

I’existence du mouvement brownien <

1.3.6 Troisieme méthode : le critere de Kolmogorov-Centsov

Reprenons le début du raisonnement précédent jusqu’a obtenir 1’existence d’un processus
gaussien centré By, t > 0 de covariance min(s, t). Il ne nous restait alors qu’a démontré 1’exis-
tence d’un tel processus a trajectoires continues. Au lieu d’utiliser les bases de Haar, noous allons
maintenant utiliser un critére de continuité dii a Kolmogorov-Centsov :

15



1.3. CONSTRUCTION DU MOUVEMENTBRPAVREN. LE MOUVEMENT BROWNIEN :

Théoréme 1.3.7. Soit (2, F, P, (X;,t € [0, 1])) un processus aléatoire tel qu’il existe des constan-
tes a, 3, C' > 0 telles que pour tous s,t € [0, 1],

E[|X; — X,|*] <CJt — s,

Alors il existe un processus X a trajectoires Holderiennes d’ordre v (v €]0, g[), qui est une
modification de X.

Preuve :
La premicre partie de la preuve va consister a construire le processus X sur I’ensemble D des
nombres dyadiques. Pour cela, si vy €]0,«/3[,ona:

2n
1 1
P (kzr:ll.e.t.}gn|X2’% ~ Xl > gTv) =P (U {'X;z —Xea| > 277}>

k=1

277,
1
< P ({|X2;§L — X[ > Qm})
k=1
277,
< Y 2R (|X2ﬁn - Xia |@) (daprés I'inégalité de Markov)
k=1
<

2n 1 1+
Z 2n (ﬁ) (vu les hypotheses)
k=1

— 9nonay CQ—n—nﬁ
— o9

Comme v €]0,/f[, ona Y>> C2M*7=F) < o0 donc d’aprés le lemme de Borel-Cantelli, on a

1
P (limsup{kznlaogn |X2% —X%| > %}> =0

ce qui signifie que : 34 € F,P(A) = 1 tel que Vw € A, 3N, € IN,Vn > N, |X2in(w) —
Xea (@] <
Notons D,,, = {5&,0 < k < 2™} I’ensemble des dyadiques d’ordre m. Soit m,n € IN tels que
m>n> N, ets, t € Dy telsque s < t,|t —s| < 5.

16



CHAPITRE 1. LE MOUVEMENT BROWONSYRUCTION DU MOUVEMENT BROWNIEN

Alors si s = 2%, il existe ay, ..., an_, € {0,1} tels que t = 2% + 5ir 4+ -+ Bt etona
[Xe(w) = Xs(W)]| = X oy oy omon (W) = X (W)
S Z ‘X : +2nij( ) X2$n+2n+1+ +ﬁ(w>’
< L A
< Z; 2(”7)7 vu que w c A.
]:

Considérons maintenant s, t € D tels que |s — t| < 5. Soitalors n € IN tel que |s — [ < o= et
|s —t| > 2,1% etm > ntel que s,t € D,,. D’apres ’inégalité obtenue précédemment, on a

Xw) - X < Y 55

VAN
[\}
=
Jr
=
ing
[\
<
)

7=0
- 9 (n+1) 27
27 —1
27
< t—s[”
27 —1

Comme la fonction ¢ — X;(w) est y-holderienne sur D N[0, 1], on peut la prolonger sur [0, 1] en
une fonction toujours y-hdlderienne ¢ — X, (w). Puis si w & A, on pose X;(w) = 0,V € [0,1].
Le processus X ainsi défini est 2 trajectoires holderiennes d’ordre ~y. Il ne reste plus qu’a montrer
que X est une modification de X. Orsit € D, comme X,(w) = X,(w) pourw € AetP (A) =1
onaX,=X,Pps.pourt € D.Sit& D,ona

Vwe A, X (w) = lim X,(w)

s€eD,s—t
Soit donc (s,,),, une suite de D qui converge vers t. Comme
E[X: - X,,|*] <CJt - 3n|1+67

X, converge en probabilité vers X, et quitte a extraire une sous-suite on peut supposer que X
converge P p.s. vers X;. Par unicité de la limite, on a donc, sur un ensemble de probabilité 1,
Xi(w) = Xi(w), et ceci acheve la preuve
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1.4 Comportement asymptotique :

Théoréme 1.4.1. Soit (B;);>0 un mouvement brownien alors on a :

B
limTt:0Pps

t—o00

Preuve :

Ona:Vt207%:%%+

Bi—B N .
= - 1, D’apres la loi des grands nombres on a :

1
B By — B
lim — 0 = lim Y L = [B(By) =0

B s 2 T
On pose pour n € IN*, &, = sup,c(, , 1] | Bs — Byg]-
On obtient ainsi : Vt > 0, @

(appliquer les inégalités maximales pour les martingales a B;), d’apres la loi des grands nombres,
on a

< E[[t—t]] Comme les var &,,n € IN sont iid et intégrables

lim g—n:OPps

n—oo N

d’ou le résultat <>

Proposition 1.4.2. Soit (B;):>o un mouvement brownien alors on a :

I Bt oo et limint 2 P
imsup — = 400 et liminf — = —o0 P ps
t—>oop\/¥ t—oo \/Z_f P
Preuve :
Ona
. Bt . Bn . Bt
P ({hmsup— = —1—00}) >P ({hmsup— = —i—oo}) =P {llmsup— > M}
Or

B
VM € N, P ({limsup\/—ﬁ > M}) > limsup P (Bn > M\/ﬁ)
n

n n

18
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etP(B, > M\/n)=P(B; > M) > 0.
D’autre part {lim sup 3—% > M } est un évenement de la tribu asymptotique des va (B,, — B,,_1),,
qui sont indépendantes donc a pour probabilité 0 ou 1, et vu ce qui précede cela ne peut étre que

1§
Corollaire 1.4.3. Ona : P ps,VNx € IR, 3t > 0 tel que B; = x.

Preuve :
Ceci résulte facilement de la proposition précédente et du théoréme des valeurs intermédiaires <>

La proposition 1.4.2 est un premier résultat concernant les comportements asymptotiques du
mouvement brownien ne nécessitant que peu de travail. On peut en fait démontrer, sous peine
d’efforts supplémentaires, un résultat beaucoup plus fort : la loi du logarithme itéré, qui non
seulement donne une réponse sur le comportement de B; quand ¢ — 0 (out — oo ) mais illustre
aussi I’irrégularité des trajectoires du mouvement brownien, ce qui sera I’objet de la section
suivante.

Théoreme 1.4.4. Loi du logarithme itéré :
Soit B un (F;)-mouvement brownien. Alors on a :

B B
P [ lim sup ! =1]=1 et P/[liminf : =-1]=1
t—0 2t In(In(1/t)) t=0 2tIn(In(1/t))

Preuve :
Soit 6 €]0,1[,6 > O et 5 > 0. On note

h(s) = v/2sIn(In(1/s))

et on pose pour n € IN*,

(1+9) ln(n).

Bp = Bh(O") et ap = T
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2
ant

En appliquant I’inégalité maximale a la martingale exponentielle {exp (oant — T) ,t > 0}
ona
a’s )
P sup €exp anBs - T 2 eXp(ﬁnan) S exp(_ﬁnan)]E [eXp(anBl - O‘n/Q)}
0<s<1
= eXp(_ﬂgnan)
d’ou on tire
S
P ( sup (Bs - _> > ﬂn) < GXp<_6nCYn)-
0<s<1 2
Or
(1+6)In(n)

exp(—fhan) = exp(—Fh(0") Bh(6m)

1
ni+o

et comme )~ ﬁ < oo on peut appliquer le lemme de Borel-Cantelli qui assure donc que

P (limsup{ sup (Bs — ans/2) > ﬁn}> = 0.
n 0<s<1
On en déduit qu’il existe A € Ftelque P (A) = letVw € A, IN,, € N,¥Vn > N,

sup (Bs(w) — a,s/2) < B,.

0<s<1

Soit 6 tel que s — h(s) soit croissante sur I’intervalle |0, 6y[,w € A,n > max (Nw, 1+ 11nn((990))>’
ona

wp B, (B, )
se[om,0m—1] h(s) selon,om—1] h(s) 2h(s)
1 oS a1
< ——  sup By(w) — —= -
h(@”) S€[9n79”1}< ( ) 2 > 2h<9n)
04”9”_1
<
S B Snm

(14 0)In(n)
4660 In(In(6-7))
1+ In(n)
466 In(n) + In(—1n(6))

:54_

= B+

20
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In(n)

= —— 146
In(n)+In(—In(0))

On pose &(n) 49 >

ce qui donne :

— 1, donc €(n) — 0 lorsque n — oo. Puis on choisit 5 =

On en déduit pour w € A

. By(w) _ .. 1+46 [146
1 <1 —(1 =4/ — 1].
1r£1_%1p hs) = 1£n_)sotjp 20 (1+¢e(n)) 0 V6 > 0,V0 €]0,1]

Choisissant § — 1 et 6 — 0 on obtient :

. BS(W)
1.1 Pps. 1
(.1 p-S- ARSI )

<1
On va montrer I’inégalité inverse. Soit maintenant 6 €0, 1[ et § €]0, /1 — 6], alors

B _ Bn
P (Bgn Bgn+1 > ﬁn) — P Bl > en(l — 9))

(B - 5\/29n1n(1n(9—n))>
(1 —9)

_p(B s w)

1—-6

z
2 dx

1> .
V2T /ﬂme

2
1 ]_ — 9 —1 (1 (afn))ﬁ /oo ;1&2 6%
) — e 'nin -0 2 dt ~
ﬂ\/élﬂ ln(ln(@‘”))e et - ‘ x

1 1—-4 1
32 32
2B(—1In@)1-v T npi=ey/In(n)

Q

Q

Or d’apres le critere de Bertrand, la série ) @;

diverge. On a donc
n1=90 4 /In(n)

> P (Bp — Bgurr > ) = o0

n=1
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et comme les accroissements sont indépendants, on peut utiliser la réciproque du lemme de Borel-
Cantelli qui assure que P p.s. on a pour une infinité de n, Byn — Bgn+1 > (,,.

D’autre part, en appliquant la formule 1.1 2 {—B;, ¢ > 0} qui est aussi un mouvement brownien,
on obtient

B
Pps. liminf h<<;) > 1.

En combinant ces deux résultats, on obtient que P p.s., on a, pour une infinité de n,
BG" 2 ﬁn - h<9n+1>
ce qui donne pour ces n la :

n n+1

In(In(f—n-1))
=0 In(In(6-"))
)

= B—VO(1+¢(n)

Vv

On en déduit

Pp.s. ,limsup% >3 —6 .3 €]0,v1—46]
t—0

d’ou

B
Pp.s. ,limsupW;) >V1—-60—-V0,v0€)0,1]
t—0

et choisissant § — 0, on obtient la minoration :
B
Pp.s., limsup — >1
’ t—0 h(S)

et ceci termine la preuve <»

Corollaire 1.4.5. Soit B un (F;)-mouvement brownien. Alors on a :

B B
P limsup—tzl —1 e P|liminf——— =_-1]=1.
t—00 2t In(In(?)) t—oo /2t In(In(?))
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Preuve :
11 suffit d’appliquer le théoréme 1.4.4 au mouvement brownien {tB 1 t > 0} &

Corollaire 1.4.6. Soit B un (F;)-mouvement brownien. Alors on a :

By, — B By, — B
P <1im sup Lth L = 1> =1 e P (lim inf Lth L = —1> = 1.

h—0 +/2hIn(In(1/h)) h=0 /2hIn(In(1/h))

Preuve :
Il suffit d’appliquer le théoréme 1.4.4 au mouvement brownien {B;,; — By, s > 0} &

F1G. 1.1 — Illustration par simulation de la loi du log itéré

23
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Exercice 1.4.7. Soit f € L? (R,), et X; = fo s) dBs. On pose

= /0 f*(s)ds et c(t) = inf {u > 0;a(u) > t}.

1) Montrer que le processus W; = X ) est pour 0 < t < fooo f2(s) ds, un mouvement brow-
nien.

2) Montrer que pour tout t > 0, X; = Wy P p.s.

3) On considere le processus 7, = f(f % —t dB,, défini pour 0 < t < 1. Montrer que Z, tend

presque siirement vers 0 quand t tend vers 1.

Réponse :

1) Il est clair que a est continue et croissante, donc que c est croissante et continue a droite. P
p.s., le processus X est donc continu en tout point de continuité de c et si ¢y n’est pas
un point de continuité de c, en posant # = lim, .- ¢(t), f = 0 p.p. sur [z, c(to)] (raisonner

par I’absurde) et alors si ¢ <ty on a
C(to)
[ sas,
(t

c(t)
C(t())
/ £(s) dB,

= Ocar f = 0p.p. sur [z, c(to)]

lim |Xeg) — Xewy| = lim

t—ty t—ty

Donc X est un processus a trajectoires continues P p.s.
De plus on a X,y = 0 car comme précédemment f est nulle sur [0, ¢(0)]. Ensuite comme
W, C H(B), ce processus est gaussien. Il est facile de voir qu’il est centré car X 1’est, puis

Cov(Wy, W) = IE [XepXes)]

c(t)
= IE dB dB
[0 flu / flu

c(t)Ne(s)
- /0 F2(u) du
a(c(t) A c(s))

= a(c(tNns))=tAs

Finalement W est bien un mouvement brownien.
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2) On a évidemment
Vt >0, Wauy = Xe(a(r))-

Comme c(a(t)) = inf {u > 0;a(u) > a(t)} et que a est croissante, on a c¢(a(t)) > t. Puis

c(a(t))
alc(a(t)) = a(t) = / F2(s)ds = 0

donc f = 0 p.p. sur [t, c(a(t))] et ceci implique aussi que
(a(t))
Xeay) = / f(s)dB
0

' (a(t))
_ /0 f(s)dB, + / f(s)dB,

- /0 f(s)dB.
X,

d’ou le résultat.

3) Le fait que s — ﬁ ¢ L? (IR, ) ne permet pas d’appliquer directement les résultats précé-

dents. Soit § €]0,1[ . Alors la fonction s — =14 (s) € Li . (IRy) .

loc

Si on pose X; = fg ﬁﬂ[w] (s) dBs et que I’on applique ce qui précede, on a

L si tel0,d]
— 1-t ’ —
a(t) = { 5ot ete(t) =

o
pour t € [O, —{

1+t 1—-9¢

Ainsi, on a montré que

]

ds

V5<1,Wt:
0 1l—s

est un mouvement brownien sur [0, 1‘%5 [ et X; = Wﬁ P p.s. (en appliquant la question 2

avect < 0 < 1).

En résumé,
t

w1
Wt:/ dB(S),tZO
0

1—s

est un mouvement brownien et pour ¢ < 1 on a

toq
/ dB, = W ¢ .
0 1_8 1—t
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1.5. REGULARITE DU MOUVEMENT BRCWARIERE 1. LE MOUVEMENT BROWNIEN :

Utilisant le théoreme 1.4.1, on a

1—t
lim TWﬁ =0Pps.

t—1—
soit

Z
lim 7'5 =0Pps.

t—1—

ce qui donne le résultat voulu

1.5 Régularité du mouvement brownien

1.5.1 Variation quadratique du mouvement brownien

Proposition 1.5.2. Vs, t € R, 0 < s <, si (Ay)y est une suite de subdivisions se [s,t] telle que
le pas de ces subdivisions tende vers 0 alors les expressions

5 = Z(Btz o Btifl)z

%

convergent en moyenne quadratique vers (t — s).

Preuve :
En se servant du fait que pour une variable N (0, 0?) le moment d’ordre 4 est égal a 30 et que
les accroissements (B;, — B,, ,) sont indépendants, on obtient que :

E [(TAk (- s))Q] =23 (i tia)” < 2% Al (0 = )

et cette derniere expression tend vers 0 lorsque & tend vers I’infini

Traitons un cas particulier de ce dernier résultat : lorsque les subdivisions sont choisies de
telle sorte que Vk, A1 soit plus fine que Aj. Dans ce cas-la on obtient la convergence presque
siire de 7+, Pour simplifier on choisit Vn € IN, A, = {0, 2, ..., 2%, ... t}.
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Proposition 1.5.3. Supposons que Vn € IN, A,, = {(), 2%, cee ;—’ﬁ, e ,t} et soit

on

TA” = Z(Bz% - Bt(i—l))z.

on
=1

Alors T converge vers t P ps.

Preuve :
Nous avons déja calculé IE (TA”) qui vaut ¢. Ensuite nous avons :

.
Var (T®) = ;var((B;i —B“Z;U)Q)
2m t 2

- 2(5)

k=1
3t?
2n
Puis d’apres I'inégalité de Tchebycheff,on a :

1 3t
p <|TAn —t| > E) < K*Var (T%") = T

Comme la série ) | 2% converge on peut utiliser le lemme de Borel-Cantelli qui assure que

P (limsup{‘TA” —t‘ > %}) =0

P (U limnsup {‘TA” — t| > %}) =0

k=1

On obtient ainsi :

et ceci assure que T2 converge P ps vers t )

Remarque : Il découle de la proposition 1.5.2 qu’un mouvement brownien n’est p.s. pas a
variation bornée sinon on aurait

T2 < || By|| sup | By — Bt’?,l‘ — 0 lorsque £ — oo.
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ol || By|| représente la variation totale de B,.

1.5.4 Non-différentiabilité

Proposition 1.5.5. Presque toute les trajectoires du mouvement brownien ne sont nulle part
différentiables sur R™.

Preuve :
SiI’application f : R — TR est différentiable en un point s de [0; 7, alors il existe n € IN'\ {0}
tel que

[F(t) = F(s)] < n(t —s)
pour (¢ — s) suffisamment petit et ceci entraine que pour k suffisamment grand, i = [ks] + 1 et j
entiertel que t < j <1+ 3,

[fG/R) = F(G = D/R<FG/R) = F&)]+[f(s) = F(G=1)/R)] < %n

car pour de tels j les différences de j et 7 — 1 avec s sont au plus de % et % En conséquence, si
on pose
D ={w e Q;3s < T,t — B;(w) est différentiable en s}

alors on a .
n
pcUUN U N {B-pal=Ty
n>1m>1k>m 0<i<Th+1i<j<i+3
Notons
™
Fa= U (] BBl < 7y,
0<i<Tk+11<j<i+3
on a alors
P (F, ) < Tk <P (\g; < 7”>>3
n,k — — \/E
d’ou

14n)3 _ (14n)?
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On en déduit alors que
P <lim inf me) <liminf P (£}, ,,) = 0 (par le lemme de Fatou)

et donc que P (D) = 0, ce qui prouve la proposition <)

1.5.6 Propriétés de Holder

Proposition 1.5.7. Va < % presque toutes les trajectoires du mouvement brownien sont o-
holderiennes sur tout sous-ensemble compact de IR, ie VI' > (),

‘Bt _ BS‘
sup _—

— — 0Pp.s. lorsque h — 0
$,t€[0;T);0< |t—s|<h ‘t——S’

Preuve :

Reprenons les notations de la section 1.3.5 de la page 12. Soit 7' > 0 et s, ¢ € [0; T'], nous avons
(si s < t par exemple) :

|ﬁt_'6A =

T t T s

() dug — () dun
T ot
> nt) s

= /1du max |7

0<k<T

IN

= (t—s) max [
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et aussi

|B' — B! < 2 max |B}|

0<u<T
2"T—1
= 201%1uang Z Pk (W) &k
nT—1
< <0r<nua<XT Z |Gn(u >o<ri£13§$lT
T
< mmlonlgggs (] Toamlo)de) i st ave e 5550

= 272 max &l

0<k<2"T
Mais on a également
nT—1
|B' — B = Z (Prk(t)ne — Prk(8)Enk)
k=0
np—
= ngfilian)%_l €kl Z / (1

IN

2771
O<hesnr— 1’£"k|/ (Z [Py >

max &kl </ on/? du)
0<k<27T—1 5

= 2n/2‘t — ] 0<kr£§l)§’—1 S

IN

On a également démontré a la section 1.3.5 que

P< max |&, x| > 2\/_) < 2MTe™?n

0<k<2nT

et comme ce majorant est le terme général d’une série convergente, le lemme de Borel-Cantelli
assure que pour presque tout w € €2, In(w) € IN,Vn > n(w),

max |&,x] < 2v/n.

0<k<2nT
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On a ainsi pour 0 < s,t < T':

|Bu(w) = By(w)] < [Bi(w) = By(w)| + Y B (w) = By(w)]

nelN

< 1Bw) = W)+ D 1BF(w) = By(w)| + f(t = s),

n<n(w)

A

flu) = Z 2v/nmin(27"% u2"?), u € R*

nelN

Pour montrer notre proposition, il ne reste plus qu’a montrer que f(u) = O(u®).

Soit a < 1 alors 3§ > 0 tel que @ = £ — 6. Comme /n2™™ — 0 lorsque n — oo, il existe une
constante C' > O telle que Vn € IN, /n27" < C. Soitu > Oetng = min {n € IN; u2"0/2 > 27m0/2}
alors

no—1 0
flu) = > 2v/mu2?+ 3 2y/n2?
n=1 n=ng
no—1 o)
= 2u) Vn2"?42) 2y/n2"?
n=1 n=ng
no—1 00
< 20y 02iGt) 123 (i)
n=1 n=ng
gno(5+9) gno(—3+9)
< QCU—Q%M 1 + 20—2—§+5 -
L meyEe(geme)ies
= 2uC T +202—%+5_1
. 2CU uiéia + 2C u%id
93t 92—+ _ 1
B 2C 2C N
o 93+6 _ q 2,%+5 1 s

ce qui démontre le résultat

Proposition 1.5.8. Pour o > %, VT > 0, P presque toutes les trajectoires du mouvement brow-
nien ne sont pas a-holderiennes sur lintervalle [0; T).

31



1.5. REGULARITE DU MOUVEMENT BRCWARIERE 1. LE MOUVEMENT BROWNIEN :

Preuve :
Reprenons les notations de la proposition 1.5.2 de la page 26 . Soit w € Q tel que ¢ — B;(w) soit
a-holderienne sur I’intervalle [0; T, ol e > 1/2. Soit § > O tel que v = 1 + 6. On a

n

™w) = 3 (B, -B..)’

i=1

n

< CZ It — i[>
i=1
n

— CZ It — ti_q|1T%
i=1

< T sup [t; —t;4[?

i=1...n

— 0 lorsque n — oo
Donc
{w € Ut — By(w) soit & — holderienne sur [0; 7]} C {w € Q; T*"(w) — 0 ennoo}

et ce dernier ensemble est de probabilité nulle d’apres la proposition 1.5.2 $

1

Le seul cas restant a traiter est le cas o« = oL

Proposition 1.5.9. Pour o = %, P presque toutes les trajectoires du mouvement brownien ne
sont pas a-holderiennes.

Preuve :
On commence par une remarque. Si { B, ¢ > 0} est un mouvement brownien alors il résulte du

théoreme 1.4.1 a la page 18 que {B{ = tB%,t > O} est aussi un mouvement brownien. Ensuite,
d’apres la proposition 1.4.2 page 18, onaP p.s. :

| Bu|

limsup —< = limsup Vt|B
u\Op \/a t—>oop | 1/t|
i tB1
= limsu L
t—>oop \/%

32



CHAPITRE 1. LE MOUVEMENT BROWNIEN : 1.6. TEMPS D’ATTEINTE

Ensuite, si {B;,t > 0} est un mouvement brownien alors pour s > 0 fixé, { B;;s — Bs,t > 0}
est également un mouvement brownien et, appliquant ce qui précede, on obtient :

B s Bs
Pp.s. limsupw =

NG Vi

et ceci suffit a prouver notre assertion <

+00

1.6 Temps d’atteinte

Soit (B;),c+ un mouvement brownien, V¢ > 0 F; la tribu engendrée par { B,;0 < s < t} et
poura,b € R (a <0etb > 0), Su, T, et Ty les temps d’arrét définis par :

S = inf {t € R*; B, ¢ [a; ]}

T,=inf{t € R"; B, < a}
T, = inf {t € R*; B, > b}

Lemme 1.6.1. Les temps d’arrét Sy, T, et T}, sont finis P p.s.

Preuve :
On peut soit utiliser le corollaire de la proposition 1.4.2 page 18 soit raisonner comme suit.
Ona:

P (Sab = —|—OO)

P ({Vt > 0; B; € [a;b]})
< P{V¥neN;B, € [a;0]})

(et tte) o )

— 0 lorsque n — oo d’apres le théoréme de la limite centrale.

et ceci nous donne P (S, = +00) = 0.
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2
Comme e* 2" est une Fi-martingale on peut appliquer le théoreme d’arrét au temps d’arrét

borné 1, A t et on alors :
2
IE (e’\BMTb_A (tzATb)> =1

Or B;\;;,, < bdoncona:

YA >0, E (e”(tf‘”) > oM

On peut alors utiliser le théoreme de Lebesgue pour avoir :

2
21y,

VA >0,IE (e‘?) > ¢

et comme
22T,

Iirycioy =2 € 2

on a en prenant I’espérance :
P (T}, < +00) > e VA > 0.

En faisant tendre A vers 0, on obtient :P (7, < +00) = 1 et pour des raisons de symétrie du
mouvement brownien on a aussi P (7, < +00) =1

Proposition 1.6.2. On a les propriétés suivantes pour les temps d’arrét Sy, T, et Ty, :
— IE(Su,) = |ab]
-P(T,<T) =L eaP (T, <T,) ==

T b—a

— La transformée de Laplace de T}, est donnée par :N\ > 0, IE (e*ATb) = V2N
2
— La densité de Ty est donnée par : f(t) = /2rt3e 5

Preuve :
En appliquant le théoréme d’arrét a B, on a :

et comme |Bg,, r:| < max(—a, b) on peut appliquer le théoréme de Lebesgue qui donne :

IE(Bs,,) = 0.
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Notons P, =P (7, < T;) et P, =P (T, < T,).Ona:

aP +0P, = 0 P, = ;>
P,+P, = 1 P, = —¢

—a

o

Puis en appliquant le théoréme d’arrét 2 la martingale B? — ¢ et en utilisant les mémes argu-
ments que précédemment on obtient :

IE(Sw) = E(BE,, = a’P, + b*Py = —ab = |ab).

Ensuite en reprenant la fin de la démonstration du lemme précédent, on a :
A2 (tATY)
E (M2 ) =1

et d’apres le théoreme de Lebesgue (I’intégrand est majorée par e*’) on obtient :

A2T
E (e’\BTb_ 2 b) =1
A2(1y)
E <e_ 2 ) =

soit

d’ou le résultat <

35



Chapitre 2

Calcul stochastique d’Ito

2.1 DLintégrale stochastique d’Ito

On suppose a partir de maintenant que I’on dispose d’un espace probabilisé (€2; F; P) muni
d’une filtration (F;, ¢ > 0) et sur lequel est défini un F;-mouvement brownien {B;,¢ > 0}. On
suppose de plus que F contient tous les ensembles de P-mesure nulle. Définissons alors une
premiere classe d’intégrands.

Définition 2.1.1. Un processus stochastique @i(w) défini sur Ry x Q (resp sur [0,T] x Q ) est
dit progressivement mesurable si Nt € R, (resp t € [0,T]) ’application :

(s,w) = ¢s(w)

de [0,T] x Q dans R est B([0,T]) ® F; mesurable.
On notera par la suite N*(R..) ( resp A*([0,T)]) ) le sous-espace de L*(Q2 x Ry, P (dw) dt)

( resp
L*(Q x [0,T], P (dw) dt) ) constitué des classes de processus progressivement mesurables. Muni

du produit scalaire

T
<o, >=1E {/}R ¢t¢tdt] (resp = IE [/0 @t?/ftdt}),

A(IR) (resp A*(]0,TY))) est un espace de Hilbert.
Pour finir, on définit

A? = () A%([0,T)).

T>0
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Soit £ I’ensemble des classes de processus de la forme :

ZXZ W)y, () £>0

avecn € IN, 0 <t < ..., <1, et X; F;,-mesurable et de carré intégrable pour 0 < i <n — 1.
(On remarque facilement que ¢ est progressivement mesurable).
Pour ¢ € £ de la forme précédente, on définit le processus stochastique intégral

t

B(@)t = /Spsst
0
n—1

= > Xi(Burtiy, — Bint,) £ >0

1=0

Lemme 2.1.2. Si ¢ € &, alors V't > 0,

t
IE(B(p)) =0 et IE [B(Sp)t?] =1E [/ @2 ds} .t > 0.
0
Plus généralement, si 0 < s < t,

IE [B(p): — B(p)s|Fs] =0

B ((B(o) - Bl 7]~ | | ' ir(7]

Preuve :
Si 90t< ) Zn 1X( )ﬂ]ti7ti+1](t) alors

E(B(¢)) = Z IE i(Bint; i Bt/\ti)}
= O car XZJ-L(Bt/\tH_l — Bt/\ti)
Pour la deuxieme égalité, on remarque tout d’abord pour ¢ < j (donc ¢;1; < ¢;)
IEEXin(Bt/\tprl_Bt/\ti)(Bt/\tJ+1_Bt/\tj)] - ]E[]E LXin(Bt/\tH,l - Bt/\ti)(Bt/\tJJrl Bt/\tj)|ﬂj:|:|

= ]E[X@‘Xj(BtAtHl—Bt/\ti)]E[(Bt/\th Bmtj)|-7:tj]]
2.1) =0
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et de 1a, on en déduit :

(nX:_l Xi(Bt/\ti+1 - Btm)) [

=0

Mi

Bt/\tl+1 - Bt/\ti)> 2]

=0

+2IE

1<j

M

n— 1
2
= [E [ Bt/\tz+1 Bt/\ti)) ] vu 2.1

=0

> XiX;(Bint,o, — Bint,)(Bint,s, — Bint,)

n—1
= Z]E (Xy) B [(Bmml - Bt/\ti)g] car Xi—LL(BtAti+1 — B,
=0

2

= Z]E (X7) (E A tigr —t A L)

=0

_ E[/Otg@gds]

Puis si 0 < s < t, soit ny € IN tel que ¢,,, > sett,,—1 < s, alors
n—1
E[B(p)|Fs] = E [Z Xi(Bintisr — BtAtJVs]

— ZIE Bt/\t i1 Bt/\ti)|FS]

nol n—1

= Z IE i(Bint 1 — Bint,) |f + ZE i(Biaty Bt/\ti)|~7:s}

i=ng
no—1
= Z IE i Bt — Bt ’-7: + Z ]E Bt/\tH_l
n—1 e
= [E [B(SO)SL’TS] + Z IE [XlIE [(Bt/\ti+1 - Bt/\ti) J S}
1=ng

= [E[B(p)s|Fs] car (Bia,., — Bin,) est centrée et 1L Fy,

41

La derniére égalité se montre de facon analogue <
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CHAPITRE 2. CALCUL STOCHASTIQUE DATOL’ INTEGRALE STOCHASTIQUE D’ITO

Il résulte du lemme précédent que {B(p),t > 0} et {B(cp)f — [y 2ds,t > O} sont des
JFi-martingales. De plus, en utilisant les inégalités maximales pour les martingales, ie

p (max | M;| > A) < A PIE(|Mr|?),

0<t<T

et le théoreme de Fubini, on obtient pour une martingale continue { M}, > 0} etpour 1 < p,q <
oo tels que  + ¢ = 1,

2.2) sup | M|

0<t<T

< q|| Mz || o)
Lr(Q)

Si on choisit p = ¢ = 2 et que I’on applique ceci & {B(p)i+s — B(¢)s,t > 0}, qui est une
martingale, on obtient

23) E | sup (Bleh— B(e)2| < 4 /Smsoidr)

0<t<T

Cette formule nous sera utile par la suite pour étendre I’intégrale stochastique a A2, via le lemme
suivant

Lemme 2.1.3. Pour tout ¢ € A2, il existe une suite p, € EX telle que VT > 0

©nllpr — @l
dans A*([0,T]).

Preuve :
Vn > 1, on considere I’opérateur linéaire P, de L*(IR") dans lui-méme défini par

PAN® =0 ( / " 1) ds> s o) ().

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

1<i<n?

PO <n [C Peasee |5

n n
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et
1Pl 2my) < 1 fle2my)-

De plus, si f € LR, ), ona
| Po(f) = fllz2ar,) — 0O, lorsque n — oo

En effet, on le montre facilement pour des fonctions continues a support compact grace a des
arguments de continuité uniforme et la cas général s’en déduit par des arguments de densité et le
fait que P, est une contraction.

Soit maintenant ¢ € A?(IR, ), alors Vn > 1, P,(p) € & car

i

P,(f)(t) = nz (ﬁ: ©s ds) ]1]%-7%](25) et [: s ds est J i -mesurable.
i=1 n n

n n

et
1Pa(0) = ¢llazmy) = E (1 Pa(9) (@) — o(@)ll2my)) -

Mais on a

1P (0)(w) = (@)l 22,y = 0P ps. et [ Pa(9) (@) — 2@ L2m, ) < 4@z,

donc le théoréme de convergence dominée de Lebesgue assure que ||P,(p) — ¢[|a2r,) — 0
lorsque n — oo.
De fagon similaire, si ¢ € A%, VT > 0, on a || P,(¢) — ¢|az(o,r7) — 0 lorsque n — oo $

Remarque 2.1.4. Dans le cas d’un élément de A*(IR.,.) qui est P p.s. continu et satisfait sup, I8(p?) <
oo, on peut approximer o par (au lieu de P, (y))

n2
o =Y pillys wy(h).
=0

Nous pouvons maintenant énoncer la
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Proposition 2.1.5. Vo € A2, il existe une martingale continue

¢
B(p): :/ psdBs ,t >0
0
qui vérifie
t
E(5(0)) =0 e B[BF] = | [ as] o0
0

et plus généralement, si ) < s < 1,
E (B - B\ 7] = | [ starl]
Si de plus ¢ € A*(IR), alors
B(o) = B@)w = | pudBs

P p.s. et dans L*(Q) lorsque t — oo.

Preuve :
Soit ¢ € A% et (©,)new € EN une suite qui converge vers ¢ dans chaque A%([0,7]),T > 0.
D’apres le lemme 2.1.2, Vn € IN, { B(,,):,t > 0} est une martingale continue.

D’autre part, toujours d’apres le lemme 2.1.2, si ¢ € £ alors {B(gp)f - f(f oZdr,t > 0} est une
martingale continue et d’apres la formule 2.3, on a aussi

© [ s (B~ Bonh?| < 48 ([ (on ot

0<t<T

= llen = enllazqom
— 0 lorsque min(m,n) — oo

1l s’ensuit que la suite B(,,) est une suite de Cauchy dans 1’espace L?(Q; C([0,T7])),VT > 0 qui
est un espace complet. Soit { B(¢);,t > 0} sa limite dans cet espace. On peut facilement vérifier
que la limite ne dépend pas de la suite d’approximation (), choisie et que {B(p);,t > 0}
est un processus a trajectoires continues F;-adapté. De plus, comme V¢, B(p,); — B(y); dans
L?(Q)et que I’espérance conditionnelle est un opérateur continu de L?(Q2) dans lui-méme, on
obtient les deuxieme,troisieme et quatrieme égalité en utlisant le lemme 2.1.2.
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2.2. GENERALISATION DE L’ INTEGRATHEAPTIRE 2. CALCUL STOCHASTIQUE D’ITO

Pour finir, si ¢ € A*(IR;),ona

El(B(e) - B - B 7 dr) = Olorsque win(s,1) — o«

Donc B(ip); converge dans L?(Q2) quand ¢ — oo. Comme B(¢); est aussi une martingale conti-
nue bornée dans L?(12), elle converge P p.s. vers sa limite B()q, <

Remarque 2.1.6. Il découle de la linéarité de p — B(p);, du lemme 2.1.2 et des identités de
polarisation que pour p,) € A>,0 < s <t

E(B@): - B(p).)(B(W): - B).)|F] = E ( [ e dum) |

2.2 Généralisation de I’intégrale d’Ito

Nous aurons besoin de définir des intégrales stochastiques avec des intégrands plus généraux
que ceux considérés précédemment.

Notation 2.2.1. Pout T < oo, on notera Al ([0, T]) 'espace des processus progressivement
mesurables qui vérifient :

T
/ @2 dt < 0o Pp.s.
0

et

At = () Aie([0, 1)

T>0

On va maintenant définir I’intégrale stochastique {B(¢);,t > 0} pour p» € AZ . Pour cela,
on va introduire des temps d’arrét

Lemme 2.2.2. Soit ¢ € A2 . Pour n € IN, on définit T,, par

loc*
t
Tn:inf{tzo;/ gpzdszn}.
0

Alors T, est un temps d’arrét.
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Preuve :
En effet,on a :

<t = N U {/Osgofdr>n—%}

k>1 s€[0,£)NQ
€ F &

Lemme 2.2.3. Soit 7 un temps d’arrét. Le processus {ﬂ[oﬂ (t);t > 0} est progressivement me-
surable.

Preuve :
Soit 7" > 0, il faut montrer que 1’application

Y Qx[0,T] — R
(w,t) = st
est Fr ® B([0, T])-mesurable. Considérons les deux applications
p: Qx[0,T] — RxR etyx: [0,7]x[0,7] — R .
(w7 t) = (t7 T<w) N T) <u7 t) = ﬂ{u<t}

Elles sont respectivement Fr @ B([0, 7']) mesurables et B([0, T]) @ B([0, T']) mesurables et ¢ est
la composée de ces deux fonctions et est donc elle-méme Fr @ 5([0,7]) mesurable <

2
locy

Lo,y € A*(IRy).

I1 découle du lemme précédent que Vn € IN,Vp € A

On peut alors définir pour tout 7,

t
Bl = [ B (s)oudBs,t 20
0

11 faut donc montrer que pour tout 7' > 0, B}* converge P p.s. uniformément pour ¢ € [0,7] en
n oo. Le processus limite sera alors noté

¢
Bi(p) = / psdBg, t > 0.
0
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Or cette convergence résulte du fait que lorque n — coona 7, T co P p.s. et du lemme suivant

Lemme 2.2.4. Soit o € A* et T un temps d’arrét. Alors 1 ;10 € A* et P p.s.

t tAT
/ ]1[0,7](5)905 st = / Ps st,t > 0.
0 0

Preuve :

D’apres le lemme 2.2.3 1y ;0 € A% Puis I’égalité annoncée est équivalente au méme résultat
avec le temps d’arrét borné ¢ A 7. Mais tout temps d’arrét borné est limite décroissante d’une suite
de temps d’arrét ne prenant chacun qu’un nombre fini de valeurs. En effet, pour chaque n € IN

etk < N,ou N = sup {k‘ € IN; Qﬁn < t}, soit t,’j = 2% et tf:”l = t. Alors la suite 7,, définit par

ou AF = {tﬁ_l <tAT< tﬁ}, est une suite de temps d’arrét qui convergent vers ¢t A T.
Maintenant il suffit d’établir I’égalité suivante pour tout n :

¢ t
/ H[Tnat] (S)SOS st = / 2 st
0 t

NTn

qui résulte de

t t
/ ]lA’;LSOSst = ]lA’fL/ gOsst,
t tk

k
n

soitpour 0 < s < t, A € F,, 0 € A2,

t t
/]lAgordBr:]lA/gOTdBr.
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Or

t t 2 t 2
IE[(/ ﬂA@rdBr—llA/ gprdB,,) \]—"S] = llA]E[(/ (ﬂA—l)gonB,) \]—“S]
t 2
+]1AcIE [(/ IIAQOT dB,«) ‘.’Fs]

t t
= 14IE |:/ ]1,4c(,02d7’j| + 1 4. IE {/ ﬂAQO?dT’.FS‘|

locy

Proposition 2.2.5. Vo € A2 VT > 0, B!'(¢) converge P p.s. uniformément sur [0, T] lorsque
n — oo.

Preuve :
Soit n < m. Alors 7, < 7y, et le lemme 2.2.4 appliqué a 1y ;)¢ et 7,, assure que :

t
B = /H[O,Tn}(s)ﬂ[O,Tm](s)@sst
0
tATh
= / H[O,Tm] (5)(;05 st
0

et cette derniere quantité ne dépend pas de m > n. Fixons 7" > 0. Sur §2,, = {7, > T'}, la suite
{B(p);0<t<T}, m =n,n+1,... est constante et égal a sa limite. Le résultat découle
alors du fait que 2, T QP p.s. &

Nous pouvons maintenant résumer les propriétés de 1’intégrale d’Itd6 obtenue.

2

i 1l existe un processus continu

Proposition 2.2.6. Pour tout p € A
t

Bt(SD) = / Ps st,t 2 07
0
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qui est tel que pour tout n € IN, si 7, = inf {t; fot 0rds > n}, alors B} = OtAT" psdBg,t >0

est une martingale convergeant P p.s. uniformément sur [0; T|,VT > 0 vers By(p) et vérifiant
pour() < s <t:

E[B — B{|F| =0
t
E [(BZL - B:)QLFS] =1E [/ ]1[0,7'71}9012" dT’|fF{| .
La variable aléatoire Bi(p) n’est pas nécessairement intégrable mais vérifie :
t
(2.4) E [Bi(¢)’] <E { / o ds] :
0

Si de plus ¢ € A2, (IR.), alors

loc

Bi(p) — Bao(p) = / psdBs P p.s., lorsque t — oc.
0

Preuve :

La premiere partie résulte de la construction. L’inégalité 2.4 est triviale si le membre de droite
est infini, sinon ¢ € A?([0,T]) et on a I’égalité.

Pour finir, si ¢ € AZ _(IR,), soit

loc

Bgo:/ s dBs.
0

Comme 2, = {7, = 00} T Q P p.s., on peut définir B, par B, = B% sur {2,,,n € IN. Alors le
reste des affirmations découle de la proposition 2.1.5 <

Le résultat suivant sera tres utile par la suite.

Proposition 2.2.7. Soit p € A?([0,T)). Alors YM,a > 0

T 1 T
p ( sup |Bi(p)| > a) <P </ 2 dt > M) + EIE {inf(M,/ ©? dt)]
0 0

0<t<T
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CHAPITRE 2. CALCUL STOCHASTIQLE IFENERALISATION DE L’'INTEGRALE D’ITO

Preuve :
Soit 75y = inf {t; [ p2ds > M} Alors

{TM<T}Q{/OT<pfdt2M}.

On a aussi

{ s 10 2 af € (s <7y 0] s 1B 2 ap i 2 7).

0<t<T 0<t<
et
P ( sup |Bi(p)| > a, 7y > T) < ( sup |Bi(p™)] > a)
0<t<T 0<t<T
1
< = [BT(gpM )*] (déja vu pour les martingales)
1 T,
= _2]E Pt ]]‘[077'1\4] <t> dt
0
<

1 T,
EE {inf(M,/O 05 dt)}

ot pM = @l 5.y, d ol le résultat

Nous pouvons maintenant énoncer un théoreme de convergence qui résulte directement de la
proposition précédente.

Théoréme 2.2.8. Soit (¢y,),,c une suite de A7, ([0,T1]) et ¢ € A} ([0,T7]). Supposons que

T
/ |0} — @i| dt — 0 en probabilité lorsque n — oo.
0

Alors

sup |Bi(p) — Bi(wn)| — 0 en probabilité.
0<t<T
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2.3 Les formules d’Ito :

Considérons tout d’abord z € C'(IR ), et ® € C'(IR). Alors la formule de dérivation des
fonctions composées donne

O(z(t)) = @(x(0)) + /Ot Q' (x(s)) dx(s).

Notre objectif dans cette section va €tre d’obtenir une formule analogue si I’on remplace x par
un mouvement brownien.

2.3.1 Premiere formule d’Ito

Proposition 2.3.2. Premiere formule d’Ito :
Soit ® € C*(IR). Alors

O(B,) = ®(0) + /t ¥'(s) dB, +%/t o"(B,) ds.

Preuve :
Soit ® € CZ(IR) et tI' = Lt,n € IN. D’apres la formule de Taylor, il existe pour chaque i < n
un élément aléatoire 67 €]l |, 7| tel que

AB) = B(0)+ Y |2(By) ~ DBy )]
= O(0)+ Y (B )(Bir—Bp )+ % > " @"(By)(Bir — B | )?

t 1 t
R @(0)+/ @’(BS)dBS+§/ o"(B,) ds,
0 0

en probabilité lorsque n — oo, car les deux sommes convergent en probabilité, ce que nous
allons montrer .
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D’apres le théoréme 2.2.8, on a
Z (B )(Bpn — By ) — / ) dB, en probabilité.

Puis
> (®"(Boy) = @"(Byy,))(By — By, )’

i=1

< sup |9” (Be — o( Bt" |Z Byn — Byn ) )?

1<j<n

n

< sup sup |D"(B,)— q)//(Bt;Ll)‘ Z(Bt? — By | )?

1<j<ntn <s<t? —
— 0 en probabilité lorsque n — oo

Finalement il ne reste juste qu’a montrer que

n

t
> " @"(By )(Bin — B |)* — /0 3" (B,) ds
=1
en probabilité. Or
t
/ ®"(B,)ds = lim Z ®"(By )(t7 —t; ;) P p.s. donc aussi en probabilité
0 n—oo

et on calcule alors

n n 2
(Z ®"(Byn )(By — By ) — Z " (B )(t — t?_1)> ;
=1 i=1

ce qui donne

a, = <Z " (B (B —Btyl)Q—(t?—t?_l)]>

i=1

= SB[ (B ) (By — By, ) - (6~ 0]

< 2sup |®"(2)|? th— 1 )2
sup 80 Y7 1)

— 0 lorsque n — oo
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Donc

n

> "B )(Bin — By > =Y @"(By )t} —t74)
=1

=1

converge vers () en probabilité et on peut alors en déduire que

Z (B )(Bin — By )” — / " (Bs) ds en probabilité.

=1

Si maintenant ® € C?(IR), il existe une suite (®,,),, € (C?*(IR))N convergeant simplement
vers ® et telle que ®,,(x) = ®(z), Vo € [—n,n|. Appliquant ce qui précede, on obtient :

t 1 t
Vn e N, ®,(B,) = ®,(0) +/ o' (s)dB, + 5/ o (B,) ds.
0 0
Mais on sait que ®,,(B;) — ®(B;) P p.s. .
Ensuite soit 7;, = inf {t > 0;|B;| > n},7, = inf {t > 0; B; > n} et 7_,, = inf {t > 0; B; > n}.

On a
T, > max(7,; T_p).

Or d’apres la proposition 1.6.2, on a

M e
P(r,<M) = / V2rtde 2t dt
0

et

oo oo M 5
Y P(rn<M) = Z/ Vortde s dt
n=1 n=170
M [ o 2
= / Z V2rt3e2t | dt d’apres le théoreme de Tonnelli
0 n=1

< /f(i\/ﬁw?) dt
- )
<

et en utilisant alors le lemme de Borel-Cantelli, on en déduit que 7,, — oo P p.s., de méme pour
T_, et par suite de 7},.
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Soit maintenant 2, = {7,, > T'}. Vu ce qui précede, on a 2, T Q P p.s., et sur 2, on a
vVt <T,®! (B;) = ¢'(B;) donc

T
| 10 - @B =0
0
ce qui implique que
T
/ |® (B;) — ®'(By)| dt — 0 en probabilité
0

et d’apres le théoreme 2.2.8 on sait qu’alors
T T
/ ®' (B,) dB; — / ®'(By) d B en probabilité
0 0

On a aussi . .
1 1
_/ Q"(By)ds = 5/ ®"(B,) ds sur Q,

2 Jo 0
ce qui implique toujours la convergence en probabilité. On obtient donc le résultat en invoquant
’unicité de la limite en probabilité <

Notons que le calcul différentiel d’Itd difféere du calcul différentiel usuel par I’apparition du
terme de la dérivée seconde ®” qui est due au fait que le mouvement brownien a une variation
quadratique non nulle.

2.3.3 Processus d’Ito

Nous généralisons maintenant la formule d’It6 ci-dessus en remplacant le mouvement brow-
nien par une classe plus générale de processus.

Définition 2.3.4. Un processus {X;t > 0} est appelé processus d’Itd s’il est de la forme

t t
(2.5) Xy =Xo+ / Vs ds + / s dBg
0 0

ou Xy est une variable aléatoire Fy-mesurable, 1) et @ sont des processus progressivement me-
surables qui vérifient

t
/ |hs| ds < 0o Pp.s. .t >0et p€A;,
0
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Il en découle qu’un processus d’Itd est presque slirement continu et progressivement mesu-
rable.

Lemme 2.3.5. Soit X une variable aléatoire Fs-mesurable, p € A} et 0 < s < t. Alors

t t
/XgprdBT:X/ 0. dB,

Preuve :
Reprenons un travail déja fait : Si A € F,, ¢ € A2, alors

t t
/ HASOT dB'r - ILA/ Pr dB'ra
car

t t 2 t 2
E [(/ ﬂASOT dBr - HA/ Pr dBr) |fs] - ]lAIE [(/ (HA - 1)907" dBr) |FS]
‘ 2
+1 4 IE [(/ Tap, dBr) |]:s]

¢ ¢
= 14IE [/ 1 4o 02 dr] + 1 4IE [/ 1492 dr\fs}
= 0

2

7c» on applique ce qui préceéde a 1y ,,; € A% on a alors

Ensuite si ¢ € A

t t
/ 11Agpull[O,Tn] dBu = ]1.4/ Spu]l[(),'rn} dBu

et en faisant tendre n vers co on obtient

t t

Par linéarité, on en déduit que le résultat reste vrai pour les fonctions étagées, puis si X est une
variable aléatoire F,-mesurable alors elle est limite presque slire d’une suite de fonctions étagées
Fs-mesurables(X,,),,. Comme

¢ ¢
/ |ouX — @ Xp|ds < | X — Xn]/ |ou| du — O P p.s.
0 0
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le théoréme 2.2.8 permet de conclure

Théoreme 2.3.6. Deuxiéme formule d’Ito
Soit {Xy;t > 0} un processus d’Ité de la forme 2.5 et ® € C*(IR). Alors P p.s. :

t 1 t
B(X) = (X)) + [ FX)0ds+ [@(X)piaBor; [ @X)Eds 20
0 0
expression que 1’on peut aussi écrire sous la forme plus concise suivante :

1
dd(X,) = ®'(X;)dX, + §<I)”(Xt)gpf ds.

Preuve :
Fixons t > 0 et soit ® € C%*(IR). En utilisant le théoreme 2.2.8, il suffit de prouver le résultat

pour une suite ¥ d’éléments de A? _ telle que

t
/ |o? — 903|2 ds — 0 en probabilité quand p — oco.
0
Choisissons

5P
e =2° Z ([i—l)t s ds) ]1]%’2%](8),

ainsi on peut dorénavant supposer que ¢ est borné et constant sur chaque intervalle }

20 0 2P

(i—1)t it]

En utilisant la formule de Taylor comme dans la proposition précédente, on obtient

i=1 25

+ i (X )
=1

i 1 <
/ s dBg + 5 Z (I’//<X9;L)(Xty — Xt;:1)2-
i=1

n
tia

On va montrer maintenant que chacune des sommes converge vers le terme désiré.
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La premiere des sommes est une somme de Riemann pour la mesure signée ;1 = 15 ds sur le
compact [0, ] donc

Z@ (Xin ) / wsds—>/ X;)sds P p.s. quand n — oc.

Pour la seconde, on remarque que, ®'(X) étant continue P p.s., > 7 | &' (Xyn Jlyn  4n(s)
converge P p.s. uniformément sur [0, t] vers ®'(X), d’ou

> (X sl m(s) — '(X,)s| ds — 0 en probabilité

/tn
0 ]i=1

et ceci entraine d’apres le théoreme 2.2.8 que

t n
/ Zq)/(Xt;‘_l)SOsﬂ]ty s)dBs — / s)¢s dBs en probabilité.
0

Or d’apres le lemme 2.3.5 on a

tn

/ Zcb (X Dpelys o Zcb Xy [ s,

(258

Ceci traite donc le cas de la deuxieéme somme.

En ce qui concerne la derniere somme, remarquons tout d’abord que

tn 2 tn tn tn 2
(Xt;l — Xt;»_l>2 — (/ Wy ds) + 2/ (N ds/ wsdBg + (/ s st>
7y 7y 7y 7y

et la somme sur ¢ des deux premiers termes du membre de droite est majorée en valeur absolue

par
t;-n ti
/ wsds+/ 2. dB, /lwslds
o, o,

expression qui tend vers 0 P p.s. lorsque n — oo. Donc il ne reste qu’a étudier la limite de

n tr 2
Z (I)//<X¢9;L) </ Ps st) )
iy

n
=1 i

sup
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et I’on peut toujours se restreindre 2 étudier cette limite le long de la sous-suite n = 2',1 € IN.
Ainsi pour [ > p, ¢ est constant sur | ¢, 7] car il Pest sur |¢2°,,¢*"]. On a alors

1—1 " i—1 Y

n tn 2 n
> 0" (Xop) (/ ©s st) = > (¥"(Xpn) = ®"(Xen )i (Bin—sn )’

i=1 i i=1
n
+y " (Xin )i (B |)?
=1

Comme P p.s. la fonction ¢ — ®”(X;) est uniformément continue, P p.s. le processus { ;0 < s < t}
est borné et en raison de la proposition 1.5.2, le premier terme du membre de droite converge en
probabilité vers 0.

De plus, une généralisation facile de la proposition 1.5.2 assure que

n

> (X )¢ |(By = By )P (61— 1)

=1

tend vers 0 en moyenne quadratique quand n — oo. Puis il est clair en utilisant les sommes de

Riemann que
n

t
SO (X )P (1~ 1) / " (X,) 2 ds,
0

i=1

Le résultat est démontré pour ® € C?(IR). Si maintenant ® € C?(IR), soit f € D(IR) telle que
f=1sur[-1;1], f=0sur R\ [-2,2] et 0 < f < 1. Pour n € IN*, on pose

gn(z) =nf (%) ,x € Ret®,(x) = g,(P(x)).

On vérifie alors que Vn > 1,®,, € C*(IR), @,,(x) = ®(z) siz € [—n,n] et || Pplco < [|P]|co-
Comme E [|®,(X;) — ®(X})|] — 0 quand n — oo (d’apres le théoreme de Lebesgue), on a

D, (X;) — ®(X;) en probabilité

Toujours d’apres le théoreme de Lebesgue, on a

[ ohxuas — [ @x.aspps
0 0

et
1

t t
5/ @Z(Xs)gogdSH/ ®"(X,)¢? ds P p.s..
0 0
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Ensuite le dernier terme se traite a I’aide du théoréeme 2.2.8 en remarquant que P p.s.
t
/ |®,(X) — ®'(Xy)ps| ds — 0 quand n — oo,
0

ceci résultant encore du théoreme de Lebesgue <

2.3.7 Formule d’It6 avec dépendance en t

En adaptant la preuve précédente on peut montrer le théoréme suivant, ou 1’on a rajouté une
possible dépendance par rapport a la variable temporelle .

Théoréme 2.3.8. Soir { X;;t > 0} un processus d’Ité et ® € C'*(IR,. x IR). Alors P p.s.

Lod Lod Lod
O(t, Xy) = <I>(O,X0)+/O g(S,Xs)dS‘i‘/o %(S,Xs)zﬂsds—l—/o %(S,Xs)gosst

1 [t0*®
(s, X)) R
+2 /0 o2 (Sa 5)905 ds

2.3.9 Exercices

Exercice 2.3.10. Le processus d’Ornstein-Ulhenbeck
On considere le processus X a valeurs dans IR solution de I’EDS linéaire a coefficients
constants :

(26) dXt = —OéXt dt + ﬁdBt, XO = 5

ou « et 3 sont des constantes, B est un Fi-mouvement brownien et £ est une variable Fy-
mesurable. On suppose que o > (.

1) Montrer que la solution de (2.6) est donnée par

t
X, = e ¢ + / e~ 3dB,t >0
0
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2) En déduire que si £ est une variable gaussienne, alors X est un processus gaussien d’espé-
rance et de fonction de covariance données par

E[Xi] = e "E[¢]
Cov(X, X)) = e ®tIVar(§) + 2 f)" eme+=2 du

. 2 » . . . .
3)SilE[§] = 0et Var = g—a alors le processus X est centré et de covariance stationnaire, ie
52
20

Cov(X,, X)) = Z—e =l ws t >0

En particulier, Vt € Ry, Xy ~ N (0, 3?/2a).
4) Si & est une variable gaussienne, alors quand t — oo, I’espérance et la fonction de cova-
riance du processus { Xys;0 > 0} tendent vers celle du cas stationnaire :

2

E[X,] — 0, Cov(X,,X;) — 26—6_50‘.
«

Réponse :

1) Si X est solution de (2.6) alors on a

t t
<&:%+/%$+/wM&
0 0

avec Xg = &, ¢, = —aX; et o, = (. Donc X est un processus d’It6 et en appliquant le
théoréme 2.3.8 2 X eta ®(¢,z) = ez, ona:

t t t
X, =€+ / ae®* X, ds +/ e*Y(—aX;)ds + / Be** dB;
0 0 0
et en multipliant les deux termes de cette égalité par e~*“, on obtient bien
t
Xt — eftaf +/ Bef(tfs)a dBS
0

Réciproquement on applique le méme raisonnement au processus d’Itd Y; = e’ X, eta la
fonction ®(¢, z) = e 'z et on trouve bien que

t
Xt _ e_taf‘i‘/ ﬁe—(t—s)a dBS
0

est solution de (2.6).
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2) Si £ est gaussienne, comme fot Be~(t=9)> 4B, est un processus gaussien indépendant de F;,

X est un processus gaussien. De plus on a
E[X,] = e E[]

et
Cov(X,, X;) = E {(e_mf + / t Be~ W dB, ) (e + / s Be~(s—wa dBu)} ~E[X,]E[]
0 0

t S
— E[ / Be~t-wagp. / 5e—<s—“>ad3u] + e Hayap(¢)
0 0
= ¢ TR [B(Be" o () B(Be" Npp.q (u))] + e~ Var(€)

= 6_(t+s)a/ Be" gy (uw)Be" L5 (uw) du + e~ Hayar(€)
0

tAs
— 6—(t+s)a/ 6262au du + e—(t—i—s)avar(é-)
0
3)SiE() =0et Var() = % alors X est centré et

52 tAs
COV(XS,Xt) — 6_(t+$)a_ _1_526—(154-5)0(/ e?o&u du
2c0 0
ﬁ_Qef(t+sf2t/\s)a
2c
ﬂQ —|t—s|a

2a

4) Si £ est gaussienne on a

IE [X; 5] = e~ — 0 quand t — oo

et
/62
COV(Xt+§, XtJr'y) _ e—(2t+6+'y)o¢var(£) + _e—(2t+6+'y)a (62ozt+2a(delta/\'y) . 1)
«
3 3
_ e—(2t+5+’y)ocvar(€) + _e—|6—'y\o¢ . _e—(2t+5+’y)a
a 2a
52
— e Pl Jorsque t — oo
200
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et ceci termine 1’exercice <>

Exercice 2.3.11. Mouvement brownien avec dérive :
Soit B un F;-mouvement brownien, et X; = B; + ut, o p € IR. Pour a > 0, on définit
T=Inf{t>0;X,>a}l

1) Montrer que pour tout \ € IR, le processus
AQ
Z, e,\}Q,—(? A )t

est une martingale.
2) Montrer que TE [Z;n7] = 1 pour tout t > 0. En déduire que si A > (—2u)7,

(§+M)T _

]E H{T<OO}€_

3) Montrer que
P(T < o0) =1 Ae*

Réponse :
1) On applique le théoréme 2.3.8 au processus d’Itd B, (avec By = 0,0s =0etp, = 1) etala

A%t .
AT=%3" pour obtenir :

fonction (¢, z) = e
A= ()t a2

M\t 2, ! 2, A2t 2,
= ®(0,B) — —/ B2 ds —|—/ AeM2" dBs + —/ B s
2 Jo 0 2 Jo

28

t
- 1+ A/ Bs—%3* 1Bs
0

/\25 . .
Comme e*P:="z" € A%, Z, est bien une F;-martingale.

2) On a d’apres le lemme 2.2.4

AT 24 t A2,
Zine =1+ )\/ e dBs =1+ )\/ Lo7(s)e* "2 dBsPp.s.
0 0
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donc vu la proposition 2.1.5 on a
IE [Zt/\T] - 1

SiA > (—2u)" alors Vt > 0, <)‘72 + ,u)\> t > 0 etdonc on a
0< Zt/\T S 6)\a.

De plus, sur {T" < oo}, on a

. Aa—(ﬁwA)T
lim Z;»r =e 2
t—oo

etsur {7'= oo} ona
thm Zt/\T =0

donc le théoreme de convergence dominé de Lebesgue assure que
AQ
. [H{T<oo}6)\a(2+u)\)T} -

soit
2
IE {H{T<m}€_<g+”A)T} = e,

3) Si o > 0 alors d’apres le théoreme 1.4.1
lim =t — ;P
Jim 5 = nPps
donc

X; — o Pps.

et donc P (T < oo) = 1. Sinon 2 < 0 et en passant a la limite pour A — —2u dans
I’égalité obtenue a la question 2) dont les deux membres sont des fonctions continues de
A € [—2u,00[,on a

P (T < o0) = e*

ce qui termine 1’exercice
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2.4 Extension des résultats a IR? :

2.4.1 Mouvement brownien et intégrale stochastique vectoriels

Commengons par donner la définition d’un mouvement brownien a valeurs dans IR,

Définition 2.4.2. Mouvement brownien k-dimensionnel :

Un processus stochastique { By;t > 0} a valeurs dans IR* est appelé mouvement brownien
si ses composantes { B};t > 0},..., {Btk; t> O} sont de mouvements browniens scalaires mu-
tuellement indépendants. De facon équivalente, { B;;t > 0} est un mouvement brownien de di-
mension k si c’est un processus gaussien centré, a trajectoires P p.s. continues et de matrice de
covariance donnée par :

IE [B;B}] = min(t, s)I
Soit maintenant { B, t > 0} un mouvement brownien de dimension & et {¢;,t > 0} un pro-

cessus 2 valeurs dans les matrices d x k. Supposons que pour tous 1 < i < d,1 < j < k, ¢ €
A2. On peut alors définir

Z/gp”dB] 1<i<dt>0,

et B(p); est alors le vecteur d-dimensionnel dont les composantes sont égales a B(¢):. Nous
avons alors

Proposition 2.4.3. Soit ¢, € (A2)¥*. Alors Vs,0 < s < t,

i) B(p) = fot ps dB est un vecteur aléatoire d-dimensionnel JF;-mesurable.

i) IE [B(p) =0
i) IE [(B(p): — B(p)s)(B()r — B(y)s)*|Fs] = [f iy dr|f]

iv) E[(B(p): — B(o), B) — BW))] = B [ [/ Tr(g,us) dr|F]
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Preuve :
Tout ceci résulte en fait de la proposition 2.1.5 et de I’identité suivante :

IE [(Bi() — Bi(9))(B () — BI(v))|F] =0,

ol p, 9 € A?i # 5,0 < s < t. 1l suffit pour montrer cela de le montrer pour ¢, € £ et ceci
résulte de

E [XY(B{ — B))(B] — B)|F.] = XYE (B} - B.)(B] — B))|F.]
= XYE[B]-B)|E [(Bg' — B)]
= 0

ol 0 < s <t, X,Y € L*QF,,P) et nous avons utilisé le fait que F,, B! — B!, B/ — BJ sont
indépendants

F1G. 2.1 — Trajectoire d’'un mouvement brownien dans le plan

2.4.4 Formule d’Ito vectorielle

On va maintenant généraliser la formule d’Itd au cas vectoriel, qui se démontre de la méme
facon que pour la dimension 1.
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Définition 2.4.5. Un processus stochastique {X;;t > 0} est un processus d’Ité d-dimensionnel
s’il est de la forme

t t
2.7) X =Xo+ / s ds + / s dBs,
0 0

ou X est un vecteur aléatoire d-dimensionnel Fy-mesurable, 1) est un processus d-dimensionnel
progressivement mesurable satisfaisant

t
/ |9s|ds < 0o P p.s. ,t >0,
0

{By;t > 0} est un mouvement brownien k-dimensionnel, © est un processus progressivement
mesurable a valeurs dans les matrices d X k et satisfaisant

t
/ Tr(psps)ds < oo Pp.s.,t>0
0

On notera C1?(IRT x IR?) I’espace des fonctions continues qui sont une fois continiment
différentiable par rapport a la premiere variable et qui le sont deux fois par rapport a la variable
vectorielle.

Théoreme 2.4.6. Formule d’Ito vectorielle :
Soit {X;t > 0} un processus d’Ité d-dimensionnel de la forme (2.7), et & € C12(IRT x IRY).
Alors P p.s.

t t t
O( X)) — @(o,XO>+/O aa—f(s,Xs)ds—i—/o (V. D(s, X.), 1bs) ds+/0 V., 0(s, X.), s dB.

1 t
45 [ T Xeup)ds
0
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2.5 Les inégalités de Burkholder-Davis-Gundy

Nous allons montrer dans cette section la double inégalité suivante qui sera un outil intéres-
sant pour la suite :

Théoréme 2.5.1. Soit { By, t > 0} un mouvement brownien d-dimensionnel. Pour chaque
p > 0, il existe une constante c, > 1 telle que Vo € (A2, )¢

1 00 p/2 t P o0 p/2
—IE (/ |g0t|2 dt) <IE {sup / (ps, dBs) ] < lE </ |g0t|2 dt)
Cp 0 t>0 |Jo 0

L’inégalité la plus importante est celle de droite. Le cas p = 2 résulte des théorémes sur la
construction des intégrales stochastiques et des inégalités de Doob pour les martingales. Nous
allons d’abord montrer le résultat pour p assez grand puis nous en déduirons alors le cas général.

Proposition 2.5.2. Vp > 2 Vo, € (A?

2 )% et si B est un mouvement brownien d-dimensionnel

alors
t P o0 p/2
]E[Sup / (o0, dB,) }gc;,nz[(/ |%|2d7“) ]
>0 |Jo 0
» /2
avec C, = (#)p
Preuve :

Appliquons la formule d’It6 au processus d’1td

t
2= [ (nab)
0

et a la fonction ®(z) = |z|P € C*(IR, ) car p > 2. On a alors Vs > (
S _ 1 S
|Zs|p - p/ ’Zr|p_1 <90r7 dBr) + ]%/ |ZT|p_2|§0r’2 dr
0 0

Notons X, = |Z,[P"p, et T;,, = inf {t > 0; fot X2%ds > n} On a ainsi
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tAT, tAT,
n _ 1 n
Zorl=p [ 120 o) + B [z
0 0

et en prenant I’espérance de cette expression, on obtient :

tA\Ty, . p(p - 1) tA\Ty, ) )
ElZanl) = Elp [ 1207 nds| + 7| [ 120 o]
0 0

t _1 tATy
= B [ tani Iz s+ | [z par
0 0

o 1 tATy,
_ P(p )]E [/ |Zr|p—2|%’2 dr]
0

2

En utilisant le lemme de Fatou en noo, on obtient :

—1 t
Elzr < Ve | [zpap o]
0

Puis on écrit :
t t
B| 120 ra| < B s 1202 [ okl
0 0<s<t 0

(i om 2]) 7 (e[ ([ 10 "])
I [(/ot‘%msfl ~x

alors I’inégalité voulue est triviale sinon on a

t
E [/ |g03]2ds] < 00
0

et o € (A2([0,¢]))". Dans ce cas, Z, = Jy erdB, (0 < s < t), est une martingale et en
appliquant la formule (2.2) page 39 ,0on a:
t p1/p
/ o dB, } .
0

s p 1/1’
/der } SqlE{
0

(2.8)

IN

Ensuite si

(2.9) IE { sup

0<s<t
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On obtient alors en combinant les expressions (2.8) et (2.9) :

/OS (¢r,dB,) (/O o ? dr)p/2]

et le théoreme de Fatou permet alors de passer a la limite en ¢ — oo et d’obtenir le résultat
demandé <>

IE {Sup

0<s<t

p
}gcpm

Proposition 2.5.3. Pour tout p > 4, il existe une constante c, telle que pour tout ¢ € (A2 )?

o) p/2 s P
I (/ |on]? d?’) < lE {SUP / (¢r, dB;) }
0 >0 |Jo

Preuve :
Comme dans la proposition précédente et avec les mémes notations, on déduit de la formule d’Itd
que :

t t
Zfzz/ Z, <903,st>+/ los| ds
0 0

On obtient alors :

t p/2 t p/
(/ ’903’2 ds) = (Zt2 - 2/ Zs <8057 dBS>>
0 0

t
op/2-1 <|th|”+21’/2 / Zs s, dBs)
0

2

IN

p/2>
p/2>

t
/ 7, (¢, dB.)
0

< ot (sup | Z,|P 4 sup
£>0 >0

t
/ 7, (ps, dBy)
0

et en prenant I’espérance et en passant a la limite en ¢t — oo

00 p/2
E [(/ |<,08|2ds) ] < ort (IE <sup |Zt|p> +E (sup
0 >0 >0
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D’autre part, en utilisant la proposition précédente, on a :

t p/2 (1 foo p/4
E sup/Zs(gos,st) < OF / \Z.[2l0u 2 ds
t>0 0 i 0

i [e’) P/4

< GE sup!Zs\p/Q/ 0] ds
t>0 0

Cc-S

<

1/2 o] p/2 1/2
6, (1 |swizp)) (El( [ aar) D
>0 0
abgg C 1 00 p/2
< 779 elE [sup|Zs|p} + gIE (/ |g0t|2dt)
0

- >0
et ceci pour tout € > 0. En choisissant e = 2P~ (), et en combinant les deux inégalités précédente,
on obtient alors le résultat >

Il reste alors a déduire le résultat pour p petit des résultats obtenus pour p grand.

Définition 2.5.4. Un processus continu, positif et progressivement mesurable { X,,t > 0} est dit
dominé par le processus croissant et continu { Ay, t > 0} si pour tout temps d’arrét borné T,

E[X,] < E[4,].

Lemme 2.5.5. Soit { X;,t > 0} un processus positif, continu et progressivement mesurable do-
miné par le processus croissant et continu { Ay, t > 0}. Alors

1. Pour tous x,y > 0,

1
p (supXt > 2, A < y) < —IE [min(Aw, y)]
T

>0

2. Pour tout k €]0; 1],

E [(Sup Xt)k] < %E [A%]

t>0

Preuve :
Il est suffisant de prouver (avec Fatou) que pour tout n € IN,

1
P(sup Xt>:c,An§y> < -E[A,ANy].
x

0<t<n
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Définissons les temps d’arrét :

T=inf{t; A, >y} An
n=inf{t; X; >z} An

On peut déja remarquer que {A,, < y} = {7 = n}. Alors

P(sup Xi>z, A, <y

0<t<n

caronaalafois A 5, < Ay et A;pny <.

IA

IN

IN

IN

P(Sup Xt>x,7‘:n)

0<t<n
Pn<n,m=n)
P (XT/\n = l‘)

P (Xong = )]

1
EIE [XT/\n]
1
;IE [AT/\n]

LIE [min(A4,, )]

T

Pour le 2), soit F' une fonction croissante et croissante de IR* dans lui-méme satisfaisant de
plus F'(0) = 0. En utilisant le théoréme de Fubini et le 1), on obtient :

E | Flsup X0

>0

IN

IA

IN

E [F(AOO)}

sup X; > «x
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ol F'(z) = 2F(x) + [ L dF(u). En choisissant F'(z) = z* on obtient bien 2) ¢

Nous allons maintenant finir la preuve du théoreme 2.5.1. Pour prouver 1’inégalité de droite,

2
on utilise le lemme 2.5.5 avec X; = ‘fot (gps,dBS>’ et A, = ¢ fot |ps|? ds. L’hypothese de
domination résulte de la proposition 2.5.2 appliquée a @1y, au lieu de . Ainsi pour k €]0; 1],

E [<sup Xt>k] < H]E [A% ]

>0

et en posant p = 2k ou p €]0; 2[, on obtient

/0t<sos,st>p] cp” [(/ |sos|2ds) ]

Pour prouver I’inégalité de gauche pour p < 4, on utilise le lemme 2.5.5 avec

IE {sup

>0

2
X = (fot los|? ds) et Ay = cysupgcs<y | [ (0r, dB;) ‘4. La domination résulte de la proposi-
tion 2.5.3. On a alors pour k €]0; 1] :

E [(Sup Xt)k] < H]E [AY]

t>0

et en posant p = 4k,0 < p < 4 cela nous donne :

t p/2 8 _p
([ )] < 32 [
0 - P t>0

Nous énoncons maintenant un corollaire qui sera tres utile :

Corollaire 2.5.6. Soit ¢ € (A}

loc

)4 tel que TE [(fooo || dt) 1/2} < 00. Alors le processus

{fg (ps,dBg) , t > 0} est une martingale uniformément intégrable. En particulier pour tout t >

0, la variable aléatoire fot (ps, dBs) est intégrable et

IE Uot <903,st>} = 0.
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Preuve :
En posant M, = fg (s, dBs), on a d’apres le théoréme 2.5.1 :

Vt > 0,| M| < sup M| € L()
>0

donc la martingale est bien uniformément intégrable et le reste en découle facilement <>

2.6 Théoremes de représentation des martingales

Nous avons vu que le mouvement brownien ainsi que les intégrales stochastiques d’éléments
de A? sont des martingales. Dans cette section, nous allons étudier les conditions sous lesquelles
une martingale est un mouvement brownien ou une intégrale stochastique par rapport a un mou-
vement brownien.

Nous aurons par la suite besoin de la remarque suivante :

Remarque 2.6.1. Soit {M,,t > 0} une martingale continue d-dimensionnelle telle que

My = 0 P ps et {M;M; — tI;t > 0} est une martingale a valeurs dans les matrices d x d. Soit
F € Cy(IR%, R?), on peut alors construire de la méme maniére que pour le mouvement brownien
I’intégrale stochastique

[ ). an

qui est aussi une martingale continue. On peut également montrer de la méme maniére que nous
I’avons fait la formule d’Ito suivante pour ® € CZ(IRY) :

Vt > 0,0(M,) = B(0) + / t V(M) dM, + % / t Te(®"(M,)) ds

Nous pouvons alors prouver le fameux théoreme suivant :

Théoreme 2.6.2. Paul Lévy Soit {M;,t > 0} une martingale continue d-dimensionnelle telle
que Moy = 0 P ps et { MM} — tI;t > 0} est une martingale a valeurs dans les matrices d X d.
Alors {M;,t > 0} est un F;-mouvement brownien.

Preuve : Appliquons la remarque précédente a la fonction ® € C?(IR?,C) donnée par
(x) = <> ou A € IR Nous avons :

t A 2 t
6z<>\,]\/[t> — 6z<)\,Ms> + i <)\’/ €l<>\’M’">dMT> o ’ 2| / 6z</\,M,~> dr
s s
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t /\ 2 t
ez</\,Mt*1\/[s> -1 + i <)\’/ 61<A’MTMS>dMT> o | 2| / €1<)\,MT7MS> dr
s s

et en prenant I’espérance conditionnelle :

AP

E [ei<)\,Mt—Ms =1 / IE i<\, My—Mg>

f}dr

]E |:ei<)\,Mt—Ms>

Ainsi le processus a valeurs complexes p(t) = ]—"5] ,t > s satisfait I’équation
différentielle suivante : ,
dp(t A
{ = Bo),t>s

©(s)

|
—_

En conséquence, on a

2
IE [ MMM 7] = e <5<t ) e R

et ceci prouve que M; est a accroissements M; — M, sont indépendants de F; et suivent la loi
N(0, (¢ = s)I) &

Nous supposerons maintenant que { B, ¢ > 0} est un mouvement brownien d-dimensionnel
et que la filtration {F;,¢ > 0} est la filtration naturelle de {B;,t > 0} ie F; = 0(B;,0 < s < t)
(aux ensembles de P mesure nulle pres).

Théoreme 2.6.3. Soit {M;,t > 0} une martingale telle que My = 0 P ps et
IE [|M]*] < o0,t > 0.

Alors il existe un unique o € (A?)? tel que

t
Mt—/ <S057st>7t207 Pps
0

Preuve :
L’unicité de ¢ résulte du fait que si p, ' satisfont le théoréme alors

T
IE U |¢t—¢;|2dt} =0,T > 0.
0
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Pour prouver I’existence de ¢ il suffit de montrer (en utilisant I’unicité) que pour tout 7' > 0,
il existe ¢ € (A%([0,T7]))¢ tel que

T
MT = / <¢t7 dBt> .
0

Ceci résulte du fait que I’ensemble

n={e+ [ onaice R e o1y

coincide avec L?($2, Fr, P). Il est facile de voir que
H C L*(Q, Fr, P).

11 suffit alors de montrer que H est a la fois dense et fermé dans L*(Q, Fr, P).
a) H est fermé. Soit {c,,,n € IN} C Ret{p",n € IN} C (A%([0,T]))? et soit

T
§n:cn+/ (o}, dBy) ,n € IN.
0

On suppose que &, — & dans L*(Q, Fr, P). Alors IE[¢,] — IE [¢] et ainsi ¢, — c¢. D autre part
ona:

T
Var(&, —&m) =B VO of — dt] — 0,

lorsque m,n — oo. Ainsi la suite {¢™, n € IN} est une suite de Cauchy dans (A%([0,77))? et il

existe ¢ € (A%([0,T]))? tel que
T
I U oF = thth} — 0,
0

T
§—C+/O (¢r,dBy) .

b) H est dense dans L?(Q, Fr, P). Soit p € L*([0,77],1R?), on pose

t 1 t )
Xt = [ twany 5 [l as
0 0

el = exp(X/),e” 2 ef.

et
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En appliquant la formule d’It6 au processus X/ et a la fonction ® () = exp(z) on obtient
e? = exp(Xh)
T

T 1 T
= 1+/ exp(X. (——Iptl ) d8+/ exp(X{) (¢, dBy) + 2/ Tr(pepy) exp(XY7) ds
0 0 0

T
= 1+/ exp(X7) (v, dBy)
0

De plus on a

T T
IE[/ |sfpt|2dt} = [ I a
0 0
T t
= / |ptIQeXp(/ Ipsl2d8) dt
0 0

< oocarp € L*([0,T],IRY)

et donc e’ € H.
Nous allons maintenant montrer que pour Z € L*(Q, Fr, P),

E[Ze?] =0, Vp € L*([0,T],RY) = Z = 0.

et ceci prouvera la densité. Or

E[Ze] = ¢, [Z exp ( /0 o dB,))} |

En choisissant p = Z Ailly, o ((t) o Vi, A ceC0=ty<t; <---<t, <T,nous avons :
i=1

IE [ZQXP (<>\17 By) + (Ao, By, — By,) +--- + <)\n7 By, — Btn,1>)] =0,
et quitte 2 changer les notations, on a V..., € RLV0 <ty <to < --- <t, <T,

IE [Z exp (i (1, By) + i {p2, Biy) + -+ -+ (in, B1,.))] = 0.

M1 Bt1
Posons pour alléger I’écriture p = : ety =

ILLTL Btn
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Nous avons IE [Ze'<#Y>] = 0,Vu € IR*. Nous allons montrer que IE [Z|Y] = 0. Il suffit pour
cela de montrer que pour toute fonction f € Co(IR%™) IE [f(Y)Z] = 0 et par densité il suffit de
le montrer pour les fonctions f étant des transformées de Fourier de fonctions de L!(IR%"). Soit
donc

fla)= [ =gt
Bdn
on a alors
E[f(Y)Z] = E { / Ze<Y1g(t) dt
IRdn
= [ g [ze ]
IRdn
=0
Ainsionamontré : Vn € N, VO <t <ty <---<t,<T
IE [Z’Btp e 7Btn] - O

Soit A = U o(By,,...,By,). Pourtout A € Aona

{n,0<t; < <tn}
/ ZdP =0
A

et par le théoréme de la classe monotone ceci est encore vrai pour tout A € o(A) = Fr donc
Z=0Pps &

Corollaire 2.6.4. Soit T > 0 et £ € L*(Q), Fr, P). Alors il existe un unique ¢ € (A2([0,T]))?
tel que

§=E[] +/0 (@1,dBy) .

Preuve :
Pour ¢ > 0 on définit
My =E[{|F] - E[].

Alors M, est une martingale qui vérifie les hypotheses du théoreme précédent et le résultat en
découle <
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Corollaire 2.6.5. Soit T > 0 et & € LP(Q), Fr, P) pour un p > 1. Alors il existe un unique

p € (Afe([0, 7)) tel que . e
E[(A WWdQ ]<<“

loc
E=E[] +/0 (o0, dB) .

et

Preuve :
Supposons que 1’on dispose d’un tel ¢. Alors en combinant les inégalités de Burkholder-Davis-
Gundy et Doob et en posant M; = fg (ps,dBs) ona:

([ ore)”

L’unicité de ¢ résulte alors de cette inégalité, il suffit de I’appliquer a la différence de deux
éventuels candidats. Le cas p > 2 résulte du corollaire précédent et de la méme inégalité. Si
1 < p < 2alors L*(, Fr, P) est dense dans LP(Q, Fr, P) et alors il existe une suite
{én,n € N} C L*(Q, Fr, P) telle que &, — £ dans LP(Q), Fr, P).

A chaque &, on associe d’apres le corollaire précédent o™ € (A%([0,7]))? tel que

< olE {SUP |Mt|p}

t<T

< p

< LooEle- L)

6= B[] + / (o0, dB,).

Toujours d’apres 1’inégalité précédente, on a

T p/
(/ W?—wffﬁ)
0

Ainsi la suite (¢,,), est de Cauchy dans I’espace des processus progressivement mesurables de
LP2(Q, L*([0; T],R%)) et a donc une limite dans cet espace. Il ne reste alors plus qu’a passer 2
la limite dans I’égalité ci-dessus <>

2
p

-1

IE <

GE[|& — &n — E & — &) 7]
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Chapitre 3

Equations différentielles stochastiques

3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’étudier les équations différentielles stochastiques de la forme :

dXt - f(t7Xt) dt+g(t7Xt) dBt
(3.1) X, = 1

qui est une facilité d’écriture pour
t t
Xo=at [ flsX)ds+ [ gls.X)dB.
0 0
ou {By;t > 0} est un mouvement brownien k-dimensionnel. Le coefficient f(¢, X;) de ‘dt‘ est
appelé la dérive et le coefficient g(¢, X;) de ‘dB;‘ est appelé coefficient de diffusion.

Nous rechercherons des solutions {X;;¢ > 0} qui sont des processus d-dimensionnels pro-
gressivement mesurables et doivent nécessairement vérifier :

t t
Pp.s.,Vt > 0,/ |f(s, X)|ds < coet / llg(s, X,)||? ds < oo
0 0

On conviendra par la suite que

f: Ry x R* - R% g: R, x RY — IRk
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sont des fonctions mesurables.

3.2 Estimations préliminaires

Pour établir des conditions d’existence et d’unicité, nous serons amenés a utiliser certaines
estimations. Plus précisément, considérons les conditions suivantes sur le couple (f, g) :

<, f(t,x) > < Cy(1 + |z|?
62) 030w emo<o<T{ RS TP
et
(3.3) { vr > 0,3K, > 0,Vz,y € B(0;r),vt >0,
If(t,2) — ft,9)| + |lgt, z) — g(t,v)|| < Crlz — 1y

On rappelle aussi le lemme important suivant :

Lemme 3.2.1. Lemme de Gronwall
Soit f une application localement intégrable de IR, dans IR, a et b deux applications croissantes
et non négatives telles que

f(t) <al(t)+b(t) /tf(s) ds,0<t<T
0
Alors on a

vt € [0;T], f(t) < a(t)et®!

Proposition 3.2.2. Supposons que le couple de fonctions (f, g) vérifie la condition (3.2), que X
soit un processus vérifiant

t t
Xo=Xo+ [ fsX)ds+ [ gl xan,
0 0

et que IE[| Xo|P] < oo pour un p > 2. Alors VT > 0, il existe une constante C(p,T) telle que
pour 0 <t < T on ait

E [|Xt|p] < (IE [|X0|P] + C(p, T)t)ec(p’T)t
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Preuve :
Soit T" > 0 et C7 donnée par la condition 3.2. Appliquons la formule d’It6 au processus X et a
la fonction ®(x) = |x|P,ona:

M&VZZ|KW+p/WXMpNXmﬂ%Xw>mHi/pMHpNXmﬂ%XDdRJ
0 0

1 [ B ) B
+§/ Tr (p|XuP2g(u, Xu)g* (u, X)) + p(p — 2)| Xu["*(g(u, X,,), X,)* du
0

< X+ el Cr) [ 1P du [ B (X, X,) 4B
Soit 7}, le temps d’arrét défini par
T,, = inf {t > 0; /t | X274 (X, g(u, X)) | du > n} .
0
En écrivant I’expression précédente au point ¢ A 7T, puis en prenant I’espérance du résultat et

en utilisant les arguments habituels pour supprimer le terme relatif a I’intégrale stochastique, on
obtient

tATy
E [| Xiaz, ["] < B [|Xo|"] + c(p, C) (¢ ATy) + c(p, C)IE [/ | Xul? du]
0

Puis en utilisant le lemme de Fatou et le théoréme de Fubini pour inverser les intégrales du
membre de droite, on a :

t
E [|X.]7] < E[|Xol?] + c(p, Cr)t + c(p, Cr)E U \Xu|pdu] . 0<t<T
0

puis on obtient le résultat final en utilisant le lemme de Gronwall

3.3 Existence et unicité de la solution

On établit tout d’abord un résultat d’existence et d’unicité sous une condition de Lipschitz
uniforme, i.e. nous supposerons que le couple ( f, g) vérifie :

(34) 3KVt >0,Va,y € R |f(t,z) — f(t,y)] + |g(t,z) — g(t,y)| < K|z —y|
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et de plus

T
(3.5) VT >0, / (£t 00 +[lg(t, 0)]|*) dt < oo
0

Nous avons alors

Théoréme 3.3.1. Sous les hypothéses 3.4 et 3.5, pour tout point initial v € TRY, il existe une
unique solution { X;;t > 0} € (A?)¢ de I’EDS (3.1)

Preuve :
Considérons I’application ® de (A?)? dans lui-méme définie par
t t
YU € (A, (U), =z + / f(s,Us)ds + / g(s,Us) dBs.
0 0
En utilisant la proposition 2.5.2 page 64 et les conditions 3.4 et 3.5, il est facile de montrer que

®(U) € (A?)%. Une solution de I’équation 3.1 est un point fixe de . L’existence et ’unicité d’un
point fixe va résulter du fait que pour tout 7’ > 0, ® est strictement contractante sur (A2)¢([0; T7)

muni de la norme
T
Ix1s= (| [ e ar] )
0

pour (3 choisi convenablement.

Soit U, U’ € (A?)?. Pour soulager I’écriture, on pose U = U — U, f, = f(t,U,) — f(t,U}), g, =
g(t,Uy) — g(t,U]), @, = ®(U); — ®(U");. Il résulte de la formule d’Itd vectorielle appliquée au
processus d’Itd ® et a la fonction I'(¢, x) = e~%|z|? que pour chaque 3 € R :

1/2

t t ¢
HEE = - [ et Lds vz [P (@T) ds 2 [ o (@,dB)
0 0 0
t
+/ e PTr(g.g%) ds
0
Introduisons le temps d’arrét 7}, défini par

t
T, = inf {t > O;/ e 2% |(®,,7,))7 ds > n} :
0
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En écrivant I’expression précédente au point 7' A T;, et en prenant I’espérance, puis en minorant
par 0 le terme IE [e—ﬁ(TATn) |®717,|?], on obtient

TAT, B TAT, o TAT,
BIE [/ e‘ﬁs|@s|2ds] < 2E [/ e P (B, f,) ds] +E {/ e P Tr(g,3%) ds]
0 0 0
TAT, _ TAT, o
< E {/ e 5| D, |2 ds} + K*IE [/ eﬁs]U|2ds]
0 0

TAT,
+K*IE [/ e P |U|? ds] car 2 (,y) < |z|> + |y|* et avec 3.4,
0

En choisissant 3 = 1 + 4K2, on obtient :

TAT, - 1 TAT, o
IE [/ e_ﬁs|@s|2ds] < §IE {/ e P5|U|? ds} :
0 0

puis le lemme de Fatou assure que I’application ¢ est bien contractante et ceci acheve la démons-
tration <>

Si I’on considére maintenant I’EDS

t ¢
(3.6) Xy =Xo+ / f(s, Xs)ds + / g(s, Xs) dBg
0 0

ou la condition initiale n’est plus déterministe mais est un vecteur aléatoire Jy-mesurable (et est
donc indépendant du mouvement brownien { B; }).

Si IE [| X0]?] < oo alors les conclusions et la preuve du théoréme 3.3.1 peuvent étre adaptées
sans aucune modification.

Nous allons maintenant étendre les résultats précédents dans le cas de conditions de Lipschitz
locales qui correspondent a la condition (3.3) dont on rappelle 1’énoncé

{ Vr > 0,3K, > 0,Vz,y € B(0;r),Vt > 0,
|f(t,2) = f(t,y)| + llg(t,x) — g(t,y)|| < Crlz — vy

Proposition 3.3.2. Supposons que le couple de fonctions (f,qg) vérifie la condition (3.3), que
X, X' soit deux processus vérifiant

t t
X, =X+ / f(s, X,)ds + / g(s, X) dB
0 0
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et que IE [| X — X{|P] < oo pour unp > 2. Si T), désigne le temps d’arrét défini par
T, =inf {t > 0;|X;| V| X]| > n}
et si K,, est donnée par la condition 3.3, alors on a

—1)K?
E (X = Xayl) < B(Xo - XgPlex (e + 2220500 ) o2 0

En particulier si la condition de Lipschitz est uniforme, on a :

—1)K?
B X, - X7 < Bl - Xjrews (pe+ P2 20

Preuve :
Soit 7' > 0 et K,, donnée par la condition 3.3 pour la boule B(0;n). Appliquons la formule d’1t6
au processus X — X’ et a la fonction ®(x) = |z|’,ona:
X=X = Yo XgP 4 [ X0 = X0 = X 0, X0) — X)) du
0
[ B = XUP X - X (gl Xo) = gl X)) dB)
0
1 [° _ * *
4y [T (o = XU 2ol X) = g X0 (0.X) 97 ( X)) du
0

1 S
4y [Pl = 201 = X0P g, X,) — g0, X2). X, - XL du
0

On introduit le temps d’arrét 7}, défini par

t
T, — inf {t > 05 [ = X (X = X (o X0) — g X)) |2}
0

puis on prend la formule précédente au point ¢t A T, AT et on prend I’espérance de 1’expression
obtenue et on obtient :

p<p _ 1)K2 AT AT,
E (X = Xy ) < B 1% = X301+ (o, + 222 250) [T g 1, - i)
0
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pour ¢ > 0 puis on utilise le lemme de Fatou (en k) pour obtenir

E [[Xunry — X ") < Bl = Xip+ (prc, + 220 [ Pty = Xy
et le lemme de Gronwall donne alors
—1)K?
E (X - Xy ) < Bl — XiPlexp (piot + L2500

d’ou le résultat <>

Cette proposition permet de démontrer I’unicité de 1’éventuelle solution de 'EDS 3.6 sous
I’hypothese 3.3.

Théoréme 3.3.3. Sous les hypothéses 3.3,3.2 et 3.5 et si Xy € L*(Q), UEDS 3.6 admet une
unique solution dans (A?)°.

Preuve :
L’unicité résulte de la proposition précédente. Soit f,, et g, deux suites de fonctions coincidant
avec f et g sur [0;n] x B(0,n) et qui vérifient 3.2 avec la méme constante C; que f et g. Pour
chaque n, soit { X}",t > 0} la solution de I’équation avec les coefficients f,, et g,. Posons pour
chaque n,

T, =inf{t >0,|X]| > n}.

On a clairement pour m > n, X™ = X" sur [0;7,] car la suite 7;, est croissante. De plus il
résulte de la proposition 3.2.2 que V1" > 0, 3C(T") indépendant de n tel que

B | s X0 < Cm)

0<t<T

On en déduit que
C(T)

2

P(T,<T)<

n

et donc que 7;, converge P p.s. vers +oc.
Le processus alors défini par X; = X[ sur [0;7,],n € IN est une solution de notre équation
qui est bien défini pour presque tout w € ), V¢ > 0.
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3.4 Exemples

3.4.1 Processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Considérons I’EDS suivante en dimension un.

(3.7 Xo=H indépendant de (B;),

{ dXt = O'dBt — CXtdt
Posons X; = e~ Y} et appliquons la formule d’1td a Y.
dY; = ce® X, dt + e“'d X,

d’ou
dY; = e“odB,

et par suite

t
Yt:H—l—a/ e dB,
0

t
X; = He @ + ae_Ct/ e dB;.
0

L’équation (3.7) porte le nom d’équation de Langevin et X est le processus d’Ornstein-Uhlenbeck.

3.4.2 Processus de Black et Scholes

Considérons I’EDS suivante :

{ dX, = X,(cdB, + cdt)

3.8) Xo=H indépendant de (B;);

Posons X; = exp(ct + 0B;).Y; et appliquons la formule d’Itd a Y;. On obtient :

1/t 02X, —o 1
Xiexp(—ct —oB;) = H+§/o Tr (( o 0 )( oX, )( 1 oX; )) exp(—cs — o By)ds

2

t
= H-— %/ exp(—cs — o Bs) X ds
0

d’ol .
dY, = —5021@ dt
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SoitY; = He % et X, = HeoBrm30%ttet [eg trajectoires de X ont un signe constant et pour
t1Too,ona:

. 2
X;—0 sic < %
. 2
| X;| — o0 sic> %
3 . . 2
lim = +ooetlim|Xy| =0 sic= %

3.5 Dépendance par rapport aux conditions initiales

Définissons maintenant pour (t,7) € Rt x IRY, {X%! s > 0} comme étant la solution de
I’EDS suivante qui part du point « au temps ¢ :

tVs tVs
Xetmas [ X dre [ gtr Xz b,
t t

Nous avons tout d’abord le résultat de continuité suivant par rapport aux conditions initiales :

Proposition 3.5.1. Supposons que f et g vérifient les conditions (3.4) et (3.2). Pour chaque
T > 0,p > 2 il existe une constante c(p,T) telle que

IE | sup |X7 — X;”I’t/\”} < e(p, T)(L+ [z’ + |2'[P) (1t — ¢ + |2 — '|7)
t<s<T

Théoreme 3.5.2. Soit {Zv; v € [0; a]k} un processus a valeurs dans un espace de Banach pour
lequel il existe trois constantes strictement positives 7, c, € telle que

E[|Z, — Z,||"] < clv—ulf™e, u,v € [0;a]".

Alors il existe un processus {Zv; v € [0; a]k} tel que
i) Z est une modification de 7
7 > v
i) IE [(sup#u %) } < 00,

pour tout o € [0; % [, ce qui implique en particulier que les trajectoires de Z sont a-holderiennes.

Ce dernier théoreme est une sorte de généralisation du critere de Kolmogorov-Centsov que
I’on a déja vu. Il résulte aussi de ce théoreme et de la proposition précédente que toute solution
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de ’EDS (3.1) admet une modification qui soit continue par rapport au conditions initiales, ¢’est-
a-dire telle que I’application
(t,z,8) > X5t

soit presque slirement continue. On choisira toujours par la suite une telle modification pour la
solution d’une EDS.

3.6 Propriétés de la solution

On peut montrer en utilisant le lemme de Gronwall comme on I’a fait auparavant que
vt > 0,18 [Sup | X — Xélp] < E[1Xo — XoI1C(p, 1)
0<s<t

Il en résulte que si deux processus X et X’ définis sur le méme espace de probabilité sont solu-
tions de la méme EDS 3.1 par rapport au méme processus B, et a la méme condition initiale /1
ont presque slirement les mémes trajectoires ie

P(Vt>0,X, = X)) =1.

Cette propriété est appelée 1’unicité trajectorielle.
Un autre type d’unicité est également intéressant, c¢’est I’unicité en loi.

Proposition 3.6.1. Soient (2, F,P) et (U, F', P’) deux espaces de probabilité sur lesquels deux
mouvements browniens By et B, sont définis et deux variables aléatoires de méme loi H et H'
sont données de telle sorte que les hypotheses du théoréeme 3.3.3 soient vérifiées. Alors la solution
X sur (Q, F,P) et la solution X' sur (', F', P") ont méme loi (ie lois marginales).

Preuve :
Comme on utilise le théoreme de Picard pour démontrer 1’existence des solutions, on sait que si
1’on pose pour X € (A2)4

D(X), = Xo+ / (LX) ds + / g5, X.)dB,

et
t t
@’(X)t:X(’)+/ f(t,XS)ds+/ g(s, X,) dB;.
0 0
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alors les suites ®"(0) et ®"™n(0) convergent vers les solutions X et X’ pour la norme définie
dans le théoreme 3.3.1 et ceci entraine la convergence en loi des processus. Or il est facile de
vérifier que ®"(0) et " (0) ont pour tout n les mémes lois marginales, d’ ot le résultat

Sous les hypotheses du théoreme 3.3.3, notons X ; la solution de I’équation

dXy = f(Xi)dt +g(X;)dB,
X() = xz€IR"

Remarquons aussi que si u € IR™ le processus B; = By, — B, est un mouvement brownien
indépendant de la tribu F,, et est F;,-adapté.

Notons alors X};, la solution de 'EDS avec I comme condition initiale et avec le brownien
By, autrement dit

t t
X =t + [ s ds+ [ g3, dB
0 0
Proposition 3.6.2. On a P presque siirement

u _
XXI,u,t - Xl‘,tJru

Preuve :
Remarquons que

t+u t+u
X:(:,tJru = Xx,u + / f(Xx,s) ds + / g(Xx,s) st

d’ou on tire par un changement de variable dans les intégrales

t t
Xa:,tJru = Xx,u + / f(Xx,eru) ds + / g(Xx,eru) dB;
0 0

ce qui signifie exactement que X, ;;,, est la solution de I’équation avec H = X, ,, <

Notons P; I’opérateur défini par
P, f(x) =IE[f(X,+)] f borélienne bornée

Enongons tout d’abord le lemme suivant qui facilitera les calculs ultérieurs.
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Lemme 3.6.3. Si pour une fonction g mesurable en (v,w) € R x Q, ona
E [g(z,w)|B] = h(z,w)
alors pour toute variable aléatoire H B-mesurable on a

E[Q(H’WHB} = h(va)

Preuve :
Vu le théoreme de la classe monotone, il suffit de montrer le résultat pour les fonctions étagées :

L k=1

= E Z]lAﬁg (A\r,w) B
L k=1
= Z 1 1E [g ()\fl,w) |B}
k=1

Tn

= Z lAﬁh(/\fw w)
k=1

_ h(Z]lAﬁ)\ﬁ,w)
k=1
= h(H,,w) &

On peut alors montrer la proposition suivante

Proposition 3.6.4. Pour toute f € Cy(IR¥), on a

IE [f(Xx,t+u)|Fu] = Ptf(Xx,u)

Preuve :
Utilisons le lemme précédent avec

9(x,w) = f(X3,(w))
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qui est bien presque slirement une fonction continue de x d’apres les propriétés des solutions
d’une EDS, et avec
h(z,w) =B [f(X3)|F.] -

On obtient alors d’apres le lemme et la proposition 3.6.2
WX, w) = B[ (X pyu) | Ful -
Mais X}, est o(B, s < t)-mesurable donc est indépendant de F,, et par suite
hz,w) =B [f(X3)IF] =E[f(X;,)].
Remaruons alors d’apres la proposition 3.6.1 que (X;); et (X,); ont méme loi et donc que
Wz, w) = B [f(Xe)] -

Finalement on obtient
IE [f(Xx,t+u)|fu] - Ptf(quu)

ce qui donne le résultat <>
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Chapitre 4

Propriétés de Markov des solutions des
EDS

4.1 Processus de Markov

4.1.1 Définitions et exemples
Tous les processus sont définis sur I’espace de probabilité (2, F, P) muni de la filtration (F).

Définition 4.1.2. Un processus stochastique d-dimensionnel {X;,t > 0} adapté a la filtration
(F:) est appelé processus de Markov si pour tout 0 < s < t, B € B,

P (X, € B|Fs) =P (X, € B|Xj)
Le processus de Markov { X;,t > 0} est dit homogéne si pour tout v € R?, B € By, la quantité
P (X, € B|X, = z)
ne dépend de (s,t) que par la différence t — s.
Soit { X;,t > 0} un processus de Markov homogéne. On lui associe le semi-groupe { P;, ¢ > 0}
d’ opérateurs linéaires bornés sur By (IR?) défini par
(P f)(z) =E[f(X)|Xo=12], t >0,z € R.
La propriété de semi-groupe P, s = P, o P résulte de la propriété de Markov de { X}, > 0}. Le

semi-groupe est dit de Feller si P, € £(Cy(IRY)).
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Le générateur infinitésimal du semi-groupe est I’opérateur linéaire (généralement non borné)
(L,D(L)) défini par :
d
Vf € D(L) C Cy(RY),t >0, EPt(f) = P,Lf = LPf.

Proposition 4.1.3. Un processus (X;)icr+ a valeurs dans (F, ) est un processus de Markov de
fonction de transition P;, et de mesure initiale T si et seulement si
YO <ty <--- <tn,Vfo, fi1,..., fn mesurables et bornées sur (F,¢),

E [fy(Xo) . .. fu(Xo)] = /E fol2) < [E @) ( /E fn(xnmnl,tn(xn_l,dxn)) P07t1(x,dx1)> dn(x)

Cette proposition permet de montrer par le théoreme de Kolmogorov I’existence d’un pro-
cessus de Markov de fonction de transition donnée et de mesure initiale donnée.
Le lemme suivant sera utile pour prouver le caractere markovien de certains processus.

Lemme 4.1.4. Soient X et Y deux vecteurs aléaoires de dimensions respectives d et k,
® : R¥* — IR une application borélienne. Soit G une sous tribu de F telle que

i) X est G mesurable.

ii) Y et G sont indépendants.

Alors on a
E[Q(X,Y)|G] =E[®(X,Y)|X]

Preuve :
Les deux membres de 1’égalité sont égaux a

/}R O(X )Py (dy) O

Proposition 4.1.5. Un F;-mouvement brownien d-dimensionnel { B;,t > 0} est un processus de
Markov homogene de semi-groupe de transition P; donné par :
1 —lz—y?

PA@) = [ e ® ) dy Vo € RV € B,

De plus, le générateur infinitésimal est donné par

(L. (1) = (3, CEm
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Preuve :
Pour A € By, t > 0,h > 0,

P(Bip € AlF,) = IE[La(Bin — B+ By)|Fi
= [E[14(Bin — By + B;)|B;] par le lemme précédent
= E[L4(Bin) Bl

Cherchons a déterminer le semi-groupe dans le cas de la dimension un pour simplifier les
calculs. Soitu € IR

E [eP=BI|F] = I [e™BB)]
1 2 '
= — ¢ 29"
/]R 27T(t — 5) Yy
d’ou I’on tire 2
zuBz|JT / — ﬁeiu(Bs—y) d
/ \/7 Y
t—s)

Donc si f est de la forme ‘ '
f(l’) — )\lezulm S )\nezunx

on a
2

1 y
E\|f(B)|Fs = / ————¢ 20-9) f(B; —y) dy.
[f (B)|F] e Vo5 f(Bs —y)dy
Cette relation s’étend ensuite & L?(IR) par densité et a By (IR) par le théoréme de la classe mono-
tone.
Pour le générateur infinitésimal, on utilise la formule d’1t6 : pour f € CZ(IR?) on a

£(B) = 15 +Z [ moani+g [ s

Les intégrales stochastiques du second membre sont des martingales de carré intégrable et nulles
en 0 de sorte qu’en prenant I’espérance des deux membres, on obtient :

B/ (B = BB + [ SEIAS(B)] ds

d’ou
ltll%l IE [f(Bt>] ; IE [f(BO)} — %IE [Af(Bo)]
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car les trajectoires sont continues et A f est borné. Donc si 9, est la mesure initiale,

o P2 () = £ (@)

1
tl0 t B §Af($>

et on a le résultat &

4.1.6 Propriétés de Markov

Considérons maintenant la réalisation canonique d’un processus de Markov homogene (X;);
a valeurs dans (F, £) admettant P, pour semi-groupe de transition. Ceci signifie que pour chaque
mesure initiale v (probabilité sur (£, £)) on a construit par le théoréme de Kolmogorov (donc
E' doit étre métrique complet a base dénombrable d’ouverts muni de sa tribu borélienne) une
probabilité P, sur
(Q,F) = (B"+,£%5)

telle que les applications coordonnées X; soient sous P, un processus de Markov de semi-groupe
de transition P;.
Introduisons alors les fonctions 6: 2 — () appelées opérateurs de translation définies par la
relation
Xi(0s(w)) = Xyps(w),Vw € Q.

Il est facile de vérifier que Vs € IR, 6, : (Q, F) — (2, F) est mesurable : il suffit de remarquer
que les pré-images par 6 des sous-ensembles de {2 de la forme

Ex - XAy XxEXx - XAy, xEx---xA XxXExXEx... nelN A, ...,A4, €€¢&

sont dans F. Donc si F' est une variable aléatoire réelle sur (€2, F) alors F' o 6, est encore une
variable aléatoire mesurable sur (€2, F). On a alors :

Proposition 4.1.7. Propriété de Markov simple :
Soit (X;) un processus de Markov homogéne admettant P, comme semi-groupe de transition.
Soient Fs = 0(Xy;u < s) et F une fonction mesurable bornée sur (2, F), on a

IE [F o 04| F] = Ex, [F] P, ps pour toute mesure initiale v

Preuve : Si F est de la forme f(X;) f mesurable bornée on a :

I [F © es’Fs} =IE [f(Xt+s|:Fs] = Ptf(Xs) = IEXs [f(Xt)] :
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Si F'estde laforme F' = f1(Xy,)f2(Xy,) - .. fu(Xy,) on raisonne par récurrence sur 7.
En effet,on a :

E[Fob0F] = E[fi(Xyrs)f2(Xigrs) o fa(Xenrs) | F]
= E[filXu1s) - fact (X r4s)E [ fo(Xinis) | Fnrs] 1 Fs]
= [E [fl(Xt1+s fn I(th 1+s)]Dt"—tn 1fn(th 1+s)|f}

[ cfaea (X, )Ptn to1 fo( X )]

[ ot (X B [fu(X0) X, ]

= Eyx, [i(X4) .. fao1(Xe_)E [fa( th)m ]

= [Ex, FE [[1(X0) - e (X)) o (X)) F L
(

= Ex, [fi(Xy). .. foc1(Xe, ) fn th)}

et le résultat général s’obtient ensuite par le théoreme de la classe monotone <

La plupart des processus de Markov usuels possede une propriété plus forte que la propriété
de Markov simple. Il s’agit du fait que dans la proposition précédente on peut remplacer I’instant
s par une variable aléatoire 7' a condition que ce soit un temps d’arrét.

Théoréme 4.1.8. Propriété de Markov forte :
Nous faisons les hypotheses suivantes :

1. L’espace d’état (E, E) est un espace métrique complet a base dénombrable d’ouverts muni
de sa tribu borélienne.

2. Les opérateurs P, sont tels que V' f € Cy(E), P,f € Cy(E).

3. (U F, (Fo)i, (Xo)i, (P),) est la réalisation canonique d’un processus de Markov a va-
leurs dans E et admettant P; comme semi-groupe de transition et F; = o(X; s < t).

4. (X,); est a trajectoires continues a droite (c’est-a-dire que I’ensemble des trajectoires non
continues a droite est de p. mesure nulle pour toute loi initiale ).

Sous ces hypotheses, soit T' un temps d’arrét de la famille G, ou ¥t > 0,G;, = m Fs, alors pour

s>t
toute F' F-mesurable bornée on a :

E [F o 0rl{r<o}|G7] = Lir<o}Ex, [F] P, ps,Vu

en particulier quelle que soit f mesurable bornée de E dans IR

E [f(X740) Lir<oo}|Gr] = LireoeyEx, [f(X:)] Py ps, Vi
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Preuve :
Par le théoreme de la classe monotone, il suffit de démontrer la propriété lorsque £’ est de la forme
F = fi(Xy,) ... fu(X,) avec Vi, f; € Cy(E) et par une récurrence similaire a la proposition
précédente il suffit de le prouver pour une seule fonction. On suppose donc maintenant que £ est
de la forme f(X;) avec f € Cy(E).

On montre le résultat lorsque 7' est un F; temps d’arrét étagé ne prenant qu’un ensemble
dénombrable de valeurs (¢, ),, suite strictement croissante de réels. En effet, on a alors

n=0

etpourtout A € Gr, A € Frcar:
An{T=c,} =(AN{T >c, ) N{T=c,} €G.,_,NF., CF.,
Ainsi on obtient :

B [1af (Xeyr) Lircooy] = Bl Z F(Xere ) Mir=c,)
n=0

= ) B[l f(Xise,)]

n=0

= Z IE [ﬂAm{T:cn}IE [f(Xiten)

n=0

Feol]

propd.1.T Z]E (L anr=c Ex., [f(X0)]]

n=0

= E [ﬂA Z Lr=cy Ex,, [f(X0)]

n=0

= E[l.Ex, [f(X)]]

On en déduit que
IE [H{T<oo}f(Xt+T)|gT} = ]1{T<OO}IEXT [f(Xt)]

pour 7' temps d’arrét a valeurs dans un ensemble dénombrable.
Ensuite, on considere un G, temps d’arrét 7' quelconque. On pose alors Vn € IN :

k+1 . k. k+1
400 81 T = o0

94



CHAPITRE 4. PROPRIBTESIMNERFIKIDR IDNSISOLESTIONS IDES $IDISUTIONS DES EDS

Comme {7}, =%} = {T' e [=4,£[} € Fijn, (T0), est une suite décroissante de F; temps

n 'n
d’arrét qui converge presque stirement vers 7' lorsque n — 0. Soit A € G alors A € Gp, car
T < T, et en appliquant ce qui précede, on obtient :

4.1) E 14Tz, <o} f(Xirz,)] = B [1all (g, <o) Bxy, [f(X0)]]

On remarque que X;.p, — Xy p lorsque n — oo car 7, converge presque slirement vers
T en lui restant supérieur et (X;) est presque slirement a trajectoires continues a droite, puis
f(Xeir,) — f(Xiyr) en restant majoré en module par une constante car [ € Cy(E).

Ensuite IEx, (f(X¢)) = P.f(Xr,) — P.f(Xr) car P.f € Cy(E) et aussi en restant majoré
en module par une constante. Le théoreme de convergence dominée permet alors de passer a la
limite dans 4.1 pour obtenir :

E (1Al rcoo} f(Xipr)] = E [Talreo B, [f(X)]]
qui est exactement le résultat demandé <>

Remarque 4.1.9. Dire que T est un temps d’arrét de G, signifie que
ViE>0,{T <t} G

et ceci est équivalent a dire que

Vit > 0,{T <t} € F.

Les temps d’arrét de F; sont des temps d’arrét de G;.

Remarque 4.1.10. Notons que les hypothéses précédentes sont vérifiées pour les processus de
Markov associés a une équation différentielle stochastique a coefficients lipschitziens qui sont
donc fortement markoviens.

4.2 Générateur infinitésimal des solutions des EDS

Nous avons montré a la proposition 3.6.4 que toute solution d’une EDS de la forme

dX; = f(Xy)dt + g(X,)dB,
XO — H < fo

est un processus de Markov homogene a trajectoires continues, de semi-groupe de transition
donnée par

Fip(r) = B [p(Xe)] -
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Proposition 4.2.1. Soit ¢ € CZ(IR™). Avec les notations précédentes, on a

ou l’opérateur A est elliptique donné par

n n

Aple) = 5 3 ool gt (o) + 3 o) FE W

ij=1

=1

ou la matrice n X n a(x) est donnée par

et est donc semi-définie positive.

Preuve :
Comme ¢ est de classe C* on peut lui appliquer la formule d’1to :

o) = o)+ Y [ RSEXDds+ [ eax) B,

+5 [ TrAe(Xg(x)g () ds

Les intégrales stochastiques du second membre sont des martingales de carré intégrable du fait
des hypotheses sur ¢ et g, et sont nulles en 0. De plus les intégrands des intégrales traditionnelles
sont bornés. Si nous prenons 1’espérance sous X, = x, on obtient par continuité des trajectoires
que

lim
t—0

E, [QO(Xtt)] —olr) _ Ap(),

ce qui est bien le résultat annoncé <»

4.3 La formule de Feynman-Kac

On va maintenant donner une introduction a une formule due originalement a Feynman et
Kac, qui donne une expression probabiliste des solutions de certaines équations différentielles
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paraboliques linéaires. Nous considérerons des équations différentielles paraboliques définies sur
I’espace tout entier. Fixons un certain temps T > 0. Soit ¢, h : [0;T] x R? — Ret® : RY — R
des applications continues qui sont telles qu’il existe des constantes K, k > 0 telles que

e(t,a)| < K. |h(ta)| + 8(2)] < K1 +]a]*), (t,2) € [0:T] x R?
Considérons alors 1’équation différentielle parabolique suivante pour 0 < ¢t < T,z € IR¢

4.2) { 9u(t, ) + (Lu)(t, @) + c(t, z)u(t, ) + h(t,z) =0

uw(T,z) = ¢(x)

On pose pour 0 < s, ¢t < T, X5 est la solution de I'EDS partant de x a I'instant ¢ :
tVs tVs
-ﬁ“=x+/ f@XWﬁh+/ g(r, X;") dB,.
t t
Pour (t,z) € [0;T] x IR? on définit alors
T t,x T t t,x
(4.3) u(t,z) = [@(X;I)eft cle.Xa)ds / h(s, Xb")els ctrXr)dr g
t

Proposition 4.3.1. Soitu € C*2([0; T| xIRY) une solution de (4.2) qui satisfait aussi la condition
|(Vaug(t,z)| < K'(1+ |z*), (¢, ) € [0;T] x R

pour des certaines constantes k', K’ > 0. Alors u(t, x) satisfait la formule de Feynman-Kac,
c’est-a-dire que u(t, x) est donné par (4.3).

Preuve :
Appliquons une premiére fois la formule d’1td a la fonction u(s, ) et au processus d’1td X **, on
obtient

du(s, X2 = @(s, XINds + (Vou(s, X2, f(s, X2 ds 4+ (Vu(s, XI'), g(s, X2')dBy)

Os
+Lu(s, X*")ds

_= (? + Lu) (87 X,sm’t)ds + <v$u(8’ X§7t)7 9(87 X5I7t)dBS>
S

97



4.3. LA FORMULEBERERNMAPREBPRIETES DE MARKOV DES SOLUTIONS DES EDS

Puis utilisons encore une fois la formule d’Itd6 d’intégration par partie, on a :
d <u(s, xetyel: c(r,Xf’t)dr) — (s, X®)d (eff c(r,Xf’t)dr) Lokt c(r,Xf‘t)drdu<S7 Xt
+ <u(s, X1, et e(r X dr>S (et ce dernier terme est nul)
= u(s, X*")d (efts C(’”’X’g‘c’t)d’j + elt C(T’X’:‘C’t)d’"du(s,Xf’t)
= u(s, XP)e(s, XD el ernXr D drgg ol el X dr (% + Lu) (5, X
teli e X dr <Vzu(s, X751 g(s, X;“"’t)st>

En utilisant alors (4.2) on a :
d <U(S’X§,t)€f; c(r,Xf’t)dr> _ _h(S’X;c,t>€ftS o(r XP ) dr o f7 e(r XP)dr <vxu(s,Xf7t)’g(8’X§,t)dB

soit en appliquant ceci entre ¢ et 7',
T
u(t,z) = @(X,;’t)ej;tT e(r, X" dr +/ h(S,Xf’t)efts e(r, X5t dr ds
t
T s x,t
= [ RN (9 s, X2, (5, X))
t

Or, vu les hypotheses faites sur V, u(t,x)g et c(t, z), I'intégrale stochastique du membre de
droite est une martingale de carré intégrable entre 0 et 7', et est presque slirement nulle en T’
donc on peut prendre I’espérance de cette intégrale et celle-ci est nulle. En utilisant de méme les
hypotheses de domination faites sur les fonctions en jeu et le fait que

VE' > 0,E [ sup | X2 | < o0

t<s<T

(car la condition initiale est une constante x et donc appartient a Lk/(Q) 1), les espérances des
termes restants sont bien définies et finalement on obtient

T
u(t,z) =1E [CI)(X;’t)eftT o(r,Xr ) dr 4 / h(s, X;”’t)efts e(r Xy dr g
¢

ce qui est bien le résultat demandé <

Enoncons maintenant le résuktat principal de cette section :
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Théoreme 4.3.2. Formule de Feynman-Kac
La quantité u(t, x) définie par la formule (4.3) est une fonction continue de
(t,z) € [0, T] x RY possédant une croissance au plus polynémiale en Iinfini et c’est I'unique so-

lution de viscosité de ’EDP (4.2), parmi les fonctions u qui satisfont ~ sup  u(t, :L’)e_Am < 00
0<t<T,welRd
pourun A > 0.

Avant de prouver ce théoreme il faut définir la notion de solution de viscosité de (4.2).

Définition 4.3.3. Solution de viscosité
eu € C([0; T] x RY) est appelée une sous-solution de viscosité (4.2) si
u(T,z) < ®(x),z € R?
ii) Pour tout ¢ € C%2([0; T| x R%, pour tout maximum local (t, z) € [0; T] x IR¢ de la fonction
u— @,
9
ot
eu € C([0; T] x RY) est appelée une sur-solution de viscosité (4.2) si
u(T,z) > ®(x),z € R?
ii) Pour tout o € C2(|0; T| x IRY, pour tout minimum local (t,x) € [0;T] x IR de la fonction
u— @,

(t,x) — Lo(t,x) — (cu)(t,z) — h(t,x) <O0.

0
—a—‘f(t, z) — Lo(t, ) — (cu)(t,z) — h(t,z) > 0.
eu € C([0; T] x IR?) est appelée solution de viscosité de (4.2) si c’est a la fois une sur et sous

solution de viscosité.

Remarque 4.3.4. Une solution classique de (4.2) est bien une solution de viscosité.
Toute solution de viscosité de classe C1? est une solution classique.

Preuve du théoreme 4.3.2 :
L’unicité de la solution de viscosité peut étre prouvée par les méthodes de viscosité et sera ici
admise. La proposition (4.3.1) montre toutefois 1’unicité pour les solutions classiques.
Ensuite, considérons u donnée par la formule (4.3). La continuité de u résulte de la continuité
du processus (X!), par rapport aux conditions initiales (voir proposition (3.5.1) page 84).
Comme X" = x, on a bien u(T,z) = ®(z). Nous alons maintenant prouver le ii) de la
propriété de sous-solution (la propriété de sur solution étant analogue).
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Soit ¢ € CH2([0;T] x IRY) et (¢, ) un maximum local de la fonction u — ¢. On va sup-
poser que u(t,x) = ¢(t,x) quitte a translater d’une constante (notre probléme est invariant par
translation de ).

Raisonnons par 1’absurde, on suppose que :

%_f(t, 2) + Lo(t,2) + (cu)(t, @) + h(t, ) < 0.

Alors il existe 0 < § < T — t tel que pour tous s € [t,t + 9], |y — x| <9,
u(s,y) < ¢(s.y)

%—f(s, z) + Lo(s,x) + (cu)(s,z) + h(s,x) < 0.

Soit 7 2 inf {s;t < s <t+0;|X>" — x| > §}. Reprenant la preuve de la proposition 4.3.1, on
obtient que Vz € [t, T

u(t7 IL’) = U,(Z, X;CJ)GLZ C(T,vat)d'f‘ + / h(r7 Xf’t)eftr C(U,X,,gj’t)du dS
t

- / el XV u(r, X7, g(r, X ') dB, )

t

En remplacant z par le temps d’arrét borné 7.t par s A 7 ot s € [t,T)], puis = par X2 dans
I’expression précédente puis en utilisant le fait que

XXk = X2 >
PN = XN 2 SAT

d’apres la propriété de Markov forte du processus de diffusion X** et en prenant ’espérance du
tout (I’intégrale stochastique est une martingale continu vu les hypotheses sur les fonctions mises
en jeu donc celle-ci disparait par le théoreme d’arrét), on obtient :

T

E[u(s A7, X350 = lE[U(T,Xf’t)effATC<r’Xf‘t>dT+ / h(nXf’t)ef;'xfc(“’Xi’t)d“dr}

SAT

Par un raisonnement analogue on montre que
Elp(snr.X5)] = E [p(r, X2telwdoi

SAT
! Ggp z b\ c(u X2 du
- 6_+LQD+CQ0 (raX'r7)€ saT e dr|Fs

SAT S

100



CHAPITRE 4. PROPRIETES DE MARKOV DES 8GLUAIBORMESEDS FEYNMAN-KAC

Définissons

0
@é— (8—80+L<,0+cu—|—h) (5, X" t<s<T
s

I1 résulte des inégalités précédentes que 35 > 0 et si I’on pose Y, 2 (p—u)(sAT, X;%), Lap 2
ea cw X du ¢ < ¢ <} < t+ 6. Nous avons

T

I [Y;] =IE |:Y7‘Fs/\‘r,7- + /

AT

(ﬁs - C<T7 ijt)y;‘)rs/\f,r d?”:| .

En différenciant, on obtient
d
—IEY,| = -IE |51, )

et de 1a on déduit .
Y, =1 {YT+/ ﬁsds} )
t

Comme Y, > 0,6, > 0,7 > t P ps, on en déduit que Y; > 0 et ceci contredit le fait que
o(t,z) = u(t,z) d’ou

g—f(t, x) + Lo(t, x) + (cu)(t, z) + h(t,z) > 0.

et u est une sous solution de viscosité &
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