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Chapter 1

Résultats préliminaires

1.1 Le problème de Dirichlet

1.1.1 Existence et unicité des solutions

Tout d’abord un rappel qui sera utile par la suite:

Proposition 1.1.2. Inégalité de Poincarré
SiD est un ouvert borné deIRd (ou plus généralement, si l’une des projections deD sur les axes
de coordonnées est bornée) alors il existe une constanteC > 0 ne dépendant que deD telle que:

∀u ∈ H1
0 (D), ‖u‖L2(D) ≤ C‖|∇u|‖L2(D)

SiD est borné, on peut prendreC = diam(D).

Pour une preuve de ce résultat, voir [Hirsch]�

On énonce maintenant les propriétés d’existence et d’unicité d’une solutionu à l’équation aux
dérivées partielles elliptique de la forme:

(1.1)

Lu = f, oùf ∈ L2(D)

Lu =
∑

1≤i,j≤d

∂

∂xi

(
aij

∂

∂xj
u

)
− cu−

d∑

i=1

bi
∂

∂xi
u

Hypothèse1.1.3. Les hypothèses sont les suivantes:

• D est un ouvert borné deIRd.

• Les fonctionsaij (1 ≤ i, j ≤ d), bi (1 ≤ i ≤ d) et c sont des éléments deL∞(D).
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2 Ch. 1. Résultats préliminaires

• On suppose qu’il existeα > 0 tel que:

∀ξ ∈ IRd, (aξ, ξ) ≥ α|ξ|2

(L’opérateurL est alors dit uniformément elliptique).

∀λ > 0, on définit la forme bilinéaire suivante surH1
0 (D):

∀u, v ∈ H1
0 (D), ελ(u, v) = (a∇u,∇v)L2(D) + (cu, v)L2(D) + (b.∇u, v)L2(D) + λ(u, v)L2(D)

Théorème1.1.4. Il existeλ0 > 0 tel que∀λ > λ0,∀f ∈ L2(D), il existe un unique
u = Tλ(f) ∈ H1

0 tel que
∀v ∈ H1

0 (D), ελ(u, v) = (f, v)L2(D)

∀λ > λ0, l’opérateurTλ est appelé la résolvante et est un opérateur compact deL2(D) dans
L2(D).

Preuve :
En remarquant que∀ε > 0,∀a, b ∈ IR on a

ab ≤
1

2ε
a2 +

ε

2
b2

et en posantB = max(‖aij‖∞, ‖bi‖∞, ‖c‖∞; 1 ≤ i, j ≤ d) on obtient que:

∀u ∈ H1
0 (D), (b.∇u, u)L2(D) ≥ −

B

2ε
‖|∇u|‖2

L2(D) −
Bε

2
‖u‖L2(D)

On a alors∀ε > 0,∀u ∈ H1
0 (D):

ελ(u, u) = (a∇u,∇u)L2(D) + (cu, u)L2(D) + (b.∇u, u)L2(D) + λ‖u‖2
L2(D)

≥ α‖|∇u|‖2
L2(D)−B‖u‖2

L2(D)−
B

2ε
‖|∇u|‖2

L2(D) −
Bε

2
‖u‖L2(D) + λ‖u‖2

L2(D)

=

(
α−

B

2ε

)
‖|∇u|‖2

L2(D) +

(
λ−B −

Bε

2

)
‖u‖2

L2(D)

Il suffit alors de commencer par choisirε > 0 tel que
(
α− B

2ε

)
> 0 puis de choisirλ0 tel que

λ − B − Bε
2

= 0. La forme bilinéaireελ est alors coercive∀λ > λ0. Comme elle est clairement
continue, et que∀f ∈ L2(Ω) l’applicationϕf : H1

0 (D) → H1
0 (D)

v 7→ (f, v)L2(D)

est linéaire continue, on

applique le théorème de Lax-Milgram. (Dans le casλ = λ0, la forme bilinéaire est aussi coercive
grâce à l’inégalité de Poincarré (voir 1.1.2)).

On a alors∀f ∈ L2(D),∀v ∈ H1
0 (D),∀λ ≥ λ0, ελ(Tλ(f), v) = (f, v). On en déduit
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m‖Tλ(f)‖2
H1

0 (D) ≤ ελ(Tλ(f), Tλ(f)) = (f, Tλ(f))L2(D) ≤ ‖f‖L2(D)‖Tλ(f)‖L2(D)

≤ C‖f‖L2(D)‖Tλ(f)‖H1
0 (D)

d’où

∀λ ≥ λ0,∀f ∈ L2(D), ‖Tλ(f)‖H1
0 (D) ≤

C

m
‖f‖L2(D)

etTλ : L2(D) → H1
0 (D) est continu, puis comme l’injection canonique deH1

0 (D) → L2(D) est
compacte (théorème de Rellich-Kondrachov en supposant que le bord est régulier, voir [Brezis])
on en déduit la compacité de l’opérateurTλ : L2(D) → L2(D) �

REMARQUE: Si dans le théorème précédent on a:b = 0 et si par exemple on a:c ≤ 0 alorsλ0 = 0
convient.

On remarque queu ∈ H1
0 (D) est solution de (1.1) si et seulement si

∀v ∈ H1
0 (D), ε0(u, v) = (−f, v)L2(D).

Pourf ∈ L2(D), on noteEf l’espace des solutions de (1.1).

Théorème1.1.5.∀f ∈ L2(D), Ef est un sous-espace affine deH1
0 (D) de dimension finie.

De plus,∀f ∈ L2(D), il existe une unique solution dansH1
0 (D) au problème (1.1) si et

seulement siE0 = {0}.

Preuve : (voir également [Brezis],[Gilbarg & Trudinger] ou [Friedman2])
Pour vérifier la première assertion, il suffit bien sûr de montrer queE0 est de dimension finie, et
ceci se fait en utilisant la compacité deTλ0 .

En effet, on a

u ∈ E0 ⇔ ∀v ∈ H1
0 (D), ε0(u, v) = 0

⇔ ∀v ∈ H1
0 (D), ελ0(u, v) = λ0(u, v) = λ0ελ0(Tλ0(u), v)

⇔ ∀v ∈ H1
0 (D), ελ0(u− λ0Tλ0(u), v) = 0

⇔ Tλ0(u) =
1

λ0

u

⇔ u ∈ Ker(Tλ0 − λ−1
0 Id)

Or Tλ0 étant compact,Ker(T − λ−1
0 Id) est de dimension finie.

On a la deuxième affirmation carT = Tλ0 est compact d’où:

E0 = {0} ⇔ Ker(T − λ−1
0 Id) = {0}

⇔ T − λ−1
0 Id est injectif

⇔ T − λ−1
0 Id est bijectif
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Donc ceci équivaut encore à :∀f ∈ L2(D), il existe un uniqueu ∈ H1
0 (D) tel que

T (u) − λ−1
0 u = T (f), expression encore équivalente à:

∀f ∈ L2(D), ∃!u ∈ H1
0 (D), Lu = f �

On donne pour finir cette section le principe du maximum pour un opérateur elliptique d’ordre
2 de la forme

(1.2)
Lu =

∑

1≤i,j≤d

∂

∂xi

(
aij

∂

∂xj
u

)
+

d∑

i=1

bi
∂u

∂xi

∃α > 0, ∀ξ ∈ IRd, (aξ, ξ) ≥ α|ξ|2

où les coefficients deL sont supposés bornés. Celui-ci sert à montrer, avec les notations du
théorème précédent, queE0 = {0}.

Théorème1.1.6. Principe du maximum faible
On suppose queD est un ouvert borné deIRd. Soitu ∈ H1(D) tel queLu = 0 (ie Lu est la
distribution nulle) alors pour presque toutx ∈ D:

inf
∂D
u− ≤ u(x) ≤ sup

∂D
u+

où sup
∂D

u = inf
{
l ∈ IR; (u− l)+ ∈ H1

0 (D)
}

.

Preuve :
On rappelle tout d’abord queH1(D) est un espace réticulé et que siu ∈ H1(D) alors

∀i = 1, . . . , d, Diu
+ = 11{u>0}Diu.

Soitu ∈ H1(D) tel queLu ≥ 0 (ie la distribution est une forme linéaire positive). Raisonnons par
l’absurde et supposons qu’il existek tel quesup∂D u

+ ≤ k < supΩ u et posonsv = (u− k)+.
On a∇v = ∇(u− k)11{u−k>0} = ∇u11{u>k}. On a alors (M est une borne essentielle pour les

coefficients deb) ∑

i,j=1,d

∫

D

aijDjvDiu dx ≤M

∫

D

v|Dv| dx,

et par l’ellipticité deL on a
α‖Dv‖2

2 ≤M‖v‖2‖Dv‖2

de telle sorte que

‖Dv‖2 ≤
M

α
‖v‖2.

En utilisant les inégalités de Sobolev (le bord est supposé assez régulier) pourd ≥ 3, on obtient

‖v‖2d/(d−2) ≤ C‖v‖2

Holder

≤ C|Supp(v)|1/n‖v‖2d/(d−2)
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oùC = C(d,M, α), donc
|Supp(v)| ≥ C−n.

Dans le casd ≤ 2, une inégalité de la même forme avecC = C(d,M, α, |D|) résulte des inégalités
de Sobolev en remplaçant2d/(d− 2) par n’importe quel nombre plus grand que 2.

Comme ces inégalités sont indépendantes de k, elles restent vérifiées lorsque k tend verssup
D
u.

Ainsi, la fonction u atteint son suprêmum sur un ensemble de mesure strictement positive et est
bornée (sinonu = ∞ sur un ensemble de mesure non nulle).

Fixonsk = l
△
= sup∂D u

+ et posonsV = supD v = supΩ(u − l) > 0. CommeLu ≥ 0, en
posant

v =
v

V + ε− v
on a pourε > 0:

(a∇u,∇v) = (b∇u, v)

d’où
d∑

i,j=1

∫

D

aijDiuDjv ≤M
d∑

i=1

∫

D

v|Du| dx

soit
d∑

i,j=1

∫

D

aij
DivDjv

(V + ε− v)2
dx ≤ M

∫

D

v

V + ε− v
|Du| dx

= M

∫

D

v

V + ε− v
|Dv|11{u>l} dx+M

∫

D

v

V + ε− v
|Du|11{u≤l} dx

≤ M

∫

D

v

V + ε− v
|Dv| dx

≤ MV

∫

D

|Dv|

V + ε− v
dx.

Posons

wε = ln
V + ε

V + ε− v
∈ H1

0 (D).

En utilisant l’inégalité précédente et l’ellipticité

α

∫

D

|Dwε|
2 dx ≤MV

∫

D

|Dwε| dx

ainsi

‖Dwε‖2 ≤
MV

α
|D|1/2.

CommeD est borné, on en déduit
‖wε‖2 ≤ C

où C = C(d,M, V, α, |D|) et en faisant tendreε vers 0, il en découle que la fonctionw0 est
intégrable surD. Mais alorsv ne peut être égal àV que sur un ensemble de mesure nulle, ce qui
est en contradiction avec les conclusions précédentes�
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1.1.7 Régularité des solutions

Plaçons nous dans un contexte un peu plus général que la section précédente. Les hypothèses sont
les suivantes. On considère l’équation

(1.3) Lu = f, f ∈ L2(D)

oùD est un ouvert deIRd, u ∈ W 1,2(D) etL est un opérateur du second ordre de la forme suivante:

Lu = Di(aijDju+ biu) + ciDiu+ du

avecL uniformément elliptique surD (∀x ∈ IRd,
∑
aij(x)ξiξj ≥ λ|ξ|2,∀ξ ∈ IRd), les coefficients

aij, bi, i, j = 1, . . . , d sont uniformément lipschitziens surD et il existeΛ, ν ≥ 0 tels que∀x ∈ D

∑
|aij(x)|

2 ≤ Λ2, λ−2
∑

(|bi(x)|
2 + |ci(x)|

2) + λ−1|d(x)| ≤ ν2.

Les coefficientsci, d, i = 1, . . . , d sont donc en particulier essentiellement bornés surD.
Dans le domaine des équations aux dérivées partielles, la différentiabilité faible ou classique

des fonctions considérées peut souvent être déduite de considérations portant sur le quotient de
différence. Plus précisément, soitu une fonction définie surD etei le vecteur coordonnée unitaire
dans la directionxi. On définit le quotient différence dans la directionei par:

(1.4) ∆h
i u(x) =

u(x+ hei) − u(x)

h
, h 6= 0.

Nous aurons besoin des deux lemmes suivants portant sur le quotient différence de fonctions ap-
partenant à certains espaces de Sobolev.

Lemme 1.1.8. Soit u ∈ W 1,p(D). Alors ∆h
i u ∈ Lp(D′) pour toutD′ ⊆ D satisfaisanth <

dist(D′, ∂D), et nous avons

(1.5) ‖∆h
i u‖Lp(D′) ≤ ‖Diu‖Lp(D).

Preuve :
Supposons tout d’abord queu ∈ C1(D) ∩W 1,p(D). Alors

∆h
i u(x) =

u(x+ hei) − u(x)

h

=
1

h

∫ h

0

Diu(x1, . . . , xi−1, xi + ξ, xi+1, . . . , xn) dξ

et d’après l’inégalité de Hölder

|∆h
i u(x)|

p ≤
1

h

∫ h

0

|Diu(x1, . . . , xi−1, xi + ξ, xi+1, . . . , xn)|
p dξ,

et ainsi ∫

D′

|∆h
i u(x)|

p dx ≤
1

h

∫ h

0

∫

D′

|Diu|
p dx dξ ≤

∫

D

|Diu|
p dx

On en déduit le cas général pour les fonctions deW 1,p(D) avec des arguments de densité�
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Lemme 1.1.9. Soitu ∈ Lp(D), 1 < p < ∞ et supposons qu’il existe une constanteK telle que
∆h
i u ∈ Lp(D′) et‖∆h

i u‖Lp(D′) ≤ K pour touth > 0 etD′ ⊆ D satisfaisant
h < dist(D′, ∂D). AlorsDiu satisfait‖Diu‖Lp(D) ≤ K.

Preuve :
Par la faible compacité des sous-ensembles bornés deLp(D′), il existe une suite(hm)m tendant
vers 0 et une fonctionv ∈ Lp(D) telle que‖v‖p ≤ K et∀ϕ ∈ C1

0(D)

∫

D

ϕ∆hm
i u dx→

∫

D

ϕv dx.

Alors pourhm < dist(supp(ϕ), ∂D), on a
∫

D

ϕ∆hm
i u dx = −

∫

D

u∆hm
i ϕdx→ −

∫

D

uDiϕdx.

Ainsi ∫

D

ϕv dx = −

∫

D

uDiϕdx

et ainsiv = Diu �

Nous pouvons maintenant démontrer le

Théorème1.1.10.Soitu ∈ W 1,2(D) une solution de l’équationLu = f dansD où f ∈ L2(D).
Alors pour tout domaineD′ ⊆ D tel qued′ = dist(D′, ∂D) > 0, nous avonsu ∈ W 2,2(D′) et

‖u‖W 2,2(D′) ≤ C(‖u‖W 1,2(D) + ‖f‖L2(D))

pour une constanteC = C(d, λ,K, d′) où

K = max
{
‖aij, bi‖C0,1(D), ‖ci, d‖L∞(D)

}
etd′ = dist(D′, ∂D).

De plusu satisfait l’équation

Lu =
∑

i,j

aijDiju+
∑

i,j

(Djaji + bi + ci)Diu+
∑

i

(Dibi + d)u = f

presque partout surD.

Preuve :
Par la suite, on utilise la convention de sommation suivant les indices répétés. Nous avons l’identité
intégrale suivante:

(1.6)
∫

D

aijDjuDiv dx =

∫

D

gv dx,∀v ∈ C1
c (D)
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oùg = (bi + ci)Diu+ (Dibi + d)u− f ∈ L2(D).
Pour |2h| < dist(supp(v), ∂D), remplaçonsv par son quotient de différence∆−h

k v pour un
k, 1 ≤ k ≤ d. On obtient alors

∫

D

∆h
k(aijDju)Div dx = −

∫

D

aijDjuDi∆
−h
k v dx

= −

∫

D

g∆−h
k v dx.

Comme
∆h
k(aijDju)(x) = aij(x+ hek)∆

h
kDju(x) + ∆h

kaij(x)Dju(x)

on a alors ∫

D

aij(x+ hek)Dj∆
h
kuDiv dx = −

∫

D

(g ·Dv + g∆−h
k v) dx

oùg = (g1, . . . , gd) etgi = ∆h
kaijDju. En utilisant (1.6) et le lemme 1.1.8, on obtient

∫

D

aij(x+ hek)Dj∆
h
kuDiv dx ≤ (‖g‖2 + ‖g‖2)‖Dv‖2

≤ (C(d)K‖u‖W 1,2(D) + ‖f‖2)‖Dv‖2.

Prenons maintenant une fonctionη ∈ C1
c (D) satisfaisant0 ≤ η ≤ 1, et posonsv = η2∆h

ku.
On obtient en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz

λ

∫

D

|ηD∆h
ku|

2 dx ≤

∫

D

η2aij(x+ hek)∆
h
kDiu∆

h
kDju dx

=

∫

D

aij(x+ hek)Dj∆
h
ku(Div − 2∆h

kuηDiη) dx

≤ (C(d)K‖u‖W 1,2(D) + ‖f‖2)(‖ηD∆h
ku‖2 + 2‖∆h

kuDη‖2)

+C(d)K‖ηD∆h
ku‖2‖∆

h
kuDη‖2

A l’aide des inégalités de convexité, on a alors

‖ηD∆h
ku‖2 ≤ C(‖u‖W 1,2(D) + ‖f‖2 + ‖∆h

kuDη‖2)

≤ C(1 + sup
D

|Dη|)(‖u‖W 1,2(D) + ‖f‖2)

à l’aide du lemme 1.1.8, oùC = C(d, λ,K). La fonctionη peut maintenant être choisie de
telle sorteη = 1 surD′ et |Dη| ≤ 2/d′ où d′ = dist(D′, ∂D). Avec le lemme 1.1.9 on obtient
Du ∈W 1,2(D′) pour toutD′ ⊆ D tel qued′ = dist(D′, ∂D) > 0 doncu ∈ W 2,2(D′). Finalement
Lu ∈ L2

loc etLu = f presque partout surD �

On a aussi le résultat de régularité suivant concernant les espaces de Hölder. La démonstration
de ce résultat se trouve dans [Gilbarg & Trudinger] page 192 théorème 8.24.
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Théorème 1.1.11. Supposons que l’opérateurL satisfait les hypothèses précédentes et que la
fonctiong ∈ Lq/2(D) pour unq > n. Alors siu ∈W 1,2(D) satisfait l’équationLu = g surD, on
a, pour tout ouvertD′ ⊆ D tel qued′ = dist(D′, ∂D) > 0, l’estimation:

‖u‖Cα(D
′
) ≤ C(‖u‖L2(D) + k)

oùC = C(d,Λ/λ, ν, q, d′), α = α(d,Λ/λ, νd′) > 0 etk = λ−1‖g‖q/2.

1.1.12 Théoriep

SoitD un ouvert borné deIRd. On s’intéresse maintenant à l’existence et à l’unicité d’une solution
u ∈ W 1,p

0 (D) à l’équationB(u, ϕ) = F (ϕ),∀ϕ ∈ W 1,q
0 (D) où B est une forme de Dirichlet

uniformément elliptique de la forme

B(ϕ, ψ) =
∑

|α|≤1
|β|≤1

(aαβD
αϕ,Dβψ),

dont les coefficients appartiennent àL∞(D) et ceux d’ordre maximal sont uniformément continus.
La théorieL2 repose essentiellement sur le fait que les espaces considérés sont des espaces de

Hilbert et l’on dispose donc d’une représentation des formes linéaires par le théorème de représen-
tation de Riesz.

L’idée pour la théorieLp est alors de suivre le raisonnement précédant en donnant tout d’abord
une représentation du dual deW 1,p

0 (D) puis de généraliser le théorème de Lax-Milgram.
Les démonstrations de certains résultats ne sont pas données mais se trouvent dans [Simader].
Dans toute cette section, on notera(ϕ, ψ)0 =

∫
ϕ(x)ψ(x) dx.

Théorème1.1.13(Théorème de représentation). Soient1 < p < ∞, 1 < q < ∞ des nombres
réels tels que1

p
+ 1

q
= 1, etm ≥ 1 un entier. Supposons que∂D est de classeCm.

Alors pour chaqueg ∈Wm,p
0 , on pose

∀f ∈Wm,q
0 , Fg(f) =

∑

|α|=m
(Dαg,Dαf)

△
= (f, g)m.

On définit ainsi une forme linéaire continue surWm,q
0 . Réciproquement, pour chaque forme

linéaireF surWm,q
0 , il existe un uniqueg ∈ Wm,p

0 tel que

∀f ∈Wm,q
0 , F (f) = (g, f)m.

De plus, il existe une constanteK = K(n,m, p,Ω) telle que:

K‖g‖Wm,p
0

≤ ‖F‖(Wm,q)∗ ≤ ‖g‖Wm,p
0
.

g est appelé l’élément générateur deF .



10 Ch. 1. Résultats préliminaires

On s’intéresse maintenant à une généralisation du théorèmede Lax-Milgram.

Théorème1.1.14. Soient1 < p < ∞, 1 < q < ∞ des nombres réels tels que1
p

+ 1
q

= 1. On

suppose∂D de classeC1. SoitB une forme bilinéaire continue surW 1,p
0 (D) ×W 1,q

0 (D).
Alors il existe deux opérateurs linéaires continusTr : W 1,r

0 (D) → W 1,r
0 (D) (r = p ou q) tels

que:
B(u, v) = (Tpu, v) = (u, Tqv)m

pour tout(u, v) ∈W 1,p
0 (D) ×W 1,q

0 (D). De plus, on a

‖Tr‖W 1,r
0 →W 1,r

0
≤
C

K

oùK est la constante du théorème précédent etC est la constante apparaissant dans la définition
de la continuité deB.

Si de plus, il existe deux constantesC1 > 0 etC2 > 0 telles que:

(1.7) ∀u ∈W 1,p
0 (D), C1‖u‖W 1,p

0
≤ sup

ϕ∈Sq

|B(u, ϕ)|

et

(1.8) ∀v ∈W 1,q
0 (D), C2‖v‖W 1,q

0
≤ sup

ψ∈Sp

|B(ψ, v)|,

oùSr désigne la boule unité deW 1,r
0 (D), alors les opérateursTr sont des isomorphismes topologiques

deW 1,r
0 (D). Plus précisément, pour chaqueF ∈ (W 1,q

0 )∗ (respG ∈ (W 1,p
0 )∗), il existe un

uniqueu ∈ W 1,p
0 (D) (respv ∈W 1,q

0 (D)) tel que

∀ϕ ∈ W 1,q
0 (D), B(u, ϕ) = F (ϕ)

(
∀ψ ∈ W 1,p

0 (D), B(ψ, v) = G(ψ)
)

avec‖u‖W 1,p
0

≤ 1
KC1

‖F‖(W 1,q)∗ (resp‖v‖W 1,q
0

≤ 1
KC2

‖G‖(W 1,p)∗).

Preuve :
La première partie du théorème résulte du théorème de représentation. Passons à la seconde partie.
Il est facile de voir que les opérateursTr sont à image fermée (vu (1.7)). Supposons par exemple
queTp(W

1,p
0 )  W 1,p

0 . Alors il existe une forme linéaireF surW 1,p
0 non nulle, s’annulant sur

Tp(W
1,p
0 ). D’après le théorème de représentation, il existew ∈ W 1,q

0 (D) \ {0} tel queF = Fw.
Alors ∀ϕ ∈ W 1,p

0 (D), on a

0 = F (Tp(ϕ))

= (Tpϕ,w)m

= B(ϕ,w)

Or, d’après (1.7), ceci entraînew = 0, ce qui est une contradiction�
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On suppose maintenant queD est un ouvert borné deIRd et que

B(ϕ, ψ) =
∑

i=1,d
j=1,d

∫

D

aij(x)Diϕ(x)Djψ(x) dx+
d∑

i=1

∫

D

bi(x)Diϕ(x)ψ(x) dx,

est une forme de Dirichlet elliptique, c’est-à-dire qu’il existeα > 0 tel que

∀ξ ∈ IRd,
∑

i,j=1,d

aijξiξj ≥ α|ξ|2

et que les coefficientsaij ∈ L∞(D) et sont lipschitziens surD. Il est alors clair queB définit une
forme linéaire continue surW 1,p

0 (D) ×W 1,q
0 (D) (les coefficients sont bornés).

La démarche à suivre est alors similaire à la méthodeL2. On montre (voir [Simader]) qu’il
existeλ0 ≥ 0 tel que∀λ ≥ λ0, la forme bilinéaire définie par

Bλ(u, v) = B(u, v) + λ(u, v)0, ∀(u, v) ∈W 1,p
0 (D) ×W 1,q

0 (D)

vérifie les hypothèses du théorème 1.1.14. Appliquant alorsl’alternative de Fredholm, on montre
que l’équation (F ∈ (W 1,q

0 (D))∗)

B(u, ϕ) = F (ϕ), ∀ϕ ∈W 1,q
0 (D)

a une solutionu ∈ W 1,p
0 (D) si et seulement siF (ψ) = 0 pour toutψ ∈ N , où

N =
{
ψ ∈ W 1,q

0 (D);B(ϕ, ψ) = 0,∀ϕ ∈ W 1,p
0 (D)

}
.

Si de plus, dim(N) = 0 alors cette solution est unique.

Pour déterminer l’allure deN , on voudrait appliquer le principe du maximum, qui n’a été
démontré que pour les fonctionsu ∈ W 1,2. Or, on a

Théorème1.1.15.Sous les hypothèses précédentes, soient1 < q <∞ etu ∈W 1,q
0 (D) tels que

B(ϕ, u) = 0, ∀ϕ ∈ C∞
0 (D)

Alorsu ∈W 1,q′

0 (D) pour toutq′ tel que1 < q′ <∞.

Preuve :
Soitλ0 le réel défini dans les lignes ci-dessus. On a

Bλ0(ϕ, u) = λ0(ϕ, u)0, ∀ϕ ∈ C∞
0 (D)

et soit
F (ϕ) = λ0(ϕ, u)0, ∀ϕ ∈ C∞

0 (D).
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Commeu ∈ W 1,q
0 (D), par le théorème de Sobolev-Kondrashov,u ∈ Lq1(D) pour q1 arbitraire

si q ≥ d et q1 = qd
d−q si q < d. Soit 1 < p1 < ∞ tel que 1

p1
+ 1

q1
= 1. Alors λ0u ∈ Lp1(D)

doncF ∈ (W 1,q1
0 )∗. Donc il existe un uniquev ∈ W 1,q1

0 (D) tel queBλ0(ϕ, v) = F (ϕ) pour tout
ϕ ∈ W 1,p1

0 (D). Commeq1 ≥ q, v ∈ W 1,q
0 (D) etBλ0(ϕ, u− v) = 0 pour toutϕ ∈ C∞

0 (D), ce qui
donneu = v ∈ Wm,q1

0 (D).
Dans le casq ≥ d, le théorème est démontré carq1 ≥ q peut être choisi arbitraire. Dans le

casq < d, si nous répétons l’argument précédent, on obtientu ∈ W 1,q2
0 (D) où q2 est arbitraire si

q1 ≥ d et q2 = dq1
d−q1 = dq

d−2q
. Soitk entier tel que(k − 1)q < d et kq ≥ d. Aprèsk étapes, on se

retrouve donc dans le casqk ≥ d et le théorème est démontré�

Soit alorsu ∈ N , le théorème précédent assure alors queu ∈ W 1,2
0 (D) et avec le principe du

maximum faible,u est nulle. Ainsi∀f ∈ Lp(D), il existe une unique solutionu ∈ W 1,p
0 (D) à

l’équation
B(u, ϕ) = (f, ϕ)0, ∀ϕ ∈ C∞

0 (D)

D’autre part, une généralisation immédiate du théorème 1.1.10 au casLp montre que
u ∈W 2,p

loc .

1.1.16 Le cas du tore

Soitf ∈ Lp(TTd). On veut résoudre le problème

Lu = f

sur le tore où
Lu =

∑

i,j

Dj(aijDiu) +
∑

i

biDiu.

Le raisonnement fait précédemment peut d’adapter au cas du tore jusqu’à l’alternative de Fred-
holm. En effet, le principe du maximum ne donne plus:Lu = 0 ⇒ u = 0. Par contre, en utilisant
la compacité du tore et ce même principe du maximum, on montreque les seules fonctions vérifiant
Lu = 0 sont les constantes. Comme

Dim(KerL∗) = Dim(KerL) = 1

et que
Im(L) = (Ker L∗)⊥

on en déduit qu’il existem ∈W 1,q(TTd) non nulle telle que l’équation

Lu = f

admette une solution si et seulement si
∫

TTd

f(x)m(x) dx = 0.
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Dans ce cas cette solution est unique à une constante additive près.
En ce qui concerne les dérivées secondes dans le cas du tore, on on obtient un résultat un

peu plus fort que sur un ouvert borné deIRd. En effet, commeTTd est uneC∞ variété réelle de
dimension d compacte,∀x ∈ TTd, il existe une carte locale(Ux, ψx) et un ouvertU ′

x ⊂ Ux tels que
x ∈ U ′

x etd(ψx(U ′
x), ∂ψx(Ux)) > 0. Comme

TTd =
⋃

x∈TTd

U ′
x

et que le tore est compact, on peut en extraire un sous-recouvrement fini du tore que l’on note
{x1, . . . , xN}. On applique alors les résultats de la section précédente eton obtient que siu ∈
W 1,p(TTd) vérifieLu = f alors∀i = 1, . . . , N , u|U ′

xi
∈W 2,p(U ′

xi
). Comme

TTd ⊂
N⋃

1=1

U ′
xi

le résultat est démontré.
Supposons maintenant quef ∈

⋂
p>1 L

p(TTd). Il est facile de vérifier que les fonctionsmp

définies ci-dessus sont en fait identiques et définissent uneseule et même fonctionm. Supposons
donc que ∫

TTd

f(x)m(x) dx = 0.

Il faut alors combiner les résultats obtenus pour chaquep et en remarquer que les solutions du
problème

(Wp) Il existeup ∈W 1,p(TTd) tel queB(up, ϕ) = (f, ϕ), ∀ϕ ∈W 1,q(TTd)

sont identiques (B est la forme bilinéaire associée àL). Notonsu la solution commune. Alors

u ∈
⋂

p>1

W 2,p(TTd).

Ceci nous permettra d’appliquer la formule de Krylov a des fonctions qui sont les solutions de ce
type de problème.

1.2 Le théorème de Hille-Yosida

On procède juste ici à quelques rappels. On peut trouver les démonstrations de tout ce qui va suivre
dans [Brezis].

Dans tout ce qui suit,H désigne un espace de Hilbert. SiA est un opérateur non-borné, on
désigne parD(A) son domaine de définition.
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Définition 1.2.1. Opérateurs monotones
SoitA : D(A) ⊂ H → H un opérateur linéaire non-borné.
On dit queA estmonotonesi

(Av, v) ≥ 0, ∀v ∈ D(A).

On dit queA estmaximal monotonesi de plusIm(I + A) = H ie

∀f ∈ H,∃v ∈ D(A), v + Av = f.

On a alors le théorème important suivant:

Théorème1.2.2. Hille-Yosida
SoitA un opérateur maximal monotone dans un espace de HilbertH. Alors pour toutu0 ∈ D(A),
il existe une fonction

u ∈ C1([0,+∞[;H) ∩ C([0,+∞[;D(A))

unique telle que

(1.9)

{
du
dt

+ Au = 0 sur [0,+∞[
u(0) = u0 (donnée initiale).

De plus on a

|u(t)| ≤ |u0| et

∣∣∣∣
du

dt
(t)

∣∣∣∣ = |Au(t)| ≤ |Au0|, ∀t ≥ 0

REMARQUE: (semi-groupes de contraction)
Soit t ≥ 0, on considère l’opérateur linéaire

SA(t) : D(A) → D(A)
u0 7→ u(t)

où u(t) est la solution donnée par le théorème précédent. Etant donné que|SA(t)u0| ≤ |u0|, on
peut prolongerSA(t) par continuité et densité en un opérateur linéaire continu deH dans lui-même.
On vérifie facilement que le prolongementSA(t) possède les propriétés suivantes:

1. Pour chaquet ≥ 0, SA(t) : H → H est une contraction.

2.
{
SA(t1 + t2) = SA(t1) ◦ SA(t2) ∀t1, t2 ≥ 0
SA(0) = I

3. lim
tց0

|SA(t)u0 − u0| = 0 ∀u0 ∈ H.

Une famille (S(t))t≥0 d’opérateurs deL(H) définie pour chaque valeur du paramètret ≥ 0 et
vérifiant1), 2), 3) est, par définition, unsemi-groupe continu de contraction.

On peut montrer (Hille-Yosida) qu’inversement, étant donné un semi-groupe continu de con-
traction(S(t))t≥0, il existe un opérateur monotone maximalA unique tel queS(t) = SA(t) pour
tout t ≥ 0.
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REMARQUE: SoitA un opérateur maximal monotone et soitλ ∈ IR. La résolution de l’équation
{

du
dt

+ Au+ λu = 0 sur [0,+∞[
u0 = u(0)

se ramène très simplement au théorème 1.2.2 grâce à l’artifice suivant. On pose

v(t) = eλtu(t).

Alors v vérifie {
dv
dt

+ Av = 0 sur [0,+∞[
u0 = v(0)

On va maintenant étudier plus en profondeur la régularité dela solutionu donnée par le
théorème 1.2.2. Pour cela on définit par récurrence l’espace

D(Ak) =
{
v ∈ D(Ak−1);Av ∈ D(Ak−1)

}
.

On vérifie aisément queD(Ak) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u, v)D(Ak) =
k∑

j=0

(Aju,Ajv).

Théorème1.2.3. On suppose queu0 ∈ D(Ak) aveck ≥ 2. Alors la solutionu du problème (1.9)
vérifie de plus

u ∈ Ck−j([0,+∞[;D(Aj)) pour j = 0, 1, . . . , k.

Le cas oùA est auto-adjoint est intéressant car il permet de s’affranchir de l’hypothèse
u0 ∈ D(A):

Théorème1.2.4.SoitA un opérateur maximal monotone et autoadjoint dans un espacede Hilbert
H. Alors pour toutu0 ∈ H, il existe une fonction

u ∈ C1(]0,+∞[;H) ∩ C(]0,+∞[;D(A)) ∩ C([0,+∞[;H)

unique telle que

(1.10)

{
du
dt

+ Au = 0 sur ]0,+∞[
u(0) = u0.

De plus on a

|u(t)| ≤ |u0| et

∣∣∣∣
du

dt
(t)

∣∣∣∣ = |Au(t)| ≤
1

t
|u0|, ∀t > 0

u ∈ Ck(]0; +∞[;D(Al))) ∀k, l entiers.

REMARQUE: Le théorème de Hille-Yosida reste valable dans un espace de BanachE avec des
opérateursA vérifiantD(A) = E et pour toutλ > 0, I + λA est bijectif deD(A) surE avec
‖(I + λA)−1‖L(E) ≤ 1.
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1.3 EDS dépendant d’un paramètre

On considère l’EDS suivante:

(1.11) Xx,s
t = x+

∫ t

s

b(r,Xx,s
r ) dr +

∫ t

s

σ(r,Xx,s
r ) dBr

où{Bt; t ≥ 0} est un mouvement brownien standard k-dimensionnel et

b : IR × IRd → IRd, σ : IR × IRd → IRd×k

sont des fonctions aléatoires progressivement mesurablesqui vérifient:
∀T > 0,∃K > 0 (qui dépend deT ) tel que:

(1.12) |b(t, x)| ≤ K(1 + |x|), |σ(t, x)| ≤ K(1 + |x|)

(1.13) |b(t, x) − b(t, x′)| ≤ K|x− x′|, |σ(t, x) − σ(t, x′)| ≤ K|x− x′|.

Théorème1.3.1. Soit (bα(t, x))α≥0, (σα(t, x))α≥0 deux familles de fonctions satisfaisant les hy-
pothèses (1.12) et (1.13) avec une constante K indépendantedeα. Soitxα une famille de variables
aléatoiresF0 mesurable vérifiantsup

α≥0
IE
[
|xα|

2
]
≤ C.

On suppose aussi que:∀N > 0,∀t ∈ [s, T ],∀ε > 0,

(1.14) lim
α↓0

IP

(
sup
|x|≤N

|σα(t, x) − σ0(t, x)| > ε

)
= 0,

(1.15) lim
α↓0

IP

(
sup
|x|≤N

|bα(t, x) − b0(t, x)| > ε

)
= 0.

On suppose également que:

(1.16) lim
α↓0

IE
(
|xα − x0|

2
)

= 0.

On noteXα
t la solution de:

(1.17) Xα
t = xα +

∫ t

s

bα(r,X
α
r ) dr +

∫ t

s

σα(r,X
α
r ) dBr.

Alors
sup
s≤t≤T

IE
[
|Xα

t −X0
t |

2
]
→ 0 lorsqueα ↓ 0.
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Preuve :
On suppose pour simplifier ques = 0. On écrit:

Xα
t −X0

t = ηαt +

∫ t

0

[bα(r,X
α
r ) − bα(r,X

0
r )] dr +

∫ t

0

[σα(r,X
α
r ) − σα(r,X

0
r )] dBr

où

ηαt = xα − x0 +

∫ t

0

[bα(r,X
0
r ) − b0(r,X

0
r )] dr +

∫ t

0

[σα(r,X
0
r ) − b0(r,X

0
r )] dr

En utilisant les hypothèses (1.12) et (1.13), on a:

IE
[
|Xα

t −X0
t |

2
]
≤ 2IE

[
|ηαt |

2
]
+ c

∫ t

0

IE
[
|Xα

r −X0
r |

2
]
dr

Si on prouve que
sup

0≤t≤T
IE
[
|ηα|2

]
→ 0 lorsqueα→ 0

le lemme de Gronwall assurera alors le résultat. Or

IE

[∣∣∣∣
∫ t

0

[bα(r,X
0
r ) − b0(r,X

0
r )] dr

∣∣∣∣
2
]
≤ tIE

[∫ t

0

|bα(r,X
0
r ) − b0(r,X

0
r )]|

2 dr

]

et l’intégrand de l’espérance est majoré par2K
∫ t

0
(1 + |X0

s |)
2 ds (qui est intégrable) et converge

en probabilité vers0 quandα → 0 vu (1.15). Le théorème de convergence dominée de Lebesgue
montre alors que

IE

[∣∣∣∣
∫ t

0

[bα(r,X
0
r ) − b0(r,X

0
r )] dr

∣∣∣∣
2
]
→ 0 lorsqueα→ 0.

En remarquant que

IE

[∣∣∣∣
∫ t

0

[σα(r,X
0
r ) − σ0(r,X

0
r )] dBr

∣∣∣∣
2
]

= IE

[∫ t

0

|σα(r,X
0
r ) − σ0(r,X

0
r )|

2 dr

]
,

le même type d’arguments montre que

IE

[∣∣∣∣
∫ t

0

[σα(r,X
0
r ) − σ0(r,X

0
r )] dBr

∣∣∣∣
2
]
→ 0 lorsqueα→ 0.

Finalement, en utilisant aussi (1.16), on obtient:

sup
0≤t≤T

IE
[
|ηαt |

2
]
→ 0 lorsqueα→ 0

d’où le résultat�

On suppose maintenant également que les applications

x 7→ b(t, x) etx 7→ σ(t, x)

sont de classeC1 pour toutt ≥ 0.
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Théorème1.3.2. Sous les hypothèses précédentes alors les dérivées∂Xx,s
t

∂xi
existent au sensL2(Ω)

et la fonctionY i
t =

∂Xx,s
t

∂xi
satisfait l’équation différentielle stochastique suivante:

(1.18) Y i
t = ei +

∫ t

s

Y i
r .∇xb(r,X

x,s
r ) dr +

∫ t

s

Y i
r .∇xσ(r,Xx,s

r ) dBr.

Preuve :
On supposei = 1 pour simplifier et on poseh = (h1, 0, . . . , 0) oùh1 6= 0. Alors:

Xx+h,s
t −Xx,s

t

h1

= e1 +
1

h1

∫ t

s

[b(r,Xx+h,s
r ) − b(r,Xx,s

r )] dr

+
1

h1

∫ t

s

[σ(r,Xx+h,s
r ) − σ(r,Xx,s

r )] dBr

L’EDS (1.18) admet une unique solution aveci = 1 que l’on appelleY 1. Nous allons terminer la
preuve en appliquant le théorème 1.3.1 avecα = h1. On remarque:

1

h1

∫ t

s

[b(r,Xx+h,s
r )−b(r,Xx,s

r )] dr =
1

h1

∫ t

s

(∫ 1

0

∇xb(X
x,s
r + u(Xx+h,s

r −Xx,s
r )) du

)

×
Xx+h,s
r −Xx,s

r

h1

dr.

On obtient également une expression similaire pour l’intégrale stochastique. Ainsi la fonction

Zα
t =

Xx+h,s
t −Xx,s

t

h1

satisfait l’équation (1.17) avec

bα(t, z) =

∫ 1

0

∇xb(X
x,s
t + uαz) du.z

bα(t, z) =

∫ 1

0

∇xσ(Xx,s
t + uαz) du.z

Si α = 0, on aZ0
t = Y 1

t .
On rappelle que l’on a∀T > 0,

IE

[
sup
s≤t≤T

|Xx,s
t −Xy,s

t |2
]
≤ C(|x− y|2 + |T − s|).

En utilisant ce rappel et la continuité de∇xb et∇xσ, on a bien (1.14) et (1.15) et le résultat découle
alors du théorème 1.3.1�

On énonce maintenant un théorème dont la preuve se ramène à laprécédente.
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Théorème1.3.3.Supposons que les dérivées partiellesDα
x b(t, x), D

α
xσ(t, x) existent, sont contin-

ues pour|α| ≤ 2 et vérifient

|Dα
x b(t, x)| + |Dα

x | ≤ K0(1 + |x|)β (|α| ≤ 2)

oùK0, β sont des constantes positives.
Alors les dérivées partielles∂X

x,s
t

∂xi∂xj
existent au sensL2(Ω) et elles satisfont le système différen-

tiel stochastique avec coefficients aléatoires obtenu en appliquant formellement ∂
2

∂xi∂xj
à la formule

(1.11).

Théorème1.3.4. Soitf(x) une fonction de classeC1 et satisfaisant

|Dαf(x)| ≤ C(1 + |x|β) (|α| ≤ 1)

oùC, β sont des constantes positives. On suppose également que leshypothèses du théorème 1.3.3
sont vérifiées pour|α| ≤ 1 et on pose

(1.19) Φ(x) = IE [f(Xx,s
t )] .

Alors Φ(x) est continûment différentiable et les dérivées peuvent être calculées en différentiant le
membre de droite dans (1.19) sous le signe intégral.

De plus, on a
|DαΦ(x)| ≤ C0(1 + |x|γ) |α| ≤ 1,

oùC0, γ sont des constantes positives.

Preuve :
Nous prouverons que

∂Φ

∂xi
= IE

[
∇f(Xx,s

t ) ·
∂Xx,s

t

∂xi

]
.

On suppose pour simplifier quei = 1 et posonsh = (h1, 0, . . . , 0). Alors

Φ(x+ h) − Φ(x) = IE
[
f(Xx+h,s

t ) − f(Xx,s
t )
]

= IE

[∫ 1

0

∇f(Xx,s
t + u(Xx+h,s

t −Xx,s
t )).(Xx+h,s

t −Xx,s
t ) du

]
.

Ainsi,

Φ(x+ h) − Φ(x)

h
= IE

[∫ 1

0

∇f(Xx,s
t + u(Xx+h,s

t −Xx,s
t )) du.

Xx+h,s
t −Xx,s

t

h

]
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Lorsqueh→ 0,
Xx+h,s
t −Xx,s

t

h
→

∂Xx,s
t

∂x1

dansL2(Ω).

Ensuite si l’on pose

ψh
△
=

∫ 1

0

∇f(Xx,s
t + u(Xx+h,s

t −Xx,s
t )) du

on aψh → ∇xf(Xx,s
t ) dansL2(Ω) carXx+h,s

s → Xx,s
t dansL2(Ω) donc en probabilité et par suite

ψh → ∇xf(Xx,s
t ) en probabilité. De plus en utilisant les majorations sur lesdérivées partielles de

f , il existeC1 tel que
IE
[
|ψh −∇xf(Xx,s

t )|4
]
≤ C1

et ceci entraîne queψh → ∇xf(Xx,s
t ) dansL2(Ω).

On peut itérer ce raisonnement pour obtenir des résultats sur des dérivées d’ordre supérieur�

1.4 Ergodicité et processus de Markov

1.4.1 Systèmes ergodiques

SoitS = (Ω,F , IP, θt) un système dynamique qui consiste en un espace de probabilité (Ω,F , IP)
et un groupe de transformations inversibles et mesurablesθt, t ∈ IR de Ω dansΩ préservant la
mesureIP:

∀A ∈ F ,∀t ∈ IR, IP (θtA) = IP (A)

Le groupeθt, t ∈ IR induit un groupe de transformations linéairesTt, t ∈ IR sur l’espace de Hilbert
H = L2(Ω,F , IP) par la formule

Ttξ(ω) = ξ(θtω),∀ξ ∈ H,∀ω ∈ Ω,∀t ∈ IR.

Nous noterons〈. , .〉 le produit scalaire surH. Il est clair que les opérateursTt, t ∈ IR sont unitaires
et queT ∗

t = T−t.
Un système dynamiqueS = (Ω,F , IP, θt) est dit continu si

lim
t→0

Ttξ = ξ,∀ξ ∈ H

Nous ne considérons par la suite que des systèmes dynamiquescontinus.

Définition 1.4.2. Un système dynamiqueS = (Ω,F , IP, θt) est ditergodiquesi

∀A,B ∈ F , lim
T→∞

1

T

∫ T

0

IP (θtA ∩B) dt = IP (A) IP (B)

ou bien de façon équivalente:

∀ξ, η ∈ H, lim
T→∞

1

T

∫ T

0

〈Ttξ, η〉 dt = 〈ξ, 1〉 〈1, η〉
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Nous aurons besoin par la suite de la caractérisation suivante des systèmes ergodiques:

Théorème1.4.3. SoitS un système dynamique continu. AlorsS est ergodique si et seulement si
les seules fonctionsTt-invariantes, ie telles queTtξ = ξ,∀t ∈ IR, sont les constantes.

Preuve :
Pour prouver le théorème 1.4.3 nous aurons besoin du théorème ergodique de Birkhoff dont la
preuve peut être trouvée dans n’importe quel ouvrage sur la théorie ergodique, par exemple cf
[Petersen] théorème 2.3 .

Théorème1.4.4(théorème ergodique de Birkhoff). Soit (Ω,F , IP) un espace de probabilité,θ :
Ω → Ω une transformation préservant la mesure. Alors∀ξ ∈ H = L2(Ω,F , IP) il existeξ∗ ∈ H
telle que

lim
n→∞

1

n

n−1∑

k=0

ξ(θk(ω)) = ξ∗(ω), IP p.s. et dansH.

De plus, on a
ξ∗(ω) = ξ∗(θ(ω)), IP p.s.

et
IE [ξ] = IE [ξ∗] .

Preuve du théorème 1.4.3:
Supposons que les constantes sont les seules fonctionsTt-invariantes. Nous allons montrer que:

∀ξ, η ∈ H, lim
T→∞

1

T

∫ T

0

〈Ttξ, η〉 dt = 〈ξ, 1〉 〈1, η〉

Pour tout nombre positifh, on définit

ξh =

∫ h

0

Ttξ dt,

et on considèreθh qui est une transformation préservant la mesure surΩ. Alors

1

n

n−1∑

k=0

ξh(θ
k
h(ω)) =

1

n

∫ nh

0

Ttξ(ω) dt, ω ∈ Ω,

et d’après le théorème de Birkhoff, il existeξ∗h ∈ H telle que

lim
n→∞

1

n

∫ nh

0

Ttξ dt = ξ∗h, dans H etIP p.s.

On en déduit que

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

Ttξ dt =
1

h
ξ∗h dans H etIP ps.
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En particulier, on aξ∗h = hξ∗1 et en utilisant le théorème 1.4.4,Thξ∗h = ξ∗h, ce qui donneThξ∗1 =
ξ∗1 ,∀h ≥ 0, et ainsiξ∗1 est une fonction constante égale à son espérance〈ξ, 1〉.

Réciproquement, siS est ergodique etTtξ = ξ pour toutt ≥ 0, on a∀ξ, η ∈ H

〈ξ, η〉 = lim
T→∞

∫ T

0

〈Ttξ, η〉 dt = 〈ξ, 1〉 〈1, η〉 = 〈〈ξ, 1〉 1, η〉

et on en déduit queξ = 〈ξ, 1〉 1 est une fonction constante�

SoitS un système dynamique continu. Un ensembleA ∈ F est dit invariant par rapport àS si

∀t ∈ IR, IP (θtA) = IP (A) = IP (θtA ∩ A) .

On a alors le résultat important suivant:

Théorème1.4.5. SoitS un système dynamique continu.S est ergodique si et seulement si pour
tout ensemble invariantA, on aIP (A) = 0 ou bienIP (A) = 1.

Preuve :
Si S est ergodique etA est invariant. AlorsTt11A = 11A IP p.s. , d’où

IP (A)2 = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

IP (θtA ∩ A) dt = IP (A)

et il en découle queIP (A) ∈ {0, 1}.
Réciproquement, siξ est une fonctionθt invariante pour toutt ∈ IR, alorsξ est constante

(facile à vérifier!) doncS est ergodique�

1.4.6 Systèmes canoniques et processus de Markov

Etant donné un processus de Markov{Xt, t ≥ 0} à valeurs dans un espace polonaisE possé-
dant une probabilité invarianteµ, on va lui associer, de manière unique, un système dynamique
(Ω,F , θt, IP

µ) sur l’espaceΩ = EIR.
On introduit alors un groupe de transformations mesurableset inversiblesθt, t ∈ IR deΩ dans

Ω:
θtω(s) = ω(t+ s), t, s ∈ IR.

On noteP µ la loi produit deµ surΩ. Le processus{Xt, t ≥ 0} est alors stationnaire:

IP (X ∈ θtΓ) = IP (X ∈ Γ) , ∀t ∈ IR,∀Γ ∈ B(E)⊗IR,

et les transformationsθt, t ∈ IR préserve la mesureIPµ. En conséquence, siµ est invariante, le
quadrupletSµ = (Ω,F , θt, IP

µ) définit un système dynamique associé à{Xt, t ≥ 0}.

Proposition 1.4.7. Le système dynamiqueSµ est continu:

lim
s→t

Tsξ = Ttξ, ξ ∈ Hµ.
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Preuve :
Il suffit de prouver l’assertion précédente pour toutξ appartenant à un sev dense deHµ = L2(Ω,F , µ⊗IR).
SoitH0 l’ensemble de tous lesξ de la forme

ξ(ω) = f(ω(t1), . . . , ω(tn)), ω ∈ Ω,

oùf est une fonction uniformément continue et bornée surEn et t1 < · · · < tn. H0 est dense dans
Hµ et siξ ∈ H0, alors soitε > 0 etδ > 0 le module d’uniforme continuité def pourε. On a pour
t > s

IEµ
[
|Tsξ − Ttξ|

2
]

≤ IEµ
[
|f(ω(t1 + t), . . . , ω(tn + t)) − f(ω(t1 + s), . . . , ω(tn + s))|2

]

≤ ε2IPµ (d(ω(ti + t), ω(ti + s)) < δ;∀i = 1, . . . , b)

+2‖f‖∞

n∑

i=1

IPµ (d(ω(ti + t), ω(ti + s)) ≥ δ)

≤ ε2 + 2‖f‖∞

n∑

i=1

IPµ (d(ω(ti + t), ω(ti + s)) ≥ δ)

Pour conclure, il suffit de montrer que

IPµ (d(ω(ti + t), ω(ti + s)) ≥ δ) −→
t↓s

0.

Or

IPµ (d(ω(ti + t), ω(ti + s)) ≥ δ) = IEµ [IPµ (d(ω(ti + t), ω(ti + s)) ≥ δ|Fs+ti)]

= IEµ [Pt−s(Xs+ti , B(Xs, δ)
c)]

d’après la propriété de Markov, oùPt(x, dy) désignent les probabilités de transition du processus
{Xt, t ≥ 0}. Or on a

lim
t↓s

Pt−s(x,B(x, δ)c) = 0,∀x ∈ IR

donc le théorème de convergence dominée de Lebesgue permet de conclure�

Nous prouvons maintenant le résultat principal concernantl’ergodicité d’une mesure invari-
ante. (µ est dite ergodique si le systèmeSµ est ergodique).

Théorème1.4.8. Soit{Xt, t ≥ 0} un processus de Markov etµ une mesure de probabilité invari-
ante. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) µ est ergodique.

(ii) Si ϕ ∈ L2(E, µ) etPtϕ = ϕ, µ p.s. pour toutt > 0 alorsϕ est constanteµ p.s. .

(iii) Si pour un ensembleΓ ∈ B(E) et pour toutt > 0, Pt11Γ = 11Γ, µ p.s. alorsµ(Γ) = 0 ou
µ(Γ) = 1.
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(iv) Pour toutϕ ∈ L2(E, µ),

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

Psϕds = 〈ϕ, 1〉 dansL2(E, µ).

Preuve :
Les équivalences(i) ⇔ (ii) ⇔ (iii) résultent de ce qui précède. Montrons que(i) ⇔ (iv).

Supposons tout d’abord queµ est ergodique. Soitϕ, ψ ∈ L2(E, µ) et définissons
ξ(ω) = ϕ(ω0), η(ω) = ψ(ω0), ω ∈ Ω. Grâce à l’ergodicité du système dynamiqueSµ,

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

〈Tsξ, η〉Hµ ds = 〈ξ, 1〉 〈1, η〉 .

Or

〈Tsξ, η〉Hµ = IEµ [ϕ(Xs)ψ(X0)]

= 〈Psϕ, ψ〉L2(E,µ)

d’où

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

Psϕds = 〈ϕ, 1〉 faiblement dansL2(E, µ).

Il reste à prouver que la convergence est forte. Soitϕ = 11Γ,Γ ∈ B(E). Nous avons alors
Psϕ(x) = Ps(x,Γ) et par invariance deµ,

∥∥∥∥
1

T

∫ T

0

Psϕds

∥∥∥∥ ≤
1

T

∫ T

0

‖Psϕ‖L2(E,µ) ds

= µ(Γ)

= ‖ϕ‖L2(E,µ)

Ainsi pourϕ = 11Γ,Γ ∈ B(E),

lim
T∞

1

T

∫ T

0

Psϕds = 〈ϕ, 1〉

fortement dansL2(E, µ). Comme les fonctions indicatrices forment un sous-ensembledense dans
L2(E, µ), on obtient (iv) pour toutϕ ∈ L2(E, µ).

Réciproquement supposons que(iv) soit vérifié et queϕ ∈ L2(E, µ) vérifie∀t ≥ 0, Ptϕ = ϕ
Alors

ϕ = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

Psϕds −−−→
T→∞

〈ϕ, 1〉L2(E,µ)

et ainsiϕ est constante�
Un exposé beaucoup plus complet de la théorie ergodique des processus markoviens peut être

trouvée dans [Da Prato & Zabczyk].
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1.5 Inégalités d’Aronson

Considérons l’opérateur différentiel du second ordre

L = ∇ · (a∇)

oùa : IRd →Md(IR) est mesurable, symétrique et satisfait la condition d’ellipticité:

λI ≤ a(.) ≤
1

λ
I

(au sens des matrices positives) oùλ ∈]0; 1]. Alors le processus de diffusion associé àL possède
une densitép(t, x, y) et on démontre qu’il existeM = M(λ, d) telle que

∀t > 0,∀x, y ∈ IRd,
1

Mtd/2
exp

(
−M |y − x|2/t

)
≤ p(t, x, y) ≤

M

td/2
exp

(
−|y − x|2/Mt

)
.

Ces estimations sont appelées les estimations d’Aronson.
Si l’on suppose également queb : IRd → IRd est une fonction mesurable bornée alors∀T > 0,

il existeM = M(λ, b, d, T ) telle que la densitép du processus de diffusion associé à l’opérateur

L =
1

2

∑

i,j

∂

∂xi

(
aij

∂

∂xj
.

)
+
∑

i

bi
∂

∂xi

vérifie également les inégalités suivantes pour0 < t ≤ T, x, y ∈ IRd,

1

Mtd/2
exp

(
−M |y − x|2/t

)
≤ p(t, x, y) ≤

M

td/2
exp

(
−|y − x|2/Mt

)
.

Pour les démonstrations de ces résultats, voir [Stroock1].

1.6 Temps de sortie d’un ouvert

Considérons le processus de diffusionXt associée à l’EDS

dXt = b(Xt) dt+ σ(Xt) dBt

où b, σ vérifient les conditions d’existence d’un tel processus et{Bt; t ≥ 0} est un mouvement
brownien standard d-dimensionnel sur un espace de probabilité (Ω,F , IP). On suppose de plus
quea = tσ · σ vérifie la condition d’ellipticité:

∃λ > 0,∀x ∈ IRd,∀ξ ∈ IRd, (a(x)ξ, ξ) ≥ λ|ξ|2.

SoitD un ouvert borné deIRd, on pose

τD = inf {t > 0;Xt 6∈ D} .

On note égalementFt = σ(Xs; s ≤ t) etF∞ = σ(Xs; s ≥ 0).
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Lemme1.6.1(Loi 0-1). SoitH ∈
⋂

t>0

Ft. Alors IPx (H) = 0 ou IPx (H) = 1.

Preuve :
Par la propriété de Markov forte, on a

IEx [θtη|Ft] = IEXt [η]

pour toute variable aléatoire bornéeF∞ mesurable surΩ. Ceci implique que
∫

H

θtη dIPx =

∫

H

IEXt [η] dIPx, ∀t.

On suppose tout d’abord queη = ηk = g1(Xt1) . . . gk(Xtk), où chaquegi est bornée et continue.
En faisant tendret vers 0, on obtient:

∫

H

η dIPx = lim
t→0

∫

H

θtη dIPx = lim
t→0

∫

H

IEXt [η] dIPx = IPx(H)IEx [η]

par la continuité de Feller du semi-groupe et le théorème de convergence dominée. En approximant
η par des fonctions de la formeηk on conclut

∫

H

η dIPx = IPx(H)IEx [η]

pour toute variable aléatoireF∞-mesurable bornéeη. Si l’on applique ceci àη = 11H on obtient

IPx(H) = IPx(H)2

et ceci termine la preuve�

Corollaire 1.6.2. Soity ∈ IRd. Alors

ou bienIPy (τD = 0) = 0 ou IPy (τD = 0) = 1.

Preuve :
H = {ω ∈ Ω; τD = 0} ∈

⋂
t>0 Ft �

En d’autres termes ou bien presque toutes les trajectoires partant dey restent dansD pour une
période de temps strictement positive ou bien presque toutes les trajectoires partant dey quittent
D immédiatement. Dans ce dernier cas nous dirons que le pointy est régulier ie

Définition 1.6.3. Un pointy ∈ IRd est dit régulier pourD (par rapport àXt) si

IPy (τD = 0) = 1.

Sinony est dit irrégulier.
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REMARQUE: Il est évident que la régularité d’un point est une propriétélocale. Ainsia ∈ ∂D est
régulier pourD si et seulement sia est régulier pour(a+B(0; r)) ∩D), pour unr > 0.

Poury ∈ IRd \ {0}, on définit le côneC(y, θ) de directiony et d’ouvertureθ par

C(y, θ) =
{
x ∈ IRd; (x, y) ≥ ‖x‖‖y‖ cos θ

}
.

Définition 1.6.4.On dira que le pointa ∈ ∂D satisfait la condition de cône de Zaremba s’il existe
y ∈ IRd \ {0} et0 < θ < π tel que le cône translatéa+ C(y, θ) soit contenu dansIRd \D.

Théorème1.6.5(Cône de Zaremba). Si un pointa ∈ ∂D satisfait la condition du cône de Zaremba
alors il est régulier.

Preuve :
On supposea + C(y, θ) ⊂ IRd \ D, oùy 6= 0 et 0 < θ < π. Soit t ≤ T , d’après les estimations
d’Aronson il existeM tel que∀t ≤ T ,

p(t, x, y) ≥
M

td/2
exp

(
−|y − x|2/Mt

)
.

Comme le changement de variablesz = x
M

√
t

envoie le cône dans lui-même, on a

IPa (Xt ∈ a+ C(y, θ)) ≥

∫

a+C(y,θ)

M

td/2
exp

(
−|y − a|2/Mt

)
dy

=

∫

C(y,θ)

M

td/2
exp

(
−|y|2/Mt

)
dy

=

∫

C(y,θ)

M exp
(
−|z|2

)
dz

△
= q > 0

où q est indépendant det. Or

IPa (τD ≤ t) ≥ IPa (Xt ∈ C(y, θ)) = q,

et en faisant tendret ↓ 0, on conclut queIPa (τD = 0) > 0. La régularité résulte alors de la loi 0-1
�.

REMARQUE: Si, pour una ∈ ∂D et pour unr > 0, le pointa satisfait la condition du cône de
Zaremba pour l’ensemble(a+B(0, r)) ∩D, alorsa est régulier pourD.

D’autre part, on remarque que la régularité d’un point ne dépend pas du processus de diffu-
sion considéré pourvu que ces conefficients vérifient les hypothèses ci-dessus et en particulier la
condition d’ellipticité.



Chapter 2

Homogénéisation en milieu périodique: cas
elliptique

Ce chapitre est consacré à la preuve des formules d’homogénéisation pour les opérateurs sous
forme divergence à coefficients périodiques. Les coefficients sont également supposés assez réguliers
pour que l’on puisse considérer le processus de diffusion comme solution de l’équation différen-
tielle stochastique associée. Une approche plus générale sans hypothèse de régularité des coeffi-
cients est possible à l’aide de la théorie des processus de Markov associés à une forme de Dirichlet
[Fukushima].

La condition d’ellipticité va jouer un rôle important dans ce chapitre. D’autre part, la périodic-
ité des coefficients va conduire à considérer un processus dediffusion sur le tore, ce qui permettra
d’utiliser la compacité de ce dernier, notamment en ce qui concerne l’existence d’une mesure in-
variante pour le processus de diffusion. On établit ensuiteun théorème ergodique pour ce processus
et à l’aide de la formule de Feynmann-Kac, on en déduit les propriétés d’homogénéisation.

2.1 Introduction

On considère l’EDS suivante:

(2.1) Xε
t = x+

∫ t

0

c

(
Xε
s

ε

)
ds+

1

ε

∫ t

0

b

(
Xε
s

ε

)
ds+

∫ t

0

σ

(
Xε
s

ε

)
dBs

où{Bt; t ≥ 0} est un mouvement brownien d-dimensionnel standard,
c : IRd → IRd, b : IRd → IRd etσ : IRd → IRd×d sont mesurables et bornées,
périodiques de période1 dans chaque direction. On suppose également que
σ(x), b(x) et c(x) sont localement lipschitziennes et que

(2.2)
d∑

j=1

∂aij
∂xj

∈ L∞(IRd), i = 1 . . . , d

De plus, on se place sous la condition suivante:

28
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Hypothèse2.1.1. CAS ELLIPTIQUE Il existeα > 0 tel que

a(x) ≥ α Id, ∀x ∈ IRd.

Soit X̃ε
t = 1

ε
Xε
ε2t. On remarque que:

X̃ε
t =

x

ε
+

1

ε

∫ ε2t

0

c(X̃ε
s/ε2) ds+

1

ε2

∫ ε2t

0

b(X̃ε
s/ε2) ds+

1

ε

∫ ε2t

0

σ(X̃ε
s/ε2) dBs.

Effectuons maintenant le changement de variabler = s/ε2. En ce qui concerne l’intégrale stochas-
tique, si l’on poseBε

r = 1
ε
Bε2r (c’est un mouvement brownien), on a

1

ε

∫ ε2t

0

σ(X̃ε
s/ε2) dBs =

∫ t

0

σ(X̃ε
r ) dB

ε
r

Ainsi on obtient

(2.3) X̃ε
t =

x

ε
+ ε

∫ t

0

c(X̃ε
r ) dr +

∫ t

0

b(X̃ε
r ) dr +

∫ t

0

σ(X̃ε
r ) dB

ε
r .

Comme il y a unicité en loi pour les solutions des EDS, indépendamment du brownien considéré,
on oubliera par la suite la dépendance enε du brownien.

Ce qui va suivre concerne l’étude des propriétés ergodiques des processus
{
X̃ε
t ; t ≥ 0

}
ε≥0

.

Comme les coefficients de (2.3) sont périodiques, nous considérerons le processus
{
X̃ε
t ; t ≥ 0

}

comme un processus de diffusion (et donc un processus markovien) à valeurs dans le toreTTd =
IRd/ZZd. En fait, la projection sur le tore du processus de diffusionsolution de (2.3) à valeurs dans
IRd est solution de l’EDS (2.3) considérée comme équation sur letore. On remarque également

que le générateur infinitésimal du processus
{
X̃ε
t ; t ≥ 0

}
est l’opérateur du second ordre suivant:

Lε =
1

2

d∑

i,j=1

aij(x)
∂2

∂xi∂xj
+

d∑

i=1

(bi(x) + εci(x))
∂

∂xi

=
1

2

d∑

i,j=1

∂

∂xj

(
aij(x)

∂

∂xi
.

)
+

d∑

i=1

(b̃i(x) + εci(x))
∂

∂xi
(2.4)

où b̃i(x) = bi(x) −
1

2

d∑

i=1

∂aij
∂xj

(x) et l’adjointL∗
ε deLε est:

(2.5) L∗
ε =

1

2

d∑

i,j=1

∂

∂xj

(
aij(x)

∂

∂xi
.

)
−

d∑

i=1

∂

∂xi

(
(b̃i(x) + εci(x)) .

)
.
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2.2 Mesure invariante

Nous prouvons tout d’abord:

Lemme 2.2.1. ∀ε ≥ 0, le processus de diffusion à valeurs dansTTd {Xε
t ; t ≥ 0} possède une

mesure invarianteµε.

Preuve :
Le résultat provient du fait que

{
X̃ε
t ; t ≥ 0

}
est un processus de Feller homogène à valeurs dans

un ensemble compact.
Soitν la loi deX̃ε

0 . Pour chaquet > 0,Γ sous-ensemble borélien deTTd, soit

µt(Γ) =
1

t

∫ t

0

IPν

(
X̃ε
s ∈ Γ

)
ds

Comme{µt; t > 0} est une famille de probabilités sur un ensemble compactTTd, il existe une
suite(tn)n croissant vers∞ et une mesure de probabilitéµ surTTd (Banach-Alaoglu + la suite est
tendue) telles que

µtn −→ µ, n→ ∞.

Soitf ∈ C(TTd). L’applicationx 7→ IEx

[
f(X̃ε

t )
]

est continue. Ainsi

IEν

[
f(X̃ε

t )
]

= lim
n→∞

IEµtn

[
f(X̃ε

t )
]

= lim
n→∞

1

tn

∫ tn

0

IEν

[
Pt(f)(X̃ε

s )
]
ds

= lim
n→∞

1

tn

∫ tn

0

IEν

[
f(X̃ε

t+s)
]
ds

= lim
n→∞

1

tn

∫ t+tn

t

IEν

[
f(X̃ε

s )
]
ds

= lim
n→∞

1

tn

∫ t+tn

0

IEν

[
f(X̃ε

s )
]
ds

=

∫

TTd

f(x) dµ(x)

etµ est invariante�

L’unicité de la mesure invariante va résulter d’un résultatun peu plus fort. Prouvons tout
d’abord

Proposition 2.2.2.∀ε ∈ [0, 1], le processus de Feller homogène
{
X̃ε
t ; t ≥ 0

}
possède une densité

de transitionpε(t, x, y) qui est telle que pour chaquet > 0, il existect > 0 tel que

pε(t, x, y) ≥ ct, ∀ε ∈ [0, 1],∀x, y ∈ TTd
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Preuve :
Sous les hypothèses du cas elliptique, ceci résulte des inégalités d’Aronson (section 1.5) qui as-
surent que pour une diffusion à valeurs dansIRd avec un générateur de forme divergence non
dégénéré,

(2.6)
1

Mtd/2
exp(−M |y − x|2/t) ≤ pε(t, x, y) ≤

M

td/2
exp(−|y − x|2/Mt).

La densité du processus sur le tore étant supérieure à celle du processus surIRd, on a bien le résultat
�

Nous avons maintenant besoin du

Lemme2.2.3. Pour toutt > 0 etx, x′ ∈ TTd, on a

‖pε(t, x, .) − pε(t, x
′, .)‖L1(TTd) ≤ 2(1 − c1)

[t]

Preuve :
Définissons tout d’abord un couplage de(Xx

n , X
x′

n , n = 0, . . . , [t]). Considérons une application
Fε : TTd × [0, 1] → TTd, telle que siη possède une distribution uniforme sur[0, 1], la variable
aléatoireFε(x, η) possède la densité de probabilitépε(1,x,y)−c1

1−c1 .
Soit (U1, ξ1, η1, η

′
1, . . . , Un, ξn, ηn, η

′
n, . . . ) des variables aléatoires indépendantes telles que les

variables aléatoiresξn sont uniformément distribuées surTTd, les variablesηn, η′n sont uniformé-
ment distribuées sur[0, 1] et

Un =

{
1 avec probabilitéc1
0 avec probabilité1 − c1

On définit alors les suitesXx
n , X

x′

n , n ≥ 1 par récurrence. Pour toutn ≥ 0, siXx
n = Xx′

n , alors on
poseXx

n+1 = Xx′

n+1 = Fε(X
x
n , ηn+1), sinon on pose

{
Xx
n+1 = Un+1ξn+1 + (1 − Un+1)Fε(X

x
n , ηn+1)

Xx′

n+1 = Un+1ξn+1 + (1 − Un+1)Fε(X
x′

n , η
′
n+1)

On montre par récurrence queXx
n etXx′

n ont bien les lois voulues. Ainsi on a

IP
(
Xx
n 6= Xx′

n

)
= IP (U1 = 0, . . . , Un = 0) = (1 − c1)

n.

De façon similaire, on définitFt−[t](x, .) de telle sorte queFt−[t](x, η) possède la densité de
probabilitépε(t− [t], x, y) et siXx

[t] = Xx′

[t] alors on poseXx′

t = Xx′

t = Ft−[t](X
x
[t], η[t]+1), sinon

{
Xx
t = Ft−[t](X

x
[t], η[t]+1)

Xx′

t = Ft−[t](X
x′

[t] , η
′
[t]+1)
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On a alors
IP
(
Xx
t 6= Xx′

t

)
= IP

(
Xx

[t] 6= Xx′

[t]

)
= (1 − c1)

[t].

Or: ∫

TTd

|pε(t, x, y) − pε(t, x
′, y)| dy = sup

A⊂TTd

|IP (Xx
t ∈ A) − IP(Xx′

t ∈ A)|

≤ 2IP
(
Xx
t 6= Xx′

t

)

≤ 2(1 − c1)
[t]

d’où le résultat�

Corollaire 2.2.4. Les probabilités de transition convergent en variation totale vers la mesure in-
variante à la vitesse exponentielle.

Preuve :
On a:

‖µεt(x, .) − µε∞‖TV =

∫

TTd

|pε(t, x, y) − pε(y)| dy

=

∫

TTd

|pε(t, x, y) −

∫

TTd

pε(t, x
′, y) dµ(x′)| dy

=

∫

TTd

|

∫

TTd

(pε(t, x, y) − pε(t, x
′, y)) dµ(x′)| dy

≤ 2(1 − c1)
[t]

�

Corollaire 2.2.5. La mesure invariante est unique.

Preuve :
Soitµε etνε deux mesures invariantes. Alors:

‖µε − νε‖TV = sup
A⊂TTd

|µε(A) − νε(A)|

= sup
A⊂TTd

|µε(P ε
t A) − νε(P ε

t A)|

= sup
A⊂TTd

∣∣∣∣
∫

A

(∫

TTd

pε(t, x, y) dµ
ε(x) −

∫

TTd

pε(t, x
′, y) dνε(x′)

)
dy

∣∣∣∣

=

∫

TTd

|

∫

TTd

pε(t, x, y) dµ
ε(x) −

∫

TTd

pε(t, x
′, y) dνε(x′)| dy

=

∫

TTd

|

∫

TTd

∫

TTd

pε(t, x, y) dµ
ε(x) dνε(x′)

−

∫

TTd

∫

TTd

pε(t, x
′, y) dνε(x′) dµε(x)| dy

≤

∫

TTd

∫

TTd

∫

TTd

|pε(t, x, y) − pε(t, x
′, y)| dy dνε(x′) dµε(x)

≤ 2(1 − c1)
[t]
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pour toutt > 0 �

Corollaire 2.2.6. Il existe une constanteρ > 0 telle que pour toutε ≥ 0 etf ∈ L∞(TTd),
∣∣∣∣IE
[
f(X̃ε

t )
]
−

∫

TTd

f(x) dµε(x)

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖L∞(TTd)e
−ρ[t]

Preuve :
Résulte immédiatement des corollaires précédents�

REMARQUE: Les calculs fait précédemment montrent aussi que
∣∣∣∣IEx

[
f(X̃ε

t )
]
−

∫

TTd

f(x) dµε(x)

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖L∞(TTd)e
−ρ[t]

uniformément enx ∈ TTd.

2.3 Mesure invariante: 2eme méthode

On va exposer une autre façon d’obtenir le corollaire 2.2.6.Reprenons le travail effectué à la
section 1.1 avecH1(TTd) (= W 1,2(TTd)). Nous voyons que l’opérateurTλ du théorème 1.1.4 est,
pourλ ≥ λ0, en fait l’inverse deλ− L et est lié au semi-groupePt par

Tλf(x) =

∫ ∞

0

e−λtIEx

[
f(X̃t)

]
dt.

SoitL∗ l’adjoint formel deL:

(2.7) L∗ =
1

2

∑

1≤i,j≤d

∂

∂xi

(
ai,j(x)

∂

∂xj
.

)
−

d∑

i=1

∂

∂xi
(bi . )

Rappel de la section 1.1:
En utilisant l’alternative de Fredholm aux opérateursTλ pourλ assez grand, on obtient que

les espacesKer L et Ker L∗ sont tous deux de dimension finie et de même dimension. Or d’après
le principe du maximum 1.1.6 page 4 et la périodicité des fonctions, le premier de ces noyaux est
formé des constantes sur le tore. Il est donc de dimension 1. En conséquence, il existe une solution
m ∈ H1(TTd) \ {0} à l’ équation

L∗m = 0.

Lemme2.3.1. Cette solutionm peut être choisie positive et telle que
∫

TTd

m(x) dx = 1.
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Preuve :
Soitλ ≥ λ0 etu la solution de l’équation

(λ− L∗)u = λ|m|.

On remarque que
(λ− L∗)(u+m) = λ(|m| +m),

(λ− L∗)(u−m) = λ(|m| −m).

Or siu est positive,Tλu est positive. Ainsiu ≥ m etu ≥ −m, d’oùu ≥ |m|. D’autre part, on a
∫

TTd

L∗u(x) dx = 〈L∗u, 1〉 = 〈u, L1〉 = 0.

Ainsi,
∫

TTd u(x) dx =
∫
TTd |m|(x) dx doncu = |m| presque partout. En reportant dans la première

équation, cela nous donne
L∗|m| = 0.

On peut donc choisirm positive non nulle. Par suite, on peut aussi fixer
∫

TTd

m(x) dx = 1

et cette dernière condition assure l’unicité d’une telle fonctionm �

Proposition 2.3.2. La mesure de probabilitém est invariante pour le semi-groupe(Pt)t.

Preuve :
En effet,

∂

∂t

∫

TTd

Ptf(x)m(x) dx =

∫

TTd

LPtf(x)m(x) dx =

∫

TTd

Ptf(x)L∗m(x) dx = 0

etP0f(x) = f(x) �

On montre alors que la densité de probabilitém est bornée de la façon suivante:

Corollaire 2.3.3. Il existe deux constantes strictement positivesδ etK telles que

δ ≤ m(x) ≤ K, pp.

Preuve :
SoitE = {x;m(x) < δ} où δ est donné par les estimations d’Aronson, ie

p(1, x, y) ≥ δ, ∀x, y ∈ TTd.
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Si par l’absurde la mesure de Lebesgue deE est strictement positive, alors

δ|E| =

∫

TTd

δ11E(x) dx

>

∫

TTd

11E(x)m(x) dx

=

∫

TTd

∫

TTd

p(1, x, y)11E(y)m(x) dx dy

≥ δ|E|

d’où une contradiction. Le même raisonnement conduit àm(x) ≤ K pour presque toutx ∈ TTd
�

Lemme2.3.4. Pour toutu ∈ L∞(TTd) ∩Dom(L),

(2.8) (Lu, u)L2
m(TTd) = −

1

2
(a∇u,∇u)L2

m(TTd)

Preuve :
Soitϕ ∈ C∞(TTd), alors

ε(ϕ,mϕ) =
1

2
(a∇ϕ,∇(mϕ))L2(TTd) − (b.∇ϕ,mϕ)L2(TTd)

=
1

2
(a∇ϕ,∇(m)ϕ)L2(TTd) +

1

2
(a∇ϕ,m∇ϕ))L2(TTd) − (b.∇ϕϕ,m)L2(TTd)

=
1

2
(a∇ϕϕ,∇m)L2(TTd) +

1

2
(a∇ϕ,∇ϕ))L2

m(TTd) −
1

2
(b.∇(ϕ2),m)L2(TTd)

=
1

4
(a∇(ϕ2),∇m)L2(TTd) +

1

2
(a∇ϕ,∇ϕ))L2

m(TTd) +
1

2
(∇(ϕ2), bm)L2(TTd)

=
1

2
(a∇ϕ,∇ϕ))L2

m(TTd) −
1

2
(ϕ2, L∗m)L2(TTd)

=
1

2
(a∇ϕ,∇ϕ))L2

m(TTd)

CommeC∞(TTd) est dense dansH1
0 (TTd), l’égalité précédente est vrai pour

ϕ ∈ H1(TTd) �

On introduit maintenant la famille d’opérateursLε = L+ ε

d∑

i=1

ci
∂

∂xi
qui sont les générateurs

des processus
{
X̃ε
t ; t ≥ 0

}
. On note(P ε

t )t les semi-groupes respectifs de ces processus de diffu-

sion sur le tore.

Proposition 2.3.5. Il existe deux constantesK etρ qui dépendent seulement dea, b, c, d telles que:

sup
x∈TTd

∣∣∣∣IEx

[
f(X̃ε

t )
]
−

∫

TTd

f(x)m(x) dx

∣∣∣∣ ≤ K‖f‖L2(TTd)e
−C(ε)t
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oùC(ε) converge versρ lorsqueε tend vers 0.

Preuve :
Soit f ∈ C∞

0 (TTd) telle que
∫

TTd f(x)m(x) dx = 0. Soit δε(t) = ‖P ε
t f‖

2
L2

m(TTd)
. A l’aide du

corollaire 2.3.3 et du lemme 2.3.4, on a

dδε

dt
(t) = 2

〈
∂P ε

t f

∂t
, P ε

t f

〉

L2
m(TTd)

= 2 〈LεP
ε
t f, P

ε
t f〉L2(TTd)

= −

∫

TTd

〈a∇P ε
t f,∇P

ε
t f〉m(x) dx+ ε

∫

TTd

d∑

i=1

ci(x)
∂P ε

t

∂xi
(x)P ε

t f(x)m(x) dx

≤ −λ‖∇P ε
t f‖

2
L2

m(TTd)
+ ε‖c‖∞‖∇P ε

t f‖L2
m(TTd)‖P

ε
t f‖L2

m(TTd)

En combinant le résultat du corollaire 2.3.3 et l’inégalitéde Poincarré, on obtient

‖∇P ε
t f‖L2

m(TTd) ≥
δC

K
‖P ε

t f‖L2
m(TTd)

d’où
dδε

dt
(t) ≤ −C(ε)δε(t),

avecC(ε) convergeant versρ > 0. Commeδε(0) = ‖f‖L2
m(TTd), on a

δε(t) ≤ ‖f‖L2
m(TTd) exp(−C(ε)t) ≤ K‖f‖L2(TTd) exp(−C(ε)t).

Le résultat est démontré par densité�

2.4 Le théorème ergodique

On notera{Xε
t ; t ≥ 0} la solution de l’EDS (2.1). On appellerapε la densité de la mesure invari-

anteµε de
{
X̃ε
t ; t ≥ 0

}
et on écrirap pourp0.

Proposition 2.4.1. Soitf ∈ L∞(TTd). On désigne par{Xε
t ; t ≥ 0} le processus solution de (2.1).

Alors

IE

[(∫ t

0

f

(
Xε
s

ε

)
ds− t

∫

TTd

f(x)p(x) dx

)2
]
→ 0

quandε→ 0.

Preuve :
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Remarquons tout d’abord que pour toute fonctiong intégrable, on a
(∫ b

a

g(x) dx

)2

= 2

∫ b

a

g(x)

∫ x

a

g(y) dy dx

(d’après le théorème de Fubini).
On remarque, quitte à poser

f = f −

∫

TTd

f(x)p(x) dx,

qu’il suffit de démontrer le résultat pour les fonctionsf telles que
∫

TTd

f(x)p(x) dx = 0.

Soitf ∈ L∞(TTd) telle que ∫

TTd

f(x)p(x) dx = 0.

PosonsAε =
∫
TTd f(x)pε(x) dx. Etant donné le théorème sur les EDS à paramètres, la fonction

ε 7→ X̃ε
t ∈ L2(TTd) est continue donc

Aε −−→
ε→0

0.

0n a alors

IE

[(∫ t

0

f
(
X̃ε
u

)
du

)2
]

= 2IE

[∫ t

0

∫ s

0

f(X̃ε
s )f(X̃ε

u) du ds

]

= 2

∫ t

0

∫ s

0

IE
[
IE
[
f(X̃ε

s )|Fu

]
f(X̃ε

u)
]
du ds

= 2

∫ t

0

∫ s

0

IE
[
(Ps−uf)(X̃ε

u)f(X̃ε
u)
]
du ds

≤ 2‖f‖L∞(TTd)

∫ t

0

∫ s

0

IE
[
(Ps−uf)(X̃ε

u)
]
du ds

(2.2.6)
= 2c‖f‖2

L∞(TTd)

∫ t

0

∫ s

0

e−ρ(s−u) du ds

+2c‖f‖2
L∞(TTd)

∫ t

0

∫ s

0

∫

TTd

f(x)pε(x) dx du ds

= 2c‖f‖2
L∞(TTd)

ρ−2(−1 + ρt+ e−ρt) + c‖f‖2
∞t

2Aε.

En conséquence,

IE



(
ε2

∫ t/ε2

0

f(X̃ε
u) du

)2

 ≤ 2c‖f‖2

L∞(TTd)
ρ−2(−ε4 + ρε2t+ ε4e−ρt/ε

2

) + c‖f‖2
∞t

2Aε → 0

lorsqueε→ 0 �
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REMARQUE: On peut aussi montrer à l’aide de la remarque 2.2 que l’on a

IEx

[(∫ t

0

f

(
Xε
s

ε

)
ds− t

∫

TTd

f(x)p(x) dx

)2
]
→ 0

uniformément enx ∈ IRd.

2.5 L’equation de Poisson

Le corollaire 2.2.6 va nous servir à exprimer les solutions de l’équation de Poisson sur le toreTTd,
associée à l’opérateurL.
On note maintenantp = p0, µ = µ0 et X̃ = X̃0.

Le problème est le suivant. Soitf ∈ L∞(TTd), qui satisfait

(2.9)
∫

TTd

f(x)p(x) dx = 0.

CommeL est un opérateur non-borné fermé à domaine dense, il existe (voir [Brezis] page 28) une
solutionf̂ unique à une constante additive près telle que:

(2.10) Lf̂(x) + f(x) = 0, x ∈ TTd.

On fixe cette constante en imposant

(2.11)
∫

TTd

f̂(x) dµ(x) = 0.

Cette façon de fixer la constante sert, à l’aide de la proposition 2.4.1, à garantir l’intégrabilité de
la fonctionu(t, x) du théorème suivant.

Théorème2.5.1. Soitf ∈ L∞(TTd) qui satisfait la condition (2.9). Alorŝf définie par

f̂(x) =

∫ ∞

0

IEx

[
f(X̃t)

]
dt

est une solution de(2.10). De plus, on a

f̂ ∈
⋂

p≥1

W 2,p(TTd).

Preuve :
Considérons l’équation aux dérivées partielles parabolique suivante

{
∂
∂t
u(t, x) − Lu(t, x) = 0, t > 0, x ∈ TTd

u(0, x) = f(x), x ∈ TTd
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Cette équation a une solution dans

C(IR+;L2(TTd)) ∩ C1(IR∗
+;L2(TTd)) ∩ C(IR∗

+;H1(TTd))

qui est donnée par la formule de Feynmann-Kac :u(t, x) = IEx

[
f(X̃t)

]
.

D’après le corollaire 2.2.6 avecε = 0, u(t, .) → 0 dansL∞(TTd) à la vitesse exponentielle
lorsquet→ ∞ et si l’on posev(t, x) =

∫ t
0
u(s, x) ds on a:

‖v(t, .)‖∞ = sup
x∈TTd

|v(t, x)| ≤ C

et

v(t, x) → v(x) =

∫ ∞

0

IEx

[
f(X̃t)

]
dt, quandt→ ∞.

D’après le théorème de Banach-Alaoglu, il existe une suite(tn)n telle quetn ր ∞ etv(tn, .) → v
pour la topologie *-faible deL∞(TTd).
Commeu(t, x) = f(x) + Lv(t, x), on a:

∀ϕ ∈ C∞(TTd), (u(tn), ϕ) = (v(tn), L
∗ϕ) + (f, ϕ)

et en faisant tendren vers∞, on obtient que:

∀ϕ ∈ C∞(TTd), (v, L∗ϕ) + (f, ϕ) = 0.

Or on sait déjà quev ∈ L2(TTd) et

∀ϕ ∈ C∞(TTd), (f̂ , L∗ϕ) + (f, ϕ) = 0,

donc
∀ϕ ∈ C∞(TTd), (v − f̂ , L∗ϕ) = 0.

d’où v − f̂ ∈ (Im(L∗))⊥ dansL2(TTd), etv − f̂ ∈ ker(L) ie v = f̂ a une constante additive près
et comme

∫

TTd

v(x)p(x) dx =

∫

TTd

∫ ∞

0

Ptf(x) dt p(x) dx

=

∫ ∞

0

∫

TTd

Ptf(x)p(x) dx dt

=

∫ ∞

0

∫

TTd

f(x)p(x) dx dt

= 0

on a bienf̂ =
∫∞
0

IEx

[
f(X̃t)

]
∈ H1(TTd).

Pour obtenir le fait quev ∈
⋂
p≥1W

2,p(TTd) voir la section 1.1�
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2.6 Homogénéisation des EDP paraboliques linéaires

Les fonctionsa, b, c vérifient les conditions des sections précédentes. Considérons des fonctions
e et f : IRd → IR mesurables et bornées, périodiques de période 1 dans chaquedirection et
g ∈ C(IRd) qui croît au plus polynômialement en l’infini. Pour toutε > 0, on considère l’équation
aux dérivées partielles:

(2.12)





∂uε(t, x)

∂t
= Lεu

ε(t, x) + (
1

ε
e(
x

ε
) + f(

x

ε
))uε(t, x), t > 0, x ∈ IRd,

uε(0, x) = g(x), x ∈ IRd

où

Lε =
1

2

d∑

i,j=1

aij

(x
ε

) ∂2

∂xi∂xj
+

d∑

i=1

(
1

ε
bi

(x
ε

)
+ ci

(x
ε

)) ∂

∂xi
.

On suppose que

∀i = 1, . . . , d,

∫

TTd

bi(x) dµ(x) = 0, et
∫

TTd

e(x) dµ(x) = 0,

oùµ est la probabilité invariante du processusX̃t = X̃0
t , t ≥ 0 de générateur donné par

L =
1

2

d∑

i,j=1

aij (x)
∂2

∂xi∂xj
+

d∑

i=1

bi(x)
∂

∂xi
.

Si l’on pose

Y ε
t =

∫ t

0

[
1

ε
e

(
Xε
s

ε

)
+ f

(
Xε
s

ε

)]
ds, t ≥ 0,

alors la solution de (2.12) est donnée d’après la formule de Feynmann-Kac par

uε(t, x) = IE [g(Xε
t ) exp(Y ε

t )]

oùXε
t est la solution de (2.1).

Soit

ê(x) =

∫ ∞

0

IEx

[
e(X̃t)

]
dt, b̂i(x) =

∫ ∞

0

IEx

[
bi(X̃t)

]
dt, i = 1, . . . , d, x ∈ TTd

les solutions des équations de Poisson

Lê+ e(x) = 0, Lb̂i(x) + bi(x) = 0, i = 1, . . . , d.

On pose:

A =

∫

TTd

(I + t∇b̂).a.(I + ∇b̂)(x) dµ(x)

C =

∫

TTd

(I + t∇b̂)(c+ a.∇ê)(x) dµ(x)

D =

∫

TTd

(
1

2
t∇ê.a∇ê+ f + t∇ê.c

)
(x) dµ(x)
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En utilisant les formules d’Itô et de Feynmann-Kac, on montre que

u(t, x) = IE
[
g(x+ Ct+ A

1
2Bt)

]
eDt

est la solution de

(2.13)





∂u(t, x)

∂t
=

1

2

d∑

i,j=1

Aij
∂2u(t, x)

∂xi∂xj
+

d∑

i=1

Ci
∂u(t, x)

∂xi
+Du(t, x)

u(0, x) = g(x), x ∈ IRd

Théorème2.6.1. Pour toutt ≥ 0, x ∈ IRd, on a

uε(t, x) → u(t, x)

lorsqueε→ 0.

Preuve :
PosonsX

ε

t =
Xε

t

ε
,

X̂ε
t = Xε

t + ε
(
b̂(X

ε

t) − b̂
(x
ε

))

Ŷ ε
t = Y ε

t + ε
(
ê(X

ε

t) − ê
(x
ε

))

Rappelons que d’après le théorème 2.5.1, les fonctionsê et b̂i, i = 1, . . . , d sont bornées sur le tore.
Ainsi on a|X̂ε

t −Xε
t | + |Ŷ ε

t − Y ε
t | ≤ Cε et la limite deuε(t, x) est la même que

ûε(t, x) = IE
[
g(X̂ε) exp(Ŷ ε)

]
.

Nous savons aussi par le théorème 2.5.1 que les fonctionsê et b̂i, i = 1, . . . , d appartiennent à⋂

p≥1

W 2,p(TTd). On applique alors une extension de la formule d’Itô due à Krylov (voir [Krylov])

qui donne

ê(X
ε

t)−ê
(x
ε

)
=

1

ε

∫ t

0

t∇ê(X
ε

s) ·

(
1

ε
b(X

ε

s)+c(X
ε

s)

)
ds+

1

ε

∫ t

0

t∇ê(X
ε

s) · σ(X
ε

s) dBs

+
1

2ε2

∫ t

0

d∑

i,j=1

aij(X
ε

s)
∂2ê

∂xi∂xj
(X

ε

s) ds

=
1

ε

∫ t

0

t∇ê(X
ε

s) ·

(
1

ε
b(X

ε

s)+c(X
ε

s)

)
ds+

1

ε

∫ t

0

t∇ê(X
ε

s) · σ(X
ε

s) dBs

−
1

ε2

∫ t

0

t∇ê(X
ε

s) · b(X
ε

s) ds−
1

ε2

∫ t

0

e(X
ε

s) ds

=
1

ε

∫ t

0

(
t∇ê(X

ε

s) · c(X
ε

s)−
1

ε
e(X

ε

s)

)
ds+

1

ε

∫ t

0

t∇ê(X
ε

s).σ(X
ε

s) dBs
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ce qui donne

Ŷ ε
t =

∫ t

0

(
t∇ê(X

ε

s) · c(X
ε

s) + f(X
ε

s)
)
ds+

∫ t

0

t∇ê(X
ε

s) · σ(X
ε

s) dBs.

Introduisons une nouvelle probabilité̃IP (qui dépend deε) définie par:

dĨP

dIP
|Ft = exp

(∫ t

0

(t∇ê · σ)(X
ε

s) dBs −
1

2

∫ t

0

(t∇ê · a · ∇ê)(X
ε

s) ds

)
.

Alors

uε(t, x) = ĨE

[
g(X̂ε

t ) exp

(∫ t

0

(t∇ê · c+ f +
1

2
t∇ê · a · ∇ê)(X

ε

s) ds

)]
.

En procédant aveĉXε
t comme aveĉY ε

t , on obtient:

X̂ε
t = x+

∫ t

0

(
c(X

ε

s) + t∇b̂ · c(X
ε

s)
)
ds+

∫ t

0

(
σ(X

ε

s) + t∇b̂ · σ(X
ε

s)
)
dBs,

ce qui peut encore s’écrire:

X̂ε
t = x+

∫ t

0

(I + t∇b̂)(c+ a.∇ê)(X
ε

s) ds+

∫ t

0

(I + t∇b̂)σ(X
ε

s) dB̃s

où

B̃t = Bt −

∫ t

0

(tσ.∇ê)(X
ε

s) ds.

En fait, d’après le théorème de Girsanov,ĨP est une probabilité sous laquellẽBt est un mouvement
brownien standard d-dimensionnel.

Admettons pour le moment le lemme suivant:

Lemme2.6.2. Les convergences suivantes ont lieu enĨP probabilité, pour toutt ≥ 0

(i) sup
0≤s≤t

∣∣∣∣
∫ s

0

(I + t∇b̂)(c+ a.∇ê)(X
ε

r) dr − Cs

∣∣∣∣→ 0

(ii)
∫ t′

t

(I + t∇b̂).a.(I + ∇b̂)(X
ε

s) ds→ A(t′ − t)

(iii)
∫ t

0

(f + t∇ê.c+
1

2
t∇ê.a.∇ê)(X

ε

s) ds→ Dt

Etant donnée la partie (i) du lemme 2.6.2, il suffit, pour montrer que le processus
{
X̂ε
t ; t ≥ 0

}

converge en loi quandε→ 0 vers le processus gaussien
{
x+ Ct+ A

1
2Bt; t ≥ 0

}
,

de montrer le lemme suivant:
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Lemme2.6.3. On a: ∫ .

0

(I + t∇b̂).σ(X
ε

s) dB̃s → A1/2B. ,

lorsqueε→ 0 au sens de la convergence en loi dans l’espaceC([0, t]; IRd).

Le théorème résulte alors de (iii), du fait queIE
[
g(x+ Ct+ A1/2Bt)e

Dt
]
<∞ �

Preuve du lemme 2.6.2:
On remarque tout d’abord par la proposition 2.4.1 que (i) (sans le sup), (ii) et (iii) ont lieu sous
IP. Il reste à montrer que ce résultat reste vrai sousĨP (qui dépend en fait deε). Montrons le par
exemple pour (ii).

On pose pour une constanteη > 0

Kε =

{∣∣∣∣∣

∫ t′

t

(I + t∇b̂).a.(I + ∇b̂)(X
ε

s) ds− A(t′ − t)

∣∣∣∣∣ ≥ η

}

On sait déjà que
lim
ε→0

IP (Kε) = 0.

On noteZε
t = deIP

dIP
|Ft. En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a:

ĨP(Kε) = ĨE [11Kε ] = IE [Zε
t 11Kε ] ≤ IP (Kε)

1/2 IE
[
(Zε

t )
2
]
.

Or si l’on poseϕs = t∇ê.σ(X
ε

s) on a

IE
[
(Zε

t )
2
]

= IE

[
exp

(
2

∫ t

0

ϕs dBs −

∫ t

0

‖ϕs‖
2 ds

)]

= IE

[
exp

(
2

∫ t

0

ϕs dBs − 4

∫ t

0

‖ϕs‖
2 ds

)
exp

(
3

∫ t

0

‖ϕs‖
2 ds

)]

C−S
≤ IE

[
exp

(
4

∫ t

0

ϕs dBs−8

∫ t

0

‖ϕs‖
2ds

)] 1
2

IE

[
exp

(
6

∫ t

0

‖ϕs‖
2 ds

)] 1
2

prop2.4.1

≤ IE

[
exp

(
6t

∫

TTd

t∇ê.a.∇ê(x)p(x) dx

)]
(1 + o(1))

On a utilisé que∇ê est borné. En effet, on sait quee ∈
⋂

p≥1

W 2,p(TTd) ⊂ C1(Ω) d’après les

injections sur les espaces de Sobolev.

Pour ce qui est de (i), le même raisonnement montre qu’il suffit de le vérifier sousIP. Pour
cela, on définit̃c = (I + t∇b̂)(c + a.∇ê), Cε

t =
∫ t

0
c̃(X

ε

t) ds, C
ε,p
t = Cε

[tp]/p pourp ∈ IN. Nous
avons alors:

sup
s≤t

|Cε
s − Cs| ≤

2

p
‖c̃‖∞ + sup

s≤t
|Cε,p

s − C[sp]/p|.



44 Ch. 2. Homogénéisation en milieu périodique: cas elliptique

De la première remarque de la preuve résulte le fait que pourp fixé le second terme tend vers0 en
probabilité, et le premier terme tend trivialement vers0 quandp→ ∞, et cela donne (i)�

Preuve du lemme 2.6.3:
• Nous allons tout d’abord montrer que les lois surC([0, t]; IRd) des processus

M ε
. =

∫ .

0

(I + t∇b̂)σ(X
ε

r) dB̃r, ε > 0

(sousĨPε) forment une famille tendue de probabilités surC([0, t]; IRd). Définissons pour cela le
module de continuité deM ε:

ωε(δ) = sup
0≤s,r≤t
|s−r|≤δ

|M ε
s −M ε

t |, ∀δ > 0

et montrons ensuite que∀η > 0,∃δ > 0,∀ε > 0,

ĨPε(ωε(δ) > η) ≤ η.

Soitη > 0 et0 < δ < 1. Pour0 ≤ i < t
δ

on pose

F ε
i =

{
sup

iδ<s≤(i+1)δ∧t
|M ε

s −M ε
iδ| >

η

3

}
.

Alors

ĨPε(ωε(δ) > η) ≤
∑

0≤i<t/δ
ĨPε(F

ε
i )

≤
t

δ
sup

0≤i<t/δ
ĨPε(F

ε
i )

On poseρεs = (I + t∇b̂) · a · (I + ∇b̂)(X
ε

s). En utilisant les inégalités de Markov et Davis-
Burkholder-Gundy pourp > 2, on a

ĨPε(F
ε
i ) ≤ Cη−pĨEε



(∫ (i+1)δ∧t

iδ

|ρεs|
2 ds

)p/2



≤ C ′η−pδp/2,

et en combinant les deux dernières inégalités on obtient,

ĨPε(ωε(δ) > η) ≤ Cη−pδp/2−1

et on obtient le résultat désiré en choisissantδ = (ηp+1/C)2/(p−2) ∧ 1.
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Montrons maintenant que la famille est bien tendue. Soitη > 0. Vu ce qui précède,∀n ∈
IN,∃δn > 0,∀ε > 0, ĨPε(ωε(δn) > η2−n) ≤ η2−n.
On pose alors

K =
⋂

n∈IN∗

⋃

δ>0

{
f ∈ C([0, t]; IRd) ; ωf (δ) ≤ 2−nη etf(0) = 0

}
.

Le fait que∀f ∈ K, f(0) = 0 et l’équicontinuité assure queK est borné dansC([0, t]; IRd) et le
théorème d’Ascoli permet de conclure queK est compact. De plus

ĨPε(K) ≥ ĨPε

(
⋂

n∈IN∗

{
f ∈ C([0, t]; IRd) ; ωε(δn) ≤ η2−n

}
)

= 1 − ĨPε

(
⋃

n∈IN∗

{
ωε(δn) > η2−n

}
)

≥ 1 −
∑

n≥1

ĨPε

(
ωε(δn) > η2−n

)

≥ 1 −
∑

n≥1

η

2n

= 1 − η

ce qui montre bien que la famille est tendue.
• Il ne reste alors plus qu’à montrer que le processus

{
A1/2Bt; t ≥ 0

}
est l’unique valeur d’adhérence

de cette famille quandε → 0. Soit{Mt; t ≥ 0} une valeur d’adhérence de cette famille pourε →
0, c’est-à-dire qu’il existe une suite(εn)n qui converge vers0 telle que∀t > 0 et∀Φ: C([0, t]; IRd) →
IR continue bornée, on a

ĨE [Φ(Mεn)] → IE [Φ(M)] quandn→ ∞.

L’uniforme intégrabilité des variablessup
[0,t]

|M ε
s |

2 (les coefficients sont bornés) assure que(Ms)0≤s≤t

est un processus tel quesup
0≤s≤t

IE(|Mt|
2) <∞. D’autre part, si l’on fixe0 ≤ s < r ≤ t et si l’on se

donne une fonctionψs continue et bornée surC([0, s]; IRd), on remarque que:

ĨE [(M ε
r −M ε

s )ψs(M
ε)] = 0

donc en passant à la limite pourεn → 0:

IE [(Mr −Ms)ψs(M)] = 0

ce qui assure du fait de l’orthogonalité des accroissementsqueM est une martingale (continue).
En procédant de même, on a

ĨE
[
(M ε

r ·
tM ε

r −M ε
s ·

tM ε
s )ψs(M

ε
s )
]

= ĨE

[
ψs(M

ε)

∫ r

s

ρεv dv

]
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d’où l’on tire en utilisant le lemme 2.6.2:

IE
[
(Mr

tMr −Ms
tMs)ψs(Ms)

]
= IE [ψs(M)]A(r − s)

et on en déduit alors que le processus croissant associé àM est{As; 0 ≤ s ≤ t}.
PosonsN = A−1/2M . Nous avons montré queN est une martingale continue telle que

{Ns
tNs − sI; 0 ≤ s ≤ t} soit une martingale. Le théorème de Lévy assure alors queN est un

mouvement brownien standard d-dimensionnel�



Chapter 3

Homogénéisation en milieu périodique: cas
dégénéré

Ce chapitre concerne l’homogénéisation des opérateurs sousforme divergence à coefficients péri-
odiques mais ne vérifiant plus la condition d’ellipticité. Pour obtenir des résultats similaires au
chapitre précédent sans cette condition, nous compenserons en supposant les coefficients réguliers
et en supposant que les probabilités de transition du processus de diffusion vérifient une condition
de Doeblin. La démarche que nous suivrons alors est quasi-similaire au chapitre précédent.

3.1 Introduction

Soit ε > 0, on note toujours{Xx,ε
t } la solution de l’EDS:

(3.1) Xx,ε
t = x+

∫ t

0

[
c

(
Xx,ε
s

ε

)
+

1

ε
b

(
Xx,ε
s

ε

)]
ds+

∫ t

0

σ

(
Xx,ε
s

ε

)
dBs,

oùc, b, σ sont périodiques de classeC1. On noteraXε
t pourXx,ε

t . On définit comme précédemment
X̃ε
t = 1

ε
Xε
ε2t qui vérifie l’EDS

(3.2) X̃ε
t =

x

ε
+

∫ t

0

(
εc(X̃ε

s ) + b(X̃ε
s )
)
ds+

∫ t

0

σ(X̃ε
s ) dBs,

et qui est toujours considéré comme processus à valeurs dansle toreTTd.

Hypothèse3.1.1. Cas dégénéré

i) b, c, σ sont périodiques de classeC1.

ii) Si a = σ.tσ alors
d∑

i,j=1

∂aij
∂xi∂xj

∈ L1(TTd).

47
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iii) On appellepε(t, x, dz) la probabilité de transition du processus de Markov
{
X̃ε
t

}
à valeurs

dans le toreTTd. On suppose que la condition de Doeblin suivante est satisfaite:
∃t0 > 0,∃α > 0 et il existe une probabilité sur le toreq tels que∀ε ∈ [0, 1] ,∀x ∈ TTd,∀A
borélien deTTd,

pε(t, x, A) ≥ α

∫

A

dQ.

iv) On suppose qu’il existet1 > 0 tel que pour toute fonctionf ∈ Cb(TT
d), l’application

x 7→

∫

TTd

f(y)p(t1, x, dy)

est de classeC1 et qu’il existe des mesures signéesqi(t1, x, .), i = 1, . . . , d, continues par
rapport àx telles que

∂

∂xi

∫

TTd

f(y)p(t1, x, dy) =

∫

TTd

f(y)qi(t1, x, dy)

REMARQUE: Cette dernière hypothèse sert à garantir la dérivabilité dessolutions de l’équation de
Poisson sur le tore. Nous pouvons nous affranchir de cette hypothèse dès que l’on dispose d’un
autre moyen pour prouver cette dérivabilité.

On noteL le générateur infinitésimal de
{
X̃, t ≥ 0

}
:

L =
1

2

d∑

i,j=1

aij(x)
∂2

∂xi∂xj
+

d∑

i=1

bi
∂

∂xi

=
1

2

d∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂

∂xj

)
+

d∑

i=1

b̃i
∂

∂xi

pù b̃i(x) = bi(x) −
1

2

d∑

j=1

∂

∂xj
ai,j(x).

3.2 Mesure invariante

En utilisant les mêmes arguments qu’au chapitre 2 c’est-à-dire le fait que
{
X̃ε
t

}
est un processus

de Feller à valeurs dans un ensemble compact, on montre que ceprocessus admet une mesure
invariante.

Dans le chapitre 2, on avait utilisé les estimations d’Aronson pour obtenir l’unicité et une
estimation de la vitesse de convergence vers cette mesure. Ces arguments étant propres au cas
elliptique, il faut maintenant trouver d’autres solutions. C’est la condition de Doeblin qui va
permettre de retrouver les mêmes résultats toujours avec une méthode de couplage.
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Lemme3.2.1. Pour toutx, x′ ∈ TTd et pour toutt > 0 on a

‖pε(t, x, .) − pε(t, x
′, .)‖V T ≤ 2(1 − c1)

[t].

Preuve :
Soit t0, α > 0 etq donnés par la condition de Doeblin. On noteQ la probabilitéq(x) dx sur le tore.
On reprend maintenant en partie les grands axes de la démonstration correspondante du chaptitre
2.
Définissons tout d’abord un couplage de(X̃ε,x

nt0 , X̃
ε,x′

nt0 , n = 0, . . . , [t]). Considérons une application
Fε : TTd × [0, 1] → TTd, telle que siη possède une distribution uniforme sur[0, 1], la variable
aléatoireFε(y, η) suit la loi de probabilité: 1

1−α(pε(t0, x, dz) − αQ.
Soit (U1, ξ1, η1, η

′
1, . . . , Un, ξn, ηn, η

′
n, . . . ) des variables aléatoires indépendantes telles que les

variables aléatoiresξn aient pour loi de probabilitéQ surTTd, les variablesηn, η′n sont uniformé-
ment distribuées sur[0, 1] et

Un =

{
1 avec probabilitéα
0 avec probabilité1 − α

On définit alors les suites̃Xx
nt0
, X̃x′

nt0
, n ≥ 1 par récurrence. Pour toutn ≥ 0, si X̃x

nt0
= X̃x′

nt0
, alors

on poseX̃x
(n+1)t0

= X̃x′

(n+1)t0
= Fε(X̃

x
nt0
, ηn+1), sinon on pose

{
X̃x

(n+1)t0
= Un+1ξn+1 + (1 − Un+1)Fε(X̃

x
nt0
, ηn+1)

X̃x′

(n+1)t0
= Un+1ξn+1 + (1 − Un+1)Fε(X̃

x′

nt0
, η′n+1)

On montre par récurrence quẽXx
nt0

et X̃x′

nt0
ont bien les lois voulues. Ainsi on a

IP
(
X̃x
nt0

6= X̃x′

nt0

)
= IP (U1 = 0, . . . , Un = 0) = (1 − α)n.

De façon similaire, on définitFt−t0[t/t0](x, .) de telle sorte queFt−t0[t/t0](x, η) possède la den-
sité de probabilitépε(t − t0[t/t0], x, y) et si X̃x

t0[t/t0] = X̃x′

t0[t/t0] alors on poseX̃x′

t = X̃x′

t =

Ft−t0[t/t0](X̃
x
t0[t/t0], η[t/t0]+1), sinon

{
X̃x
t = Ft−t0[t/t0](X̃

x
t0[t/t0], η[t/t0]+1)

X̃x′

t = Ft−t0[t/t0](X̃
x′

t0[t/t0], η
′
[t/t0]+1)

On a alors
IP
(
X̃x
t 6= X̃x′

t

)
= IP

(
X̃x
t0[t/t0] 6= X̃x′

t0[t/t0]

)
= (1 − α)[t/t0].

Or on a:

‖pε(t, x, dy) − pε(t, x
′, dy)‖V T = sup

A⊂TTd

|IP
(
X̃x
t ∈ A

)
− IP

(
X̃x′

t ∈ A
)
|

≤ 2IP
(
X̃x
t 6= X̃x′

t

)

≤ 2(1 − α)[t/t0]
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d’où le résultat�

Comme précédemment, on en déduit l’unicité de la mesure invariante mais aussi les deux

résultats suivants oùµε désigne la mesure invariante du processus
{
X̃ε
t ; t ≥ 0

}
.

Proposition 3.2.2. Le trou spectral
Il existeρ > 0 tel que∀ε ∈ [0, 1] et∀f ∈ L∞(TTd),

∣∣∣∣IE
[
f(X̃ε

t )
]
−

∫

TTd

f(x) dµε(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖∞e
−ρ[t].

Théorème3.2.3. Le théorème ergodique
Sif ∈ L∞(TTd) et si{Xε

t ; t ≥ 0} désigne la solution de (3.1), on a∀t > 0,

IE

[(∫ t

0

f

(
Xε
s

ε

)
ds− t

∫

TTd

f(x) dµ(x)

)2
]
→ 0

lorsqueε→ 0.

3.3 L’équation de Poisson

Soitf ∈ C(TTd) telle que ∫

TTd

f(x) dµ(x) = 0.

Nous voulons résoudre l’EDP

(3.3) Lf̂(x) + f(x) = 0, x ∈ TTd.

On dira quef̂ est une solution de l’équation de Poisson (3.3):
• ausens intégralsi f̂ ∈ C(TTd) et∀t ≥ 0,

f̂(x) = IEx

[
f̂(X̃0

t )
]

+

∫ t

0

IEx

[
f(X̃0

s )
]
ds,

• ausens faiblesi f̂ ∈ C1(TTd) et∀ϕ ∈ H1(TTd)

−ε(f̂ , ϕ) +

∫

TTd

f(x)ϕ(x) dx = 0,

où

ε(f, g) =

∫

TTd

(
〈a.∇f,∇g〉 −

〈
b̃,∇f

〉
g
)

(x) dx.
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Théorème3.3.1. Sous les hypoyhèses 3.1.1 i) et iii), sif ∈ C(TTd) satisfait
∫

TTd

f(x) dµ(x) = 0,

alors

f̂(x) =

∫ ∞

0

IEx

[
f(X̃0

t )
]
dt

est une solution de l’équation de Poisson (3.3) au sens intégral.

Preuve :
D’après le théorème 3.2.2, la fonctiont 7→ IEx

[
f(X̃0

t )
]

est bien intégrable surIR+ donc f̂ est

bien définie. De pluŝf est continue d’après les propriétés de continuité des solutions des EDS et
le théorème de continuité sous l’intégrale, l’hypothèse dedomination étant assurée par le théorème
3.2.2.

Il reste à montrer que c’est bien une solution de l’équation de Poisson au sens intégral. Pour
cela, on remarque avec la propriété de Markov du processus que:

f̂(x) =

∫ t

0

IEx

[
f(X̃0

s )
]
ds+

∫ ∞

t

IEx

[
f(X̃0

s )
]
ds

=

∫ t

0

IEx

[
f(X̃0

s )
]
ds+

∫ ∞

0

IEx

[
f(X̃0

s−t)
]
ds

=

∫ t

0

IEx

[
f(X̃0

s )
]
ds+

∫ ∞

0

IEx

[
IEX̃0

t

[
f(X̃0

s )
]]

ds

=

∫ t

0

IEx

[
f(X̃0

s )
]
ds+ IEx

[∫ ∞

0

IEX̃0
t

[
f(X̃0

s )
]
ds

]

=

∫ t

0

IEx

[
f(X̃0

s )
]
ds+ IEx

[
f̂(X̃0

t )
]

�

Théorème3.3.2. Sous les hypothèses 3.1.1, sif ∈ C1(TTd) satisfait la condition

∫

TTd

f(x) dµ(x) = 0,

alors

f̂(x) =

∫ ∞

0

IEx

[
f(X̃0

t )
]
dt

est de classeC1 et c’est une solution de l’équation de Poisson 3.3 au sens faible.

Preuve :
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La première affirmation est établie de la façon suivante.

f̂(x) =

∫ t1

0

IEx

[
f(X̃0

s )
]
ds+

∫

TTd

f̂(y)p(t1, x, dy).

La différentiabilité du second terme résulte de l’hypothèse 3.1.1 iv) alors que le premier terme
peut être différentié grâce au théorème 1.3.4.

Montrons maintenant quêf est bien une solution au sens faible de l’équation de Poisson.
∀n ≥ 1, soit

f̂n(x) =

∫ ∞

0

IEx

[
fn(X̃

n
t )
]
dt,

où X̃n
t est solution de la même EDS quẽXt sauf queσ est remplacé parσ + n−1I et

fn(x) = f(x) −

∫

TTd

f(x) dµn(x),

oùµn désigne la mesure invariante dẽXn. D’après les résultats du chapitre 2,f̂n ∈ W 2,p(TTd) et
est une solution au sens faible de l’équation de Poisson correspondante. Or pourn assez grand les
probabilités de transition dẽXn

t satisfont la condition de Doeblin avecα/2 à la place deα (par
continuité des solutions des EDS par rapport au paramètre, voir théorème 1.3.1). En conséquence,
le théorème 3.2.2 reste valable pourX̃n

t avec unρ indépendant den.
Remarquons que ∫

TTd

f(x) dµn(x) →

∫

TTd

f(x) dµ(x)

lorsquen→ ∞. Ceci résulte de
∣∣∣∣
∫

TTd

f(x) dµn(x)−

∫

TTd

f(x) dµ(x)

∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣
∫

TTd

f(x) dµn(x) − IE
[
f(X̃n

t )
]∣∣∣∣

+
∣∣∣IE
[
f(X̃n

t )
]
−IE

[
f(X̃t)

]∣∣∣

+

∣∣∣∣IE
[
f(X̃t)

]
−

∫

TTd

f(x) dµ(x)

∣∣∣∣

≤ 2‖f‖∞e
−ρ[t] +

∣∣∣IE
[
f(X̃n

t )
]
− IE

[
f(X̃t)

]∣∣∣

Le premier terme tend vers 0 ent∞ indépendamment den et le second terme se traite à l’aide du
théorème 1.3.1 àt fixé.
On déduit de tout cela que∀η > 0,∃T > 0 tel que∀n ∈ IN∗,

∣∣∣∣
∫ ∞

T

IEx

[
fn(X̃

n
t )
]
dt

∣∣∣∣ ≤ η.

D’un autre côté, par les mêmes arguments de continuité par rapport au paramètre et le fait que∫
TTd f(x) dµn(x) →

∫
TTd f(x) dµ(x), on a par le théorème de convergence dominée:

∫ T

0

IEx

[
fn(X̃

n
t )
]
dt→

∫ T

0

IEx

[
f(X̃t)

]
dt,
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lorsquen→ ∞.
Ainsi

f̂n → f̂(x) pour toutx ∈ TTd, quandn→ ∞,

et |f̂n(x)| ≤ C, ∀n ∈ IN, ∀x ∈ TTd.

CommeLn = (L+ 1
2n

(tσ + σ) + 1
2n2 I)

(
∂2

∂xi∂xj

)
i,j

et∀ϕ ∈ C2(TTd),

∫

TTd

f̂n(x)[L
∗
nϕ(x)] dx+

∫

TTd

fn(x)ϕ(x) dx = 0,

Or sous nos hypothèsesL∗ ∈ L1(TTd) et les autres termes tendent vers0 lorsquen → ∞. Il reste
alors en passant à la limite enn∞:

−ε(f̂ , ϕ) +

∫

TTd

f(x)ϕ(x) dx = 0, ∀ϕ ∈ C2(TTd)

et il s’ensuit quef̂ est bien une solution au sens faible de l’équation de Poisson�

3.4 Homogénéisation des EDP elliptiques

SoitD un ouvert borné et régulier deIRd. Définissons

τε = inf
{
t ≥ 0, Xε

t 6∈ D
}
.

Soitα ≥ 0 tel que∀x ∈ D,

(3.4) sup
ε>0

IEx [exp(ατε)] <∞.

Nous supposerons quef est continue et qu’il existeδ > 0 tel que:

(3.5) f(x) ≤ (α− δ)+, ∀x ∈ TTd

REMARQUE: Ces deux conditions vont nous servir à établir une certaine uniforme intégrabilité.
La condition (3.4) est toujours satisfaite avecα = 0, auquel cas (3.5) nécessitef ≤ 0.

On noteLε le générateur du processus{Xε
t ; t ≥ 0}. On rappelle le fait bien connu suivant:

Proposition 3.4.1. La solution de viscosité de l’EDP elliptique

{
Lεu

ε(x) + f
(
x, x

ε

)
uε(x) = 0, x ∈ D
uε(x) = g(x), x ∈ ∂D,

est donnée par la formule de Feynman-Kac

uε(x) = IEx

[
g(Xε

τε) exp

(∫ τε

0

f(Xε
s ) ds

)]
.
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On définit

A =

∫

TTd

(I + t∇b̂).a.(I + ∇b̂)(x) dµ(x),

B =

∫

TTd

(I + t∇b̂).c(x) dµ(x),

D =

∫

TTd

f(x) dµ(x),

L =
1

2

∑

i,j

Aij
∂2

∂xi∂xj
+
∑

i

Bi
∂

∂xi

Proposition 3.4.2. On a la convergence en loi suivante:Xε → X lorsqueε→ 0, où

Xt = x+Bt+ A1/2Bt, t ≥ 0.

Preuve :
La preuve est similaire à celle du théorème 3.5.1 de la section suivante�

Supposons de plus queA satisfait l’hypothèse suivante

(3.6) A est définie positive

et rappelons un lemme sur la discontinuité de la fonction quià une trajectoire associe son premier
temps de sortie d’un ouvertD. SoitΘ la fonction

Θ : C([0; +∞[; IRd) −→ IR+

x 7−→

{
+∞ si x(t) ∈ D, ∀t ≥ 0,
inf {t ≥ 0|x(t) 6∈ D} sinon

Lemme 3.4.3. Si Θ est discontinue au poinx de l’espace
(
C([0; +∞[; IRd); ‖.‖∞

)
, alors soitx

ne quitte jamaisD, soitx atteint la frontière∂D à un certain tempsτ et il existeα > 0 tel que
x(t) ∈ D pour t ∈ [Θ(x); Θ(x) + α].

Preuve :
On prouve tout d’abord queΘ est semi-continue inférieurement. Soit(xε)ε>0 une famille de
fonctions continues convergeant uniformément sur tout compact de[0; +∞[. Supposons quet0 =
lim infε→0 Θ(xε) est finie. Alors il existe une sous-suite(εn)n telle queΘ(xεn) −−−→

n→∞
t0. En

remarquant que

|x(t0) − xεn(Θ(xεn))| ≤ |x(t0) − x(Θ(xεn))| + |x(Θ(xεn)) − xεn(Θ(xεn))| −−−→
n→∞

0

et quexεn(Θ(xεn)) appartient à la frontière∂D (qui est un ensemble fermé), on en déduit que
x(t0) est aussi sur la frontière∂D et donc queΘ(x) ≤ t0.
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Soit maintenant une suite de fonctions continues(xε)ε>0 qui convergent uniformément sur tout
compact de[0; +∞[ versx et telle que pour toutε > 0, Θ(x) < Θ(xε) < +∞. Si pour un temps
t0 + η, x(t0 + η) appartient à l’ouvertD

c
, alors commexε(t0 + η) converge versx(t0 + η), Θ(xε)

est plus petit quet0 + η. Nous en déduisons quex(t) doit appartenir àD pendant l’intervalle de
temps[Θ(x); lim infε→0 Θ(xε)[. Ainsi pour quex soit un point de discontinuité deΘ, la fonction
x(t) doit rester une temps dans le ferméD après avoir atteint la frontière de cet ensemble�

CommeA est définie positive, on a

IP (τ <∞) = 1.

De plus, si la frontière deD est assez régulière (pour vérifier par exemple la condition du cône
de Zaremba), alors tous les points de∂D sont réguliers pour l’intérieur deDc et la probabilité de
l’ensemble des trajectoires présentant une discontinuitépourΘ est alors nulle. Dans ce cas,τ est
presque sûrement une fonction continue des trajectoires limites{Xt; t ≥ 0}. Ainsi la fonction

F : C([0; +∞[; IRd) × C([0; +∞[; IR) −→ IR
(y, ξ) 7−→ exp [ξ(Θ(y))] g[y(Θ(y))]

est une fonctionIP∗ presque sûrement continue, oùIP∗ est la loi du couple

(x+Bt+ A1/2Bt;Dt) surC([0; +∞[; IRd) × C([0; +∞[; IR).

On montre ensuite à l’aide du théorème ergodique que
∫ t

0

f

(
Xε
s

ε

)
ds

Prob
−→ Dt

et donc que le couple
(
Xε
t ,

∫ t

0

f

(
Xε
s

ε

)
ds

)
loi

−−→
ε→0

(x+Bt+ A1/2Bt;Dt)

dansC([0; +∞[; IRd).
Ensuite, à l’aide des conditions (3.4) et (3.5) on en déduit l’uniforme intégrabilité des variables

aléatoiresg(Xε
τε) exp

(∫ τε
0
f(Xε

s ) ds
)
, ε ≥ 0 car siα = 0 alors les variables aléatoires considérées

sont uniformément bornées sinon on a:∣∣∣∣g(X
ε
τε) exp

(∫ τε

0

f(Xε
s ) ds

)∣∣∣∣ ≤ ‖g‖∞ exp(τε(α− δ))

= ‖g‖∞ (exp (τεα))
(α−δ)

α .

En combinant tous les résultats précédents, on a ainsi démontré le théorème:

Théorème3.4.4. Sous les hypothèses 3.1.1, les conditions (3.4),(3.5) et (3.6), on a

uε(x) → IEx [g(Xτ ) exp(Dτ)] , lorsqueε→ 0,

où IEx [g(Xτ ) exp(Dτ)] = u(x) est la solution de viscosité de l’EDP elliptique:
{

Lu(x) +Du(x) = 0, x ∈ D;
u(x) = g(x), x ∈ ∂D.
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3.5 Homogénéisation des EDP paraboliques

Supposons quea, b, c vérifient les hypothèses 3.1.1 page 47. Soite ∈ C1(IRd, IR) et f : IRd → IR
mesurables bornées, périodiques etg ∈ C(IRd, IR) croissant au plus polynômialement à l’infini.
Pour chaqueε > 0, on considère l’EDP:

(3.7)





∂uε

∂t
(t, x) = Lεu

ε(t, x) +

[
1

ε
e
(x
ε

)
+ f

(x
ε

)]
;

uε(t, x) = g(x), x ∈ IRd.

On suppose que:
∫

TTd

e(x) dµ(x) = 0
∫

TTd

bi(x) dµ(x) = 0, ∀i = 1, . . . , d.

(3.8)

On définit:

Y ε
t =

∫ t

0

[
1

ε
e

(
Xε
s

ε

)
+ f

(
Xε
s

ε

)]
ds.

Alors la solution de (3.7) est donnée par la formule de Feynman-Kac:

uε(t, x) = IE [g(Xε
t ) exp(Y ε

t )] ,

oùXε
t est la solution de l’EDS (3.1) page 47.

Définissons également

ê(x) =

∫ ∞

0

IEx

[
e(X̃t)

]
dt,

b̂i(x) =

∫ ∞

0

IEx

[
bi(X̃t)

]
dt, i = 1 . . . d

les solutions au sens faible des équations de Poisson

Lê(x) + e(x) = 0,

Lb̂i(x) + bi(x) = 0, i = 1 . . . d

On pose pour finir

A =

∫

TTd

(I + t∇b̂) · a · (I + ∇b̂)(x) dµ(x)

C =

∫

TTd

(I + t∇b̂) · (c+ a∇ê)(x) dµ(x)

D =

∫

TTd

(
1

2
t∇ê · a · ∇ê+ f + t∇ê · c

)
(x) dµ(x)
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Alors
u(t, x) = IE

[
g(x+ Ct+ A1/2Bt)

]
eDt

est la solution (de viscosité) de l’EDP parabolique





∂u

∂t
(t, x) =

1

2

d∑

i,j=1

Aij
∂2u

∂xi∂xj
(t, x) +

d∑

i=1

Ci
∂u

∂xi
(t, x) +Du(t, x)

u(0, x) = g(x), x ∈ IRd.

Théorème3.5.1. Sous les hypothèses 3.1.1 et la condition (3.8),
pour toust ≥ 0, x ∈ IRd,

uε(t, x) −→ u(t, x)

lorsqueε→ 0.

Preuve :
On définit

X̂ε
t = Xε

t + ε

[
b̂

(
Xε
t

ε

)
− b̂

(x
ε

)]
,

Ŷ ε
t = Y ε

t + ε

[
ê

(
Xε
t

ε

)
− ê

(x
ε

)]
,

ûε(t, x) = IE
[
g(X̂ε

t ) exp(Ŷ ε
t )
]

et on remarque queuε(t, x) converge si et seulement siûε(t, x) converge et dans ce cas ils ont la
même limite.

On établit tout d’abord la proposition suivante:

Proposition 3.5.2. On a les relations suivantes:

X̂ε
t = x+

∫ t

0

(I + t∇b̂) · c

(
Xε
s

ε

)
ds+

∫ t

0

(I + t∇b̂) · σ

(
Xε
s

ε

)
dBs

Ŷ ε
t =

∫ t

0

(f + t∇ê · c)

(
Xε
s

ε

)
ds+

∫ t

0

tê · σ

(
Xε
s

ε

)
dBs

Preuve :
On établit la première formule. La preuve de la seconde est presque similaire. Soitρ : IRd → IR+

une fonction de classeC∞ à support compact, telle que
∫

IRd

ρ(x) dx = 1
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et soitρn(x) = ndρ(nx). On régularisêb par convolution

b̂n = b̂ ∗ ρn.

On peut maintenant appliquer la formule d’Itô:

Xε
t + εb̂n

(
Xε
t

ε

)
= x+ εb̂n

(x
ε

)
+

∫ t

0

(I + t∇b̂n) · c

(
Xε
s

ε

)
ds

+

∫ t

0

(I + t∇b̂n) · σ

(
Xε
s

ε

)
dBs +

1

ε

∫ t

0

(Lb̂n + b)

(
Xε
s

ε

)
ds.

On veut passer à la limite enn∞ dans cette expression. Il est clair queb̂n → b, que∇b̂n → ∇b
simplement et que ces deux suites sont bornées uniformémentenn etx ∈ TTd.
On écrit alors

Lb̂n = (Lb̂) ∗ ρn + ϕn,

et commêb est solution au sens faible de l’équation de Poisson,

(Lb̂) ∗ ρn = −b ∗ ρn → −b,

la suite restant aussi uniformément bornée enn etx ∈ TTd. Il reste alors à étudier la suiteϕn. En
utilisant la convention de sommation sur les indices répétés, on a:

ϕn(x) =
1

2

∫

IRd

[aij(x) − aij(x− y)]
∂2b̂

∂xi∂xj
(x− y)ndρ(ny) dy

∫

IRd

[bi(x) − bi(x− y)]
∂b̂

∂xi
(x− y)ndρ(ny) dy.

La seconde intégrale converge simplement vers 0 et est à nouveau uniformément bornée enn et
x ∈ TTd. On intègre par parties la première intégrale et on a:

∫

IRd

[aij(x) − aij(x− y)]
∂2b̂

∂xi∂xj
(x− y)ndρ(ny) dy =

∫

IRd

∂aij
∂xi

(x− y)
∂b̂

∂xj
(x− y)ndρ(ny) dy

+

∫

IRd

[aij(x) − aij(x− y)]
∂b̂

∂xj
(x− y)nd+1 ∂ρ

∂xi
(ny) dy

Le premier terme du membre de droite est uniformément borné en n et x ∈ TTd et converge
simplement vers

∂aij
∂xi

(x)
∂b̂

∂xj
(x),

Pour le second terme, on remarque que∀y ∈ IRd,∃y′ ∈ IRd, |y′| ≤ |y| tel que

aij(x) − aij(x− y) = ∇aij(x+ y′) · y.
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On se donne alorsε > 0.
Il existeδ > 0 tel que|∇aij(x+ y′) ∂b̂

∂xj
(x− y) −∇aij(x)

∂b̂
∂xj

(x)| ≤ ε si |y| ≤ δ. On pose

A =

∣∣∣∣∣

∫

IRd

[aij(x) − aij(x− y)]
∂b̂

∂xj
(x− y)nd+1 ∂ρ

∂xi
(ny) dy

−

∫

IRd

∇aij(x)
∂b̂

∂xj
(x)nd+1y

∂ρ

∂xi
(ny) dy

∣∣∣∣∣

et on a alors

A =

∣∣∣∣∣

∫

IRd

(∇aij(x+ y′)
∂b̂

∂xj
(x− y) −∇aij(x)

∂b̂

∂xj
(x)) · y nd+1 ∂ρ

∂xi
(ny) dy

∣∣∣∣∣

≤ ε

∫

|u|≤nδ
|u|

∣∣∣∣
∂ρ

∂xi
(u)

∣∣∣∣ du+ 2‖∇aij‖∞‖∇b̂‖∞

∫

|u|>nδ
|u|

∣∣∣∣
∂ρ

∂xi
(u)

∣∣∣∣ du

≤ ε

∫

IRd

|u|

∣∣∣∣
∂ρ

∂xi
(u)

∣∣∣∣ du+ 2‖∇aij‖∞‖∇b̂‖∞ ϕn

oùϕn → 0 quandn→ ∞. Or une intégration par parties montre que:
∫

IRd

∇aij(x) · y
∂b̂

∂xj
(x)nd+1 ∂ρ

∂xi
(ny) dy = −

aij
∂xi

∂b̂

∂xj
(x)

Donc la suite
(∫

IRd [aij(x) − aij(x− y)] ∂2b̂
∂xj∂xj

(x− y)nd+1 ∂ρ
∂xi

(ny) dy
)
n

est une suite uniformé-

ment bornée qui converge simplement vers0 et la proposition est démontrée�

On définit des nouvelles probabilités̃IP
ε

par la formule:

dĨP
ε

dIP
|Ft = exp

(∫ t

0

t∇ê · σ

(
Xε
s

ε

)
dBs −

1

2

∫ t

0

t∇ê · a · ∇ê

(
Xε
s

ε

)
ds

)
.

Alors

uε(t, x) = ĨE

[
g(X̂ε

t ) exp

(∫ t

0

f̃

(
Xε
s

ε

)
ds

)]
,

avec

f̃ = f + t∇ê · c+
1

2
t∇ê · a.∇ê.

D’un autre côté,

X̂ε
t = x+

∫ t

0

(I + ∇b̂)(c+ a · ∇ê)

(
Xε
s

ε

)
ds+

∫ t

0

(I + ∇b̂) · σ

(
Xε
s

ε

)
dB̃ε

s ,

où B̃ε
t = Bt −

∫ t
0
tσ · ∇ê

(
Xε

s

ε

)
ds est unĨP

ε
mouvement brownien.

Il reste alors à reproduire le raisonnement effectué dans lasection 2.6 page 40 pour conclure
�



Chapter 4

Homogénéisation en milieu aléatoire

4.1 Le milieu aléatoire

Notre modèle pour le milieu aléatoire consiste en un espace de probabilité(Ω,G, µ) sur lequel est
défini un groupe de transformations(τx)x∈IRd agissant surΩ de telle sorte que:

Hypothèse4.1.1. Cas aléatoire

H.1µ(τxA) = µ(A), ∀A ∈ G, ∀x ∈ IRd;

H.2 Si∀x ∈ IRd, τxA = A, alorsµ(A) = 0 ou1.

H.3 Pour toute application mesurablef définie surΩ, l’application (x, ω) 7→ f(τxω) est(IRd ×
Ω;Bd ⊗ G)-mesurable.

H.4∀f ∈ L2(Ω,G, µ),∀δ > 0,

µ(|f(τxω) − f(ω)| ≥ δ) → 0, quand|x| → 0.

A chaque variable aléatoiref définie sur(Ω,G, µ), on associe le champ aléatoire stationnaire
f qui est une fonction mesurable définie sur(IRd × Ω;Bd ⊗ G) par:

f(x, ω) = f(τxω)

On définit un groupe(Tx)xIRd d’opérateurs unitaires surL2(Ω,G, µ) par

Tx(f) = f(τxω).

Vu l’hypothèse 4.1.1 (H.4), ce groupe est fortement continu. Si (e1, . . . , ed) désigne une base
orthonormale deIRd, on définit les opérateurs de dérivation:

Dif = lim
h→0

Thei
(f) − f

h
,

60
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si cette limite existe dansL2(Ω).
On appelleC le sous-ensemble dense deL2(Ω) défini par:

C =
{
f ∗ ϕ; f ∈ L2(Ω), ϕ ∈ C∞

c (IRd)
}
,

où l’opération de convolution∗ est définie par:

f ∗ ϕ(ω) =

∫

IRd

f(τxω)ϕ(x) dx.

On remarque queC ⊂ Dom(Di) etDi(f ∗ ϕ) = −f ∗ ∂ϕ
∂xi
, i = 1 . . . , d et cette dernière égalité

vaut égalementDif ∗ ϕ si f ∈ Dom(Di).
Les opérateurs(Di)1≤i≤d sont donc à domaines denses dansL2(Ω) et comme l’adjoint deDi

est−Di, à l’aide de la proposition (II.16) de [Brezis] page 28, on sait que les opérateurs(Di)1≤i≤d
sont fermés.

On note< ., . >µ le produit scalaire usuel surL2(Ω) et l’on définitH1(Ω) comme l’adhérence
deC dansL2(Ω) pour le produit scalaire:

< f , g >1=< f , g >µ +
d∑

i=1

< Dif , Dig >µ .

On note également que si
∨
ϕ (x)

△
= ϕ(−x), alors

< g,f ∗ ϕ >µ=< f , g∗
∨
ϕ>µ .

4.2 Diffusion en milieu aléatoire

On considère la diffusion en milieu aléatoire

(4.1) Xε,ω
t = x+

1

ε

∫ t

0

b

(
Xε,ω
s

ε
, ω

)
ds+

∫ t

0

σ

(
Xε,ω
s

ε
, ω

)
dBs

où{Bt; t ≥ 0} est un mouvement brownien standard défini sur un espace de probabilité(Ω′,F , IP),
et les coefficientsb(x, ω), σ(x, ω) sont des champs aléatoires stationnaires définis sur(Ω,G, µ), de
telle sorte que tout soit défini sur l’espace produit(Ω×Ω′;G⊗F , µ×IP) (le mouvement brownien
et le milieu sont indépendants).

Précisons les hypothèses sur les coefficients. Soita(x, ω) = σ ·t σ(x, ω). On suppose que
a(x, ω) = a(τxω), oùa est une fonction mesurable définie sur(Ω,G, µ), à valeurs dans l’ensemble
des matrices définies positives satisfaisant la condition suivante:

∃λ,Λ ∈ IR∗
+,∀ξ ∈ IRd,∀ω ∈ Ω, λ|ξ|2 ≤ (a(ω)ξ, ξ) ≤ Λ|ξ|2.

On suppose de plus que pour1 ≤ i ≤ d,

bi(x, ω) =
d∑

j=1

(
1

2

∂aij(x, ω)

∂xj
− aij(x, ω)

∂V

∂xj
(x, ω)

)
,
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oùV (x, ω) = V (τxω), V étant une variable aléatoire bornée parΛ, définie sur(Ω,G, µ).
Nous supposons que les dérivées ci-dessus existent et queb(x, ω) est un champ aléatoire

mesurable, qui satisfait

|b(x, ω)| ≤ Λ.

On suppose également que l’applicationx 7→ a(x, ω) est de classeC1. Ces dernières hypothèses
ne sont absolument pas nécessaires mais permettent d’éviter l’utilisation de la décomposition d’Itô-
Fukushima . Pour traiter ce problème sans la condition ci-dessus, voir [Lejay].

On fait l’hypothèse (quitte à ajouter une constante àV , ce qui ne modifie pas la dérive) que

∫

Ω

e−2V (ω) dµ(ω) = 1,

et ainsidπ(ω) = e−2V (ω) dµ(ω) est une nouvelle mesure de probabilité sur(Ω,G).
Le générateur infinitésimalLε,ω du processus de diffusionXε,ω est alors:

Lε,ω =
1

2

d∑

i,j=1

aij

(x
ε
, ω
) ∂2

∂xi∂xj

+
1

ε

d∑

i,j=1

(
1

2

∂aij
∂xj

(x
ε
, ω
)
− aij

(x
ε
, ω
) ∂V
∂xj

(x
ε
, ω
)) ∂

∂xi

=
1

2
e2V (x

ε
,ω)

d∑

i,j=1

∂

∂xj

(
aij

(x
ε
, ω
)
e−2V (x

ε
,ω) ∂

∂xj
.

)
,

donc∀u, v ∈ C2
c (IR

d),

−〈Lε,ωu, v〉
L2(IRd;e−2V ( x

ε ,ω) dx)
=

1

2

d∑

i,j=1

∫

IRd

aij

(x
ε
, ω
) ∂u

∂xi
(x)

∂v

∂xj
(x)e−2V (x

ε
,ω) dx

△
= Ψε,ω(u, v).

Nous savons que le semi-groupe associé

P ε,ω
t f(x) = IEx [f(Xε,ω

t )]

possède une densitépε(ω, t, x, y) qui satisfait les estimations d’Aronson:

1

Mtd/2
exp

(
−M |x− y|2

t

)
≤ pε(ω, t, x, y) ≤

M

td/2
exp

(
−|x− y|2

Mt

)
,

oùM = M(λ,Λ, d).
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4.3 Ergodicité

Le but de cette section est de montrer que le processus

Y ε,ω
t = τXε,ω

t
ω, t ≥ 0;

Y ε,ω
0 = ω,

oùXε,ω
t est le processus de diffusion de la section précédente partant deXε,ω

0 = 0, est un processus
de Markov ergodique. On remarque qu’il n’y a aucune raison pour que le processusXε,ω

t soit
ergodique car il n’admet pas nécessairement de mesure invariante finie.

On va en fait considérerYt(ω) = Y 1,ω
t , et calculer son générateur infinitésimalPt. Avec la

notationXω
t = X1,ω

t , on a:

Ptf(ω) = IE [f(Yt(ω))]

= IE0 [f(Xω
t , ω)]

donc

< Ptf , g >π=

∫

Ω

IE0 [f(Xω
t , ω)] g(ω)e−2V (ω) dµ(ω).

Si f etg ∈ C:

d

dt
< Ptf , g >π =

∫

Ω

Lω(IE0 [f(Xω
t , ω)])g(ω)e−2V (ω) dµ(ω)

=
1

2

∑

i,j

∫

Ω

∂

∂xj

(
aij(0, ω)e−2V (0,ω) ∂

∂xi
IE0 [f(Xω

t , ω)]

)
g(0, ω) dµ(ω)

=
1

2

∑

i,j

∫

Ω

Dj

(
aije

−2VDi(IE0 [f(Xω
t , ω)])

)
g(ω) dµ(ω)

= −
1

2

∑

i,j

∫

Ω

aij(ω)e−2V (ω)Di (IE [f(Yt(ω))])Djg(ω) dµ(ω)

la dernière ligne s’obtenant en remarquant que sif , g ∈ C alors:

< f , Dig >µ= − < Dif , g > .

En effet on obtient facilement pourϕ ∈ C∞
c (IRd):

∫

Ω

Di(f ∗ ϕ)(ω) dµ(w) =

∫

Ω

f(ω) dµ(ω) ×

∫

IRd

∂ϕ

∂xi
(x) dx = 0

et
Di(fg) = Di(f) g + f Di(g).

On a ainsi montré:
d

dt
< Ptf , g >π= −Ψπ(Ptf , g)
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avec

Ψπ(f , g) =
1

2

∑

i,j

∫

Ω

aij(ω)Di(f)(ω)Dj(g)(ω)e−2V (ω) dµ(ω).

d’où

d

dt
< Ptf ,1 >π = −Ψπ(Ptf ,1)

= 0

et ceci montre que
dπ(ω) = e−2V (ω) dµ(ω)

est une probabilité invariante pour le processus{Yt}.

Soitf une variable aléatoire qui est{Pt, t ≥ 0}-invariante. Alors

d

dt
< Pt(f),f >π= 0,∀t ≥ 0

et en particulier àt = 0,

1

2

∑

i,j

∫

Ω

aij(ω)Di(f)(ω)Dj(g)(ω)e−2V (ω) dµ(ω) = 0,

ce qui signifie queDi(f) = 0, i = 1, . . . , d. Ainsi ∀ϕ ∈ C∞
c (IRd),

0 = −Di(f) ∗ ϕ = f ∗
∂ϕ

∂xi

=

∫

IRd

f(x, ω)
∂ϕ

∂xi
(x) dx.

En conséquencef(x, ω) = f(ω) et Tx(f) = f ,∀x ∈ IRd d’où (H.2)f est constante. On a ainsi
montré que les seules fonctions{Pt, t ≥ 0}-invariantes sont les constantes.

4.4 Solution de l’équation de Poisson

On définit le sous-espace de Hilbert de[L2(Ω,G, µ)]d:

V 2
pot =





(f 1, . . . ,f d) ∈ L2(µ)d;

∫

Ω

f i(ω) dµ(ω) = 0, i = 1, . . . , d

f i ∗
∂ϕ

∂xj
= f j ∗

∂ϕ

∂xi
,∀ϕ ∈ C∞

c (IRd), i, j ∈ {1, . . . , d}




.
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Lemme4.4.1.V 2
pot est l’adhérence de

{(D1f , . . . , Ddf); f ∈ C}

dansL2(µ)d.

Preuve :
Il est clair que{(D1f , . . . , Ddf); f ∈ C} ⊂ V 2

pot et queV 2
pot est un sous-espace fermé deL2(µ)d.

Soit (f 1, . . . ,f d) ∈ V 2
pot tel que∀f ∈ C,

d∑

i=1

< f i, Dif >= 0.

En particulier∀ϕ ∈ C∞
c (IRd),∀j = 1, . . . , d, on a:

0 =
d∑

i=1

< f i, Di(f j ∗ ϕ) >

= −

d∑

i=1

〈
f i,f j ∗

∂ϕ

∂xi

〉

= −
d∑

i=1

〈
f i,f i ∗

∂ϕ

∂xj

〉

= −
d∑

i=1

∫

Ω

f i(ω)f i ∗
∂ϕ

∂xj
(ω) dµ(ω)

Comme∀j = 1, . . . , d,

d∑

i=1

∫

Ω

f i(ω)f i ∗
∂ϕ

∂xj
(ω) dµ(ω) =

∫

IRd

(∫

Ω

f i(ω)f i(τxω) dµ(ω)

)
∂ϕ

∂xj
(x) dx = 0

On en déduit que l’applicationx 7→
∫

Ω
f i(ω)f i(τxω) dµ(ω) est égale à une constante presque

partout et comme elle est continue (hypothèse (H.4)), on obtient∀x ∈ IRd:
∫

Ω

f i(ω)f i(τxω) dµ(ω) =

∫

Ω

f 2
i (ω) dµ(ω).

D’après le cas d’égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit que

∀x ∈ IRd, Txf i = f i

et donc∀i,f i est constante, puis nulle vu que
∫

Ω
f i(ω) dµ(ω) = 0 ce qui donne le résultat�

On note également

L2
sol =

{
(f 1, . . . ,f d) ∈ L2(µ)d;

d∑

i=1

fi ∗
∂ϕ

∂xi
= 0,∀ϕ ∈ C∞

c (IRd)

}
.
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Lemme4.4.2. On a la décomposition suivante, dite de Weyl

L2(µ)d = V 2
pot ⊕ L2

sol.

Preuve :
On poseA = {(D1f , . . . , Ddf); f ∈ C}, et l’on va montrer queA⊥ = L2

sol. Soit (g1, . . . , gd) ∈
L2(µ)d tel que

∀f ∈ L2(µ),∀ϕ ∈ C∞
c (IRd),

d∑

i=1

〈
gi, f ∗

∂ϕ

∂xi

〉
= 0,

On a alors∀f ∈ L2(µ),∀ϕ ∈ C∞
c (IRd),

0 =
d∑

i=1

∫

IRd

(∫

Ω

f i(ω)f(τxω) dµ(ω)

)
∂ϕ

∂xi
(x) dx

=
d∑

i=1

∫

IRd

(∫

Ω

f i(τ−xω)f(ω) dµ(ω)

)
∂ϕ

∂xi
(x) dx

= −

∫

Ω

(
d∑

i=1

fi ∗
∂ϕ̌

∂xi
(ω)

)
f(ω) dµ(ω)

et ceci implique que
d∑

i=1

fi ∗
∂ϕ̌

∂xi
= 0 d’où le résultat�

Définissons la forme bilinéaire suivante surV 2
pot:

Υπ(f , g) =
1

2

∑

i,j

∫

Ω

aij(ω)f i(ω)gj(ω) dπ(ω)

REMARQUE: Si (f 1, . . . ,f d) = (D1f , . . . , Ddf) et (g1, . . . , gd) = (D1g, . . . , Ddg) sont de
"vrais" gradients, alors

Υπ(Df , Dg) = Ψπ(f , g).

CommeΥπ est une forme bilinéaire et coercive surV 2
pot, le théorème de Lax-Milgram assure

que pour toutg = (g1, . . . , gd) ∈ V 2
pot il existe un uniquef = (f 1, . . . ,f d) ∈ V 2

pot tel que

∀u ∈ V 2
pot,Υ

π(f ,u) =< g,u > .

Pouri = 1, . . . , d, on choisit(gi1, . . . , g
i
d) = (−1

2
ai1e

−2V , . . . ,−1
2
aide

−2V ) et l’on définitf i ∈
V 2
pot comme la solution du problème

(4.2) ∀u ∈ V 2
pot,Υ

π(f i,u) =< gi,u > .
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REMARQUE: On n’a pas vraiment besoin quegi ∈ V 2
pot mais seulement quegi ∈ L2(µ)d. En no-

tantgi la projection orthogonale degi surV 2
pot, alors le problème ci-dessus se ramène au problème

équivalent suivant:
∀u ∈ V 2

pot,Υ
π(f i,u) =< gi,u > .

REMARQUE: Ce que nous faisons est très similaire à la résolution de l’équation de Poisson avec
b1, . . . , bd au membre de droite, comme nous l’avons fait dans le cas de coefficients périodiques.

En effet, si l’on considère(4.2) pour toutu de la formeu = (D1w, . . . , Ddw), et si l’on
suppose un instant (ce qui n’est pas le cas en général) que chaquef i est un gradient, ie de la forme
f i = DF i, i = 1, . . . , d alors pour chaquei:

1

2

∑

j,k

∫

Ω

e−2V ajkDjF
iDkw dµ =

∑

j

∫

Ω

gijDjw dµ.

En d’autres termes

−
1

2

∑

j,k

∫

Ω

Dk(e
−2V ajkDjF

i)w dµ =
1

2

∑

j

∫

Ω

Dj(aije
−2V )w dµ

=

∫

Ω

biwe
−2V dµ,

∀w ∈ L2(µ) ce qui correspond exactement à l’équation

1

2

∑

j,k

e2VDk(e
−2V ajkDjF

i) + bi = 0.

Ainsi chaqueF i correspondrait exactement aub̂i du cas périodique. En tout cas, les solutions
f i de (4.2) ne sont en général pas les gradients de champs aléatoires stationnaires (mais sont par
contre des gradients de champs aléatoires non stationnaires, ce que nous exploiterons plus loin).
Remarquons enfin que dans les formules finales d’homogénéisation du cas périodique, seul∇b̂i
est utilisé et non̂bi lui-même.

REMARQUE: Tandis que l’équation
Lb̂i + bi = 0

n’a pas nécessairement de solution,∀λ > 0 l’équation

Lb̂
λ

i − λb̂
λ

i + bi = 0

a une solution, et l’on peut montrer (cf [Olla]) queDb̂
λ

i converge, lorsqueλ → 0, vers une limite

dansL2(µ)d (et ainsi dansV 2
pot). Mais b̂

λ

i ne converge pas dansL2(µ)d lorsqueλ→ 0.
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Supposons également qued est une fonction bornée sur(Ω, µ) et qu’il existe des fonctions
bornéesd̂1, . . . , d̂d ∈ H1(Ω) telles que

e−2V d = D1d̂1 + · · · +Dnd̂d.

Ceci implique en particulier que
∫

Ω

d(ω)e−2V (ω) dµ(ω) = 0.

On note(g1, . . . , gd) les solutions dansV 2
pot de

Υπ(g,u) =
d∑

i=1

∫

Ω

d̂iui dµ, ∀(u1, . . . ,ud) ∈ V 2
pot.

4.5 Homogénéisaton

Soitc une variable aléatoire bornée définie sur(Ω,G, µ). On note

V ε,ω
t =

∫ t

0

(
1

ε
d

(
Xε,ω
s

ε
, ω

)
+ c

(
Xε,ω
s

ε
, ω

))
ds.

Nous allons étudier la convergence en loi du couple{(Xε,ω
t , V ε,ω

t ); t ≥ 0} lorsqueε→ 0.
Aux variables aléatoiresf i définie dans la précédente section, on associe le champ aléatoire

stationnaire suivantf ij(x, ω) = f i
j(τxω).

A l’aide de la formule

vi(x) = vi(0) +

∫ 1

0

d∑

j=1

∂vi
∂xj

(tx, ω) dt,

on veut définir une fonction dont le gradient seraitf i.

Proposition 4.5.1. Si l’on pose

vi(x, ω) =

∫ 1

0

d∑

j=1

xjf
i
j(tx, ω) dt

alorsvi est un champ aléatoire non stationnaire tel que∀x,∀k = 1, . . . , d

Dkvi(x, ω) = f i
k(τxω) = f ik(x, ω).

De la même manière,

h(x, ω) =

∫ 1

0

d∑

i=1

xigi(tx, ω) dt

est un champ aléatoire non stationnaire tel queDih(x, ω) = gi(x, ω).
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Preuve :
Soit (gn)n une suite deC telle que

(D1gn, . . . , Ddgn)
L2(µ)d

−−−−→
n→∞

f i.

En remarquant que

gn(x, ω) =

∫ 1

0

d∑

j=1

xjDjgn(tx, ω) dt,

on obtient l’existence deF (x, ω) telle que

∀x ∈ IRd, gn(x, .)
L2(µ)
−−−→
n→∞

F (x, .),

et∀x ∈ IRd,∀ω ∈ Ω

F (x, ω) =

∫ 1

0

d∑

j=1

xjf
i
j(tx, ω) dt.

Comme∀j = 1, . . . , d, les opérateursDj sont des opérateurs fermés deDom(Di) dansL2(µ), on
a

gn(x, .)
L2(µ)
−−−→ F (x, .)

Dkgn(x, .)
L2(µ)
−−−→ f ik

}
⇒ DkF (x, .) = f ik(x, .)

(de même pourh) d’où le résultat�

Pouri = 1, . . . , d, on pose

uεi (x, ω) = xi + εvi

(x
ε
, ω
)

et on note que

Lε,ωuεi (x, ω) = 0.

En effet, il suffit pour voir cela de montrer que:
∀k = 1, . . . , d,∀ϕ ∈ C∞

c (IRd),∀w ∈ C

A
△
=

∫

Ω

< Lε,ωuεk, ϕ >L2(IRd;e−2V (x
ε ,ω) dx)

w(ω) dµ(ω) = 0
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Or

A = −

∫

Ω

∫

IRd

1

2

∑

i,j

aij

(x
ε
, ω
)
Diu

ε
k

(x
ε
, ω
) ∂ϕ

∂xj
(x)w(ω) dx dµ(ω)

= −

∫

Ω

∫

IRd

1

2

∑

i,j

aij

(x
ε
, ω
)

(δik + fki )
(x
ε
, ω
) ∂ϕ

∂xj
(x)w(ω) dx dµ(ω)

= −
1

2

∫

IRd

∫

Ω

∑

i,j

aij(ω)fk
i (ω)

∂ϕ

∂xj
(x)w(τ−x

ε
ω) dµ(ω) dx

−
1

2

∫

IRd

∫

Ω

∑

j

akj(ω)
∂ϕ

∂xj
(x)w(τ−x

ε
ω) dµ(ω) dx

=
1

2

∫

Ω

∑

i,j

aij(ω)fk
i (ω)

(∫

IRd

w(τ−x
ε
ω)
∂ϕ

∂xj
(x) dx

)
dµ(ω)

−
1

2

∫

Ω

∑

j

akj(ω)

(∫

IRd

w(τ−x
ε
ω)
∂ϕ

∂xj
(x) dx

)
dµ(ω)

= 0,

car
(∫

IRd w(τ−x
ε
ω) ∂ϕ

∂xj
(x) dx

)
1≤j≤d

∈ V 2
pot et par définition defk.

On montre de la même manière, on posehε(x, ω) = εh(x/ε, ω) et on montre que

Lε,ωhε(., ω) =
−d(./ε, ω)

ε
.

au sens faible.

Proposition 4.5.2. Avec les notations précédentes,∀x ∈ IRd, pour presque toutω ∈ Ω,

u

(
Xε,ω
t

ε
, ω

)
=

∫ t

0

(I +Dv) · σ

(
Xε,ω
t

ε
, ω

)
dBs, Px ps,

et

V ε,ω
t + ε

(
h

(
Xε,ω
t

ε
, ω

)
− h

(x
ε
, ω
))

=

∫ t

0

c

(
Xε,ω
t

ε
, ω

)
ds+

∫ t

0

tg · σ

(
Xε,ω
t

ε
, ω

)
dBs.

Preuve :
L’idée est d’adapter la démonstration de la proposition 3.5.2. En effet, si l’on noteρn une suite
régularisante etun(x, ω) = u(x, ω) ∗ ρn, en appliquant la formule d’Itô, on a∀n ∈ IN:

un(Xt, ω) = un(x, ω) +

∫ t

0

Lun(Xs, ω) ds+

∫ t

0

t∇un(x, ω) · σ(x, ω) dBs.



Homogénéisaton § 4.5 71

Comme∀ω ∈ Ω, l’applicationx 7→ u(x, ω) ∈ H1
loc(IR

d), on a

∀ω ∈ Ω, ∇un(x, ω)
n∞
−−→
L2

loc

∇u(x, ω),

Commeu est continue, on a

∀ω ∈ Ω,∀x, un(Xt, ω)
n∞
−−−→
Px ps

u(Xt, ω).

De même pour toutx ∈ IRd, on a
un(x) −−→

n∞
u(x).

Les intégrales se traitent toutes de la même manière en suivant la démonstration de la proposition
3.5.2. Par exemple, pour l’intégrale stochastique, montrons que

∫ t

0

t∇un(Xs, ω) · σ(Xs, ω) dBs
n∞
−−→
Prob

∫ t

0

t∇u(Xs, ω) · σ(Xs, ω) dBs.

Pour cela, il suffit de vérifier que:
∫ t

0

∣∣t∇un(Xs, ω) · σ(Xs, ω) − t∇u(Xs, ω) · σ(Xs, ω)
∣∣ ds n∞

−−→
Prob

0.

Or en notant

Aε = IP

(∫ t

0

∣∣t∇un(Xs, ω) · σ(Xs, ω) − t∇u(Xs, ω) · σ(Xs, ω)
∣∣ ds > ε

)
,

on a:

Aε ≤ IP

(∫ t

0

∣∣t∇u(Xs, ω) − t∇un(Xs, ω)
∣∣ |σ(Xs, ω)| ds > ε; sup

0≤s≤t
|Xs| ≤ R

)

+IP

(
sup

0≤s≤t
|Xs| > R

)

lemme 4.5.6

≤
1

ε
IE

[∫ t

0

∣∣t∇u(Xs, ω) − t∇un(Xs, ω)
∣∣ |σ(Xs, ω)| ds11{sup0≤s≤t |Xs|≤R}

]
+M exp

(
−R2

Mt

)

≤
M

ε

∫ t

0

∫

B(0;R)

|∇un(y, ω) −∇u(y, ω)| exp

(
−
M |y − x|2

sd/2

)
dy ds+M exp

(
−R2

Mt

)

≤
M ′(t, d,M)

ε

∫ t

0

∫

B(0;R)

|∇un(x) −∇u(x)| dx ds+M exp

(
−R2

Mt

)

Cette dernière majoration permet d’obtenir la convergence en probabilité désirée vu la convergence
L2
loc. Les mêmes raisonnements sont valables pour la deuxième formule�

La démarche que l’on va maintenant adopter est très similaire au cas périodique. Soitf une
fonction continue bornée surIRd. On notezε,ω(x, t) la solution de l’EDP

(4.3)

{
d
dt
zε,ω(x, t) = Lε,ωzε,ω(x, t)
zε,ω(x, 0) = f(x)
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qui est donnée d’après la formule de Feynmann-Kac par:

zε,ω(x, t) = IEε,ω
x [f(Xε,ω

t ) exp (V ε,ω
t )] .

On ne va considérer à partir de maintenant que le casx = 0 et l’on verra par la suite que le cas
général s’en déduit. Si l’on pose

M ε,ω
t = Xε,ω

t + εv

(
Xε,ω

ε
, ω

)

et

Qε,ω
t = V ε,ω

t + εh

(
Xε,ω

ε
, ω

)

alors
z′ε,ω(0, t) = IEε,ω

0 [f (M ε,ω
t ) exp (Qε,ω

t )]

converge simplement lorsqueε → 0 si et seulement sizε,ω(t, 0) converge simplement lorsque
ε→ 0, et dans ce cas elles ont même limite (voir le lemme 4.5.3 suivant).

Il est important pour la suite de remarquer que

εX1,ω
t/ε2 = ε

∫ t/ε2

0

b(X1,ω
s , ω) ds+ ε

∫ t/ε2

0

σ(X1,ω
s , ω) dBs

=
1

ε

∫ t

0

b

(
εX1,ω

r/ε2

ε
, ω

)
dr +

∫ t

0

σ

(
εX1,ω

r/ε2

ε
, ω

)
dBε

r

oùBε
r = εBε

r/ε2 . AinsiX
ε

t = εX1,ω
t/ε2 satisfait l’EDS

X
ε

t =
1

ε

∫ t

0

b

(
X
ε

s

ε
, ω

)
dr +

∫ t

0

σ

(
X
ε

s

ε
, ω

)
dBε

s ,

en conséquence la loi du processus{Xω,ε
t , t ≥ 0} est celle du processus

{
εX1,ω

t/ε2 , t ≥ 0
}

, de même

que la loi du processus
{
Xω,ε

t

ε
, t ≥ 0

}
est celle du processus

{
X1,ω
t/ε2 , t ≥ 0

}
et par suite, celle du

processus
{
τXε,ω

t /ε, t ≥ 0
}

est celle de
{
Y ω
t/ε2 , t ≥ 0

}
.

Nous allons maintenant pouvoir déterminer la limite dez′ε,ω(0, t). En utilisant le théorème
ergodique de la même façon que dans le cas périodique (voir les lemmes 2.6.2 et 2.6.3 page 42),
on obtient la convergence en probabilité du couple(M ε,ω

t , Qε,ω
t ) vers(A1/2Bt, Ct) où

A =

∫

Ω

t(I + f) · a · (I + f)(ω)e−2V (ω) dµ(ω),

C =

∫

Ω

(
c(ω) +

1

2
tg · a · g(ω)

)
e−2V (ω) dµ(ω).
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En effet, si par exemplek(ω) = (I + f) · a · (I + f)(ω), on a:

< M ε,ω >t
loi
=

∫ t

0

k(Y ω
s/ε2) ds

= ε2

∫ t/ε2

0

k(Y ω
r ) dr

π p.s.
−−→
ε→0

t

∫

Ω

k(ω)e−2V (ω) dµ(ω),

d’après le théorème ergodique.

Etablissons maintenant le

Lemme4.5.3. Pour toutT > 0,

sup
0≤t≤T

∣∣∣∣εv
(
Xε,ω
t

ε
, ω

)∣∣∣∣→ 0,

et

sup
0≤t≤T

∣∣∣∣εh
(
Xε,ω
t

ε
, ω

)∣∣∣∣→ 0,

en
∫

Ω

IPω
0 (.) dµ(ω)-probabilité lorsqueε→ 0.

Dans le but de démontrer ce lemme, on montre tout d’abord le résultat suivant:

Lemme 4.5.4. Soitvεi (x, ω) = εvi
(
x
ε
, ω
)

(resphε(x, ω) = εh
(
x
ε
, ω
)
). Alors pour tout compact

K ⊂ IRd,∀i = 1, . . . , d,

vεi
L2(K)
−−−→ 0,

(
resphε

L2(K)
−−−→ 0

)
,

enµ-probabilité.

Preuve :
Pour alléger les notations, on oublie l’indicei. On considère un compactK dont l’intérieur con-
tient0. Il résulte du théorème ergodique de Birkhoff que

1

nd

∫

nK

fj(x, ω) dx
µ p.s.
−−−→
n→∞

mes(K)

∫

Ω

fj(ω) dµ(ω),

d’où ∀g ∈ L2(K),∀j = 1, . . . , d,
∫

K

fj

(x
ε
, ω
)
g(x) dx

µ p.s.
−−→
ε→0

∫

Ω

f j(ω) dµ(ω)

∫

K

g(x) dx = 0.
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Ainsi f
(
.
ε
, ω
)

converge faiblement vers 0 dansL2(K), µ p.s. . Donc
∥∥f
(
.
ε
, ω
)∥∥

L2(K)
estµ p.s.

borné quandε→ 0.
Or d’après l’inégalité de Poincarré,

∥∥∥∥v
ε(., ω) −

1

mes(K)

∫

K

vε(x, ω) dx

∥∥∥∥
2

L2(K)

≤ c

d∑

j=1

∥∥∥fj
( .
ε
, ω
)∥∥∥

2

L2(K)

≤ c(ω)

Ainsi vε(., ω) − 1
mes(K)

∫
K
vε(x, ω) dx converge faiblement vers 0 dansH1(K) (car fj

(
.
ε
, ω
)

=
∂vε

∂xj
(x, ω)), et comme l’injection deH1(K) dansL2(K) est compacte, cette famille converge aussi

fortement dansL2(K) vers une fonctionh dont les dérivées sont nulles (ce sont les limites faibles
desfj

(
.
ε
, ω
)
). Donch(x, ω) = h(ω), mais cette fonction doit aussi être d’intégrale nulle surK

donch(ω) = 0.

Il faut alors maintenant montrer que
∫

K

vε(x, ω) dx
prob.
−−→
ε→0

0.

Mais
∫

K

vε(x, ω) dx =
∑

i

∫

K

∫ 1

0

xifi

(
tx

ε
, ω

)
dt dx

=
∑

i

∫ 1

0

∫

K

xifi

(
tx

ε
, ω

)
dx dt

=
∑

i

∫ τ

0

∫

K

xifi

(
tx

ε
, ω

)
dx dt+

∑

i

∫ 1

τ

∫

K

xifi

(
x

ε/t
, ω

)
dx dt.

Or ∀τ > 0, on a
∑

i

∫ 1

τ

∫

K

xifi

(
x

ε/t
, ω

)
dx dt→ 0, car la convergence

∫

K

xifi

(
tx

ε
, ω

)
dx→ 0

est uniforme sur l’ensemble{t ≥ τ}, puis

∑

i

∫

Ω

∣∣∣∣
∫ τ

0

∫

K

xifi

(
tx

ε
, ω

)
dx dt

∣∣∣∣ dµ(ω) ≤
∑

i

∫ τ

0

∫

K

∫

Ω

|xi||fi

(
tx

ε
, ω

)
dµ(ω)| dx dt

=
∑

i

∫ τ

0

∫

K

∫

Ω

|xi||f i (ω) | dµ(ω) dx dt

= τ ‖f i‖L1(µ)

∑

i

∫

K

|xi| dx

= c′τ
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et ceci permet de conclure�
Nous déduisons du lemme précédent le

Lemme 4.5.5. vεi (., ω) → 0 et hε(., ω) → 0 uniformément sur les compacts deIRd, en µ-
probabilité, lorsqueε→ 0, pour1 ≤ i ≤ d.

Preuve :
On rappelle que

uεi (x, ω) = xi + vεi (x, ω)

satisfait l’EDP sous forme divergence suivante

Lεuεi (x, ω) = 0, x ∈ IRd,

ce qui implique d’après le résultat de Giorgi-Nash, voir parexemple le théorème 8.24 p. 192 de
[Gilbarg & Trudinger], que pour tout compactK deIRd, il existeα > 0 et une constanteC qui ne
dépend que du compactK (et non deε) tels que

‖uεi (., ω)‖Cα(K) ≤ C(1 + ‖uεi (., ω)‖L2(K)).

Alors grâce au lemme 4.5.4
‖uεi (., ω)‖Cα(K) ≤ C ′,

et il résulte alors du théorème d’Ascoli que pourµ presque toutω ∈ Ω, la famille(vεi (., ω))ε>0 est
un sous-ensemble compact deC(K), or le lemme 4.5.4 assure que le seul point d’accumulation
possible est 0 et le lemme est ainsi établi�

Preuve du lemme 4.5.3:
Pour tout sous-ensemble compactK ⊆ IRd, définissons le temps de sortie du processus de diffu-
sionXε

t du compactK:
τ εKc = inf {t > 0;Xε,ω

t 6∈ K} .

Pour toutδ > 0, K ⊂ IRd, on a

∫

Ω

IPω
0

(
sup

0≤t≤T

∣∣∣∣εvi
(
Xε,ω
t

ε
, ω

)∣∣∣∣ > δ

)
dµ(ω) ≤

∫

Ω

IPω
0 (τ εKc < T ) dµ(ω)

+µ

(
sup
x∈K

|vεi (x, ω)| > δ

)
.

Par le lemme 4.5.5, il suffit alors de montrer que∀ρ > 0, il existeK ⊂ IRd tel que
∫

Ω

IPω
0 (τ εKc < T ) dµ(ω) ≤ ρ,∀ε > 0.

Ceci va résulter du lemme suivant�
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Lemme4.5.6. Il existeM = M(λ,Λ, d) tel que∀ε > 0,∀ω ∈ Ω,∀t > 0,∀r > 0,

IPε,ω
0

(
sup

0≤s≤t
|Xε,ω

s | ≥ r

)
≤M exp(−r2/Mt).

Preuve :
Pour simplifier l’écriture, on oublie les indicesε etω. Définissons

τr = inf {t > 0; |Xt| ≥ r} .

Par la propriété de Markov forte,

IP0 (|Xt| > r) = IE0

[
IPXτr

(|Xt−τr | > r) 11{τr<t}
]
.

On rappelle que, d’après les estimations d’Aronson,

1

mtd/2
exp(−m|y − x|2/t) ≤ p(t, x, y) ≤

m

td/2
exp(−|y − x|2/mt).

oùm est une constante ne dépendant que deλ,Λ, d. Donc si|x| = r,

IPx (|Xt| > r) =

∫

B(0,r)c

p(t, x, y) dy

≥

∫

B(0,r)c

1

mtd/2
exp(−m|y − x|2/t) dy

≥

∫

B(−x,r)c

1

mtd/2
exp(−m|u|2/t) du

≥

∫

B(−x/
√
t,r/

√
t)c

1

m
exp(−m|y|2) dy

≥ δ ( constante)

On a alors
inf
s>0

IPx (|Xs| > r) ≥ δ

et

IP (τr < t) ≤
1

δ
IP0 (|Xt| > r)

En conséquence

IP (τr < t) ≤
A

δ
exp

(
−r2/Bt

)

oùA,B sont des constantes ne dépendant que deλ,Λ, d grâce aux estimations d’Aronson�

Nous avons jusque-là montré la convergence du couple

(Xε,ω
t , Cε,ω

t ) → (A1/2Bt, Ct)
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au sens de la convergence faible dans l’espaceC(IR+; IRd+1) sousIPω
0 , enµ-probabilité.

Nous avons ainsi obtenu la limite de l’expression

IE0,ω [f(Xε,ω
t ) exp (V ε,ω

t )] .

Il reste à calculer la limite de cette expression lorsque le point de départ n’est plus0 maisx ∈ IRd.

IEx,ω

[
f(Xε,ω

t ) exp

(∫ t

0

[
c

(
Xε,ω
s

ε
, ω

)
+

1

ε
d

(
Xε,ω
s

ε
, ω

)]
ds

)]

= IE0,τx/εω

[
f(Xε,ω

t + x) exp

(∫ t

0

[
c

(
Xε,ω
s

ε
, τx/εω

)
+

1

ε
d

(
Xε,ω
s

ε
, τx/εω

)]
ds

)]

loi
= IE0,ω

[
f(Xε,ω

t + x) exp

(∫ t

0

[
c

(
Xε,ω
s

ε
, ω

)
+

1

ε
d

(
Xε,ω
s

ε
, ω

)]
ds

)]

−−→
ε→0

IE
[
f(x+ A1/2Bt) exp(Ct)

]

ce qui nous donne le résultat. Pour obtenir la première de ceségalités, nous avons utilisé le fait
que si

Xt = x+

∫ t

0

b

(
Xs

ε
, ω

)
ds+

∫ t

0

σ

(
Xs

ε
, ω

)
dBs

Yt
△
= Xt − x

alors

Yt = x+

∫ t

0

b

(
Ys
ε
, τx/εω

)
ds+

∫ t

0

σ

(
Ys
ε
, τx/εω

)
dBs .

4.6 Ajout d’un terme différentiel d’ordre un

Il faut maintenant s’occuper de lever les contraintes portant sur la dérive. En effet, on n’a considéré
jusqu’à maintenant que des processus de diffusion ayant desgénérateurs du type:

Lε,ω =
1

2
e2V (x/ε,ω)

d∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aije

−2V (x/ε,ω)
(x
ε
, ω
) ∂

∂xj
.

)
.

On noteIPε,ω
x la loi du processus de diffusion associé. Soitb une fonction bornée surΩ telle que

l’applicationx 7→ b(x, ω) soit localement lipschitzienne. On considère également legénérateur

L̃ε,ω = Lε,ω +
d∑

i=1

bi

(x
ε
, ω
) ∂

∂xi
.

dont on notẽIP
ε,ω

x la loi du processus de diffusion associé. D’après le théorème de Girsanov, on a:

dĨP
ε,ω

x

dIPε,ω
x

|Fε,ω
t

= exp

(∫ t

0

〈
σ−1 · b

(
Xε,ω

ε
, ω

)
, dBr

〉
−

1

2

∫ t

0

〈
a−1b, b

〉(Xε,ω
r

ε

)
ds

)
= Zε,ω

t .
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SousĨP
ε,ω

, on a toujours d’après le théorème de Girsanov:

u(Xε,ω
t ) =

∫ t

0

(I +Dv) · b

(
Xε,ω
s

ε
, ω

)
ds+

∫ t

0

(I +Dv) · σ

(
Xε,ω
s

ε
, ω

)
dBs

et

Qε,ω
t =

∫ t

0

(c+ tg · b)

(
Xε,ω
s

ε
, ω

)
ds+

∫ t

0

tg · σ

(
Xε,ω
s

ε
, ω

)
dBs.

On pose

B =

∫

Ω

(I + f) · b(ω)e−2V (ω) dµ(ω),

C =

∫

Ω

(c + tg · b)(ω)e−2V (ω) dµ(ω)

A =

∫

Ω




(I + f) · a · t(I + f)(ω) (I + f) · a · g(ω)

tg · a · t(I + f) tg · a · g(ω)


 e−2V (ω) dµ(ω)

Alors (Xε,ω
t , V ε,ω

t ) converge en loi dansC([0; t]; IRd+1) sousIPε,ω
x vers le processus(d + 1) -

dimensionnel

x+

(
B
C

)
t+ A1/2B

′

t

oùB′
t est un mouvement brownien standard(d+1)−dimensionnel. Or sif est une fonction bornée

sur [0; t] × C([0; t]; IRd+1) et si

N ε,ω
t =

∫ t

0

〈
σ−1 · b

(
Xε,ω

ε
, ω

)
, dBr

〉
,

alors il est facile de voir que
exp (〈N ε,ω〉t) ≤ eλ‖b‖

2
∞t,

de telle sorte que

IEε,ω
x [Zε,ω

t f(.)] ≤ IEε,ω
x

[
e2N

ε,ω
t − 4

2
〈Nε,ω〉t

]1/2
IEε,ω
x

[
e〈N

ε,ω〉tf(.)2
]1/2

≤ e‖b‖
2
∞λt/2IEε,ω

x

[
f(.)2

]1/2

et ceci entraîne que la convergence en probabilité sousIPε,ω
x vers un processus déterministe est

équivalente à la convergence en probabilité vers le même processus déterministe sous̃IP
ε,ω

x . On

montre alors la convergence du couple(Xε,ω
t , V ε,ω

t ) versx+

(
B
C

)
t+ A1/2B

′

t a également lieu

sousĨP
ε,ω

x en utilisant la convergence en probabilité de la matrice de covariance de ce couple. Ceci
termine l’homogénéisation en milieu aléatoire�
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