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Chapter 1

Résultats préliminaires

1.1 Le probleme de Dirichlet
1.1.1 Existence et unicité des solutions
Tout d’abord un rappel qui sera utile par la suite:

Proposition 1.1.2. Inégalité de Poincarré
Si D est un ouvert borné di®¢ (ou plus généralement, si I'une des projections/2lsur les axes
de coordonnées est bornée) alors il existe une constante) ne dépendant que de telle que:

Vu € Hy(D), [|ullz2(p) < CllIVulllz2(p)

Si D est borné, on peut prend(@ = diam(D).

Pour une preuve de ce résultat, voir [Hirsdl]

On énonce maintenant les propriétés d’existence et diénidiine solution: a I'équation aux
dérivées partielles elliptique de la forme:

Lu=f, ol f € L*(D)
d
(1.1) L — o (a,.iu) R
Z 82:1 " ﬁx]— ZZ_; Z@xi

1<i,j<d

Hypothesel.1.3. Les hypotheses sont les suivantes:

e D est un ouvert borné di&“.

* Les fonctionsy;; (1 <i,j <d), b; (1 <i < d) etc sont des éléments de°(D).
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» On suppose qu’il existe > 0 tel que:
vE € RY, (a€,€) > af¢)?

(L'opérateur L est alors dit uniformément elliptique).

VA > 0, on définit la forme bilinéaire suivante sif} (D):
Vu,v € Hy(D), ex(u,v) = (aVu, Vv)r2(py + (cu, v)r2py + (b.Vu,v) r2(p) + A(u, v) r2(p)

Théorémel.1.4. 1l existe\; > 0 tel quevA > Ny, Vf € L%(D), il existe un unique
u="T\(f) € Hy tel que
Yu € Hy(D),ex(u,v) = (f,0)12(p)
VA > ), 'opérateur T, est appelé la résolvante et est un opérateur compactd®) dans
L*(D).

Preuve :
En remarquant queés > 0,Va,b € IR on a
1 €
b< —a®+ =b?
ab < 26@ + 5
eten posanB = max([|a;;|[cc, [|bi]loo, [[c[lo; 1 < i, 7 < d) on obtient que:

B Be
Vu € HY(D), (0:Vu,u)za0) = =5 W1Vl = S lullezio

On a alorsve > 0,Vu € Hj(D):

ex(u,u) = (aVu, V) p2py + (cu, u) 2y + (0.Vu, u) 2(py + Alull 22 p)

B Be
> ol Vulliaio) - Blullaey ~ 1Vl sy — o Nl + Ml
B Be
= (o= 52) UFullsoy + (A= B = 5 Nl

Il suffit alors de commencer par choisir> 0 tel que(a — 2%) > (0 puis de choisir\, tel que

AN— B — % = (. La forme bilinéaire=, est alors coercive\ > )\,. Comme elle est clairement

continue, etquef € L*(Q2) l'applicationy, : Hj(D) —  H}(D) estlinéaire continue, on
[ — (f, U)LQ(D)

applique le théoréme de Lax-Milgram. (Dans le gas )\, la forme bilinéaire est aussi coercive

grace a l'inégalité de Poincarré (voir 1.1.2)).

Onaalorsyf € L*(D),Vv € H}(D),VA > Ao, ex(Th(f),v) = (f,v). On en déduit
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| T ()7 ) (), IN(f) = (£, TN ey < 1 2oy 1T () 220

<
< Ol 1T 3oy

d’'ou
C
YA > X, Vf € LA(D), |Th(f)llmzp) < E\If!lwm

etT) : L*(D) — H}(D) est continu, puis comme l'injection canonique H¢(D) — L?*(D) est
compacte (théoreme de Rellich-Kondrachov en supposantedgoerdl est régulier, voir [Brezis])
on en déduit la compacité de I'opératéyr: L*(D) — L*(D) R

REMARQUE: Si dans le théoreme précédent om &: 0 et si par exemple on a:< 0 alors)\, = 0
convient.

On remarque que € H} (D) est solution de (1.1) si et seulement si
Vo S H&(‘D)? 80(“7 U) - (_f7 U)L2(D)-
Pourf € L*(D), on noteE; I'espace des solutions de (1.1).

Théoremel.1.5.Vf € L*(D), E; est un sous-espace affine Hg(D) de dimension finie.
De plus,Vf € L%*(D), il existe une unique solution darf$}(D) au probléeme (1.1) si et
seulement sk, = {0}.

Preuve : (voir également [Brezis],[Gilbarg & Trudinger] ou [Friedm2])
Pour vérifier la premiére assertion, il suffit bien sir de memgueE, est de dimension finie, et
ceci se fait en utilisant la compacite dg, .

En effet, on a

u€ By & Yve Hy(D), eo(u,v) =0
& Yo € Hy(D), ex,(u,v) = Xo(u, v) = Xoerg (Th, (1), v)
& Yo € HY(D), ex,(u— MTyy(u),v) =0

1
<~ TAO(’UJ) = )\—0

& u € Ker(Ty, — N\, '1d)

Or T, étant compacter(7 — )\;'1d) est de dimension finie.
On a la deuxiéme affirmation cdr= T), est compact d’'ou:

Ey={0} & Ker(T — )\ '1d) = {0}
& T — )\;'Id est injectif
& T — )\, 'Id est bijectif
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Donc ceci équivaut encore &f € L*(D), il existe un unique, € H} (D) tel que
T(u) — A\y'u = T(f), expression encore équivalente a:
Vf e L*(D),3ue HY(D), Lu= &

On donne pour finir cette section le principe du maximum pouoperateur elliptique d’ordre
2 de la forme

B
(1.2) Lu= ), oz (“”a ) Zb@xz

1<i,j<d

Ja > 0, V¢ € RY, (a&, &) > 0é|€|2

ou les coefficients dd. sont supposés bornés. Celui-ci sert a montrer, avec lesiorsadu
théoréme précédent, quis = {0}.

Théoréme1l.1.6. Principe du maximum faible
On suppose qué est un ouvert borné di&?. Soitu € H'(D) tel queLu = 0 (ie Lu est la
distribution nulle) alors pour presque toute D:

infu~ <wu(z) <suput

oD aD
ousupu = inf {I € R; (u —1)" € Hy(D)}.
oD
Preuve :

On rappelle tout d’abord quE* (D) est un espace réticulé et que:st H'(D) alors
\V/Z = 1, . ,d, Diu+ = ]]-{u>O}Diu'

Soitu € H'(D) tel queLu > 0 (ie la distribution est une forme linéaire positive). Raisons par
I'absurde et supposons qu'il existael quesup,, ut < k < sup, u et posons = (u — k)*.
OnaVv = V(u — k)10 = Vuly,sry. Onaalors {/ est une borne essentielle pour les

coefficients deé)
Z /alJD wDudr < M/ v|Dv| dx,

i,j=1,d

et par I'ellipticité deL on a
a||Doll; < M[v]lo]| Dol

de telle sorte que
M
Dol < —[lv][2.
(0%

En utilisant les inégalités de Sobolev (le bord est suppssézarégulier) pout > 3, on obtient

Holder 1/n
|v]|2a/a-2) < Cllvfl2 < CISupgv)|"||v]|2d/a-2)
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ouC = C(d, M,«), donc
|Supgv)| > C™".

Dans le cad < 2, une inégalité de la méme forme avéc= C'(d, M, «, | D|) résulte des inégalités
de Sobolev en remplagad/(d — 2) par n'importe quel nombre plus grand que 2.
Comme ces inégalités sont indépendantes de k, elles restiidas lorsque k tend vessap w.

D
Ainsi, la fonction u atteint son suprémum sur un ensemble dsume strictement positive et est
bornée (sinont = oo sur un ensemble de mesure non nulle).
. A
Fixonsk = [ = supypu™ et posonsd” = supp, v = supg(u — 1) > 0. CommeLu > 0, en

posant
v

UZV+5—U
on a pour > 0:

(aVu, V1) = (bVu,?)

d’ou
Z/aZ]DuDv<MZ/v]Du\dac
2,j=1
soit
DivD;v
de < M Duld
jzl/ Wre—op ™ = /V+ Pl
= M/ V+ IDvlﬂ{u>z}dw+M/—UIDUIH{m}dm
< M [ —|Dv|d
< /DV%_U\ ol da
D
< MV/ldx.
pV+e—v
Posons g
5
—ln——° ¢ HY(D).
w nV—i—a—v o(D)

En utilisant I'inégalité précédente et I'ellipticité

a/ ]Dwg|2dx§MV/ | Dw, | dz
D D

ainsi MV
|[Dwel]y < —IDl”z.
CommeD est borné, on en déduit
[wella < C

ouC = C(d,M,V,a,|D|) et en faisant tendre vers 0, il en découle que la fonctian, est
intégrable suD. Mais alorsv ne peut étre égal B que sur un ensemble de mesure nulle, ce qui
est en contradiction avec les conclusions précéddites
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1.1.7 Reégqularité des solutions

Placons nous dans un contexte un peu plus général que larspadicédente. Les hypotheses sont
les suivantes. On considére I'équation

(1.3) Lu=f,f € L*D)
ou D estun ouvert d&R?, u € WH%(D) et L est un opérateur du second ordre de la forme suivante:
Lu = Di(aiiju + b,u) + ciDZ-u + du

avecL uniformément elliptique sub (Vz € R%, > a;;(2)&&; > NEJ%, VE € RY), les coefficients
a;;,bi,1,7 =1,...,d sont uniformément lipschitziens st et il existeA, v > 0 tels quevz € D

D lag(@)P < A% A2y (1bi(@)]P + leal)[P) + A7 d(x)] < v

Les coefficients;,d,i = 1,...,d sont donc en particulier essentiellement bornédsur

Dans le domaine des équations aux dérivées partiellestféaatitiabilité faible ou classique
des fonctions considérées peut souvent étre déduite delécatsons portant sur le quotient de
différence. Plus précisément, soitine fonction définie sub ete; le vecteur coordonnée unitaire
dans la direction:;. On définit le quotient différence dans la directiqrpar:
u(z + he;) — u(x) ho.

h

Nous aurons besoin des deux lemmes suivants portant suofiejudifférence de fonctions ap-
partenant a certains espaces de Sobolev.

Lemme 1.1.8. Soitu € W?(D). Alors Afw € LP(D') pour toutD’ C D satisfaisanth <
dist(D’, 0D), et nous avons

(1.5) A ul| ooy < | Diul| o).

(1.4) Afu(z) =

Preuve :
Supposons tout d’abord ques C*(D) N W'*(D). Alors

u(x + he;) — u(x)
h

1 h
= E/ Diu(xl,...,xi,l,xi—|—£,xi+1,...,xn)df
0

et d'apres I'inégalité de Holder

Ahu(z) =

1t
|A?u(a:)|p < E/ |Diu(xy, .. i1, + & Tty oy ) [P dE,
0

et ainsi .
1
Abu(z)p de < - / \Dyul? di dé < / \Dyul? de
D’ h‘ 0 D’ D

On en déduit le cas général pour les fonction$ide’ (D) avec des arguments de dendé
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Lemme 1.1.9. Soitu € LP(D),1 < p < oo et supposons gu’il existe une constahtdelle que
Aly e LP(D') et||Alu|| 1»(py < K pour touth > 0 et D' C D satisfaisant
h < dist(D’, 0D). Alors D;u satisfait|| D;u|| »(py < K.

Preuve :
Par la faible compacité des sous-ensembles bornégd#), il existe une suitéh,,),, tendant
vers 0 et une fonction € L*(D) telle que||v||, < K etVy € C3(D)

/¢A?mudx—>/ pvudx.
D D

Alors pourh,,, < dist(supgy),0D), on a

/@A?mudx: —/ ulm o de — —/ uD;pdz.
D D D

/cpvdx:—/uDigodx
D D

Nous pouvons maintenant démontrer le

Ainsi

etainsiv = D,u B

Théoréme1.1.10. Soitu € W?(D) une solution de I'équatiohu = f dansD ou f € L*(D).
Alors pour tout domainé’ C D tel qued’ = dist(D’,dD) > 0, nous avons, € W22(D') et

ullw22pry < Cl|lullwrzoy + [1fl|lz2p))
pour une constanté’ = C(d, A\, K, d’) ou
K= maX{H@ij, billcor oy lleis dHLOO(D)} etd = dist(D’,0D).
De plusu satisfait I'équation

1, 1,J i

presque partout sub.

Preuve :
Par la suite, on utilise la convention de sommation suivesiiridices répétés. Nous avons l'identité
intégrale suivante:

(1.6) /aiijuDiv dr = / gvdz,Yv € CH(D)
D D
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oug = (b; + ¢;)Diu + (D;b; + d)u — f € L*(D).
Pour|2h| < dist(supgv),dD), remplagons par son quotient de différenck, "v pour un
k,1 <k < d. On obtient alors

/ AZ(CLZ‘]‘DJ‘U)DZ'U dr = —/ aiijuDiA,;hv dx
D D
= —/ gA,;hv dx.
D
Comme
AZ(aiiju)(a:) = a;j(x + hek)AZDju(x) + AZaij(x)Dju(x)
on a alors

/ aij(x + hey) D;AfuDyv dr = — / (G- Dv+ gA ") dx
D D

oug = (gy,...,9,) €tg; = Ala;;D;u. En utilisant (1.6) et le lemme 1.1.8, on obtient

/aij(il?Jrhek)DjAZuDivdiﬂ < (gl + llgli I D]l
D
(C(d) K [ullwr2o) + [[fll2) [ Dvll2.

A

Prenons maintenant une fonctigne C!(D) satisfaisant < n < 1, et posons = n>Alw.
On obtient en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz

A | InDAMPdr < / n*aij(z + hey) AF DAl Dju d
D

= / aij(x + hey) D;Au(Div — 2Aun D) dx
D

IN

(C(d)K|ullwrapy + I fll2) (11D ARl + 2l AfuDn]l,)
+C(d) K|lnDAjull2 | AkuDn]5

A l'aide des inégalités de convexité, on a alors

InDAullz < Clllullwrawy + /]2 + | AkuDrll2)

<
< O sup | D)) ([[ullwr2o) + [1f1l2)
a l'aide du lemme 1.1.8, o0’ = C(d, \, K). La fonctionn peut maintenant étre choisie de
telle sorten = 1 sur D’ et|Dn| < 2/d oud = dist(D’,0D). Avec le lemme 1.1.9 on obtient
Du € WH2(D') pour toutD’ C D tel qued’ = dist(D’, D) > 0 doncu € W*?(D’). Finalement
Lu e L} etLu = f presque partout sup

On a aussi le résultat de régularité suivant concernansfesces de Holder. La démonstration
de ce résultat se trouve dans [Gilbarg & Trudinger] page héareme 8.24.
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Théoreme 1.1.11. Supposons que l'opérateur satisfait les hypothéses précédentes et que la
fonctiong € L%?(D) pour ung > n. Alors siu € W?(D) satisfait 'équationLu = g sur D, on
a, pour tout ouvert)’ C D tel qued’ = dist(D’,0D) > 0, I'estimation:

ull ey < Cllullrzp) + k)

ouC =C(d, A\ v,q,d), o0 = a(d, A/ X, vd') > 0 etk = XY gllg/2-

1.1.12 Théorie?

Soit D un ouvert borné d&?. On s’intéresse maintenant a I'existence et a I'unicitéd’solution
u € WyP(D) a léquationB(u, ) = F(p),Ye € Wy%(D) ol B est une forme de Dirichlet
uniformément elliptique de la forme

B(@a 1/}) = Z (aa,@Da907 Dﬂw)a
|| <1
131<1

dont les coefficients appartiennent@ (D) et ceux d’ordre maximal sont uniformément continus.
La théorieL? repose essentiellement sur le fait que les espaces cofsitamt des espaces de
Hilbert et I'on dispose donc d’une représentation des farliméaires par le théoréme de représen-
tation de Riesz.
L'idée pour la théorid ? est alors de suivre le raisonnement précédant en donnaurt &ord
une représentation du dual Iz[(%l”’(D) puis de généraliser le théoréme de Lax-Milgram.
Les démonstrations de certains résultats ne sont pas domae se trouvent dans [Simader].
Dans toute cette section, on notéra)y = [ p(x)y(z) dx.

Théoréme 1.1.13(Théoréme de représentatiorgoientl < p < oco,1 < ¢ < oo des nombres
réels tels quép + é =1, etm > 1 un entier. Supposons qud est de classé.
Alors pour chaque € W;™”, on pose

VF e WL Fy(f) = > (D%, Df) = (f.9)m.

laf=m

On définit ainsi une forme linéaire continue suif;"?. Réciproquement, pour chaque forme
linéaire F sur W™, il existe un unique € W;"" tel que

Vi e Wi F(f) = (9, f)m-

De plus, il existe une constanié = K (n,m, p,(2) telle que:

Kllgllwmr < [|F[[wmay < [lgllwger.

g est appelé I'élément générateur fle
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On s’intéresse maintenant & une généralisation du théatérhax-Milgram.

Théoréme1.1.14. Soientl < p < 00,1 < ¢ < oo des nombres réels tels q%e+ é = 1. On

suppos&D de classe’!. Soit B une forme bilinéaire continue s, (D) x W, (D).
Alors il existe deux opérateurs linéaires contififjs: W, (D) — W, (D) (r = p ouq) tels
que:
B(u,v) = (Tyu,v) = (u, T,)m,

pour tout(u, v) € Wy*(D) x W,*(D). De plus, on a
C

e

ou K est la constante du théoreme précédertt eist la constante apparaissant dans la définition
de la continuité de3.
Side plus, il existe deux constantés> 0 et(C5 > 0 telles que:

(1.7) vue Wy?(D),  Cillulywyr < sup |Blu, ¢)
PESq

et

(1.8) Yo e Wo'(D),  Callv]lyra < sup [B(y, )]
€5p

ou .S, désigne la boule unité défol”“(D), alors les opérateurs,. sont des isomorphismes topologiques
de W, " (D). Plus précisément, pour chaque € (W, %)* (respG € (W,")*), il existe un
uniqueu € Wy *(D)  (respv € W, (D)) tel que

Vo € Wo(D),  Blu,¢) = F()

(Vo € WyP(D),  B(i,v) = G())
avec|ully1r < g | Fllwray (respl|vflyia < g 1G] wny-)-

Preuve :

La premiere partie du théoreme résulte du théoréme de mpiad®n. Passons a la seconde patrtie.
Il est facile de voir que les opérateufs sont a image fermée (vu (1.7)). Supposons par exemple
queT,(W,*) ¢ Wy”. Alors il existe une forme linéair& sur W, non nulle, s'annulant sur
T,(W,"). D'aprés le théoréme de représentation, il existe W, (D) \ {0} tel queF = F,.
Alors Vo € Wy (D), on a

0 = F(Ty(¢)
(Tp%w)m
= B(p,w)

Or, d’apres (1.7), ceci entraine= 0, ce qui est une contradictidii
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On suppose maintenant giieest un ouvert borné d&¢ et que
B, 1) = Z/am Digp() Dyi( dx+2/ () d,

est une forme de Dirichlet elliptique, c’est-a-dire quiigte « > 0 tel que

Ve € RY, Z a;;&&; > alél?

ij=1,d

et que les coefficients;; € L>(D) et sont lipschitziens sup. Il est alors clair que3 définit une
forme linéaire continue sui/; (D) x W,"Y(D) (les coefficients sont bornés).

La démarche a suivre est alors similaire a la méthbtleOn montre (voir [Simader]) qu'il
existe\y > 0 tel quevA > \q, la forme bilinéaire définie par

By(u,v) = B(u,v) + AMu,v)o, ¥(u,v) € WyP(D) x W, (D)

vérifie les hypotheses du théoreme 1.1.14. Appliquant dkdternative de Fredholm, on montre
que I'équation £ € (W, %(D))*)

B(u,p) = F(p), Yo eWy*(D)
a une solution: € W,*(D) si et seulement s¥(¢)) = 0 pour touty) € N, oU
N = {4 € Wy*(D); B(p,v) = 0,Yp € Wy"(D)} .
Si de plus, diniV) = 0 alors cette solution est unique.

Pour déterminer I'allure deéV, on voudrait appliquer le principe du maximum, qui n'a été
démontré que pour les fonctionsc W2, Or, on a

Théoréme1.1.15. Sous les hypothéses précédentes, sdient; < oo etu € W, (D) tels que
B(p,u) =0, Yy e Cy*(D)
Alorsu € W7 (D) pour toutq’ tel quel < ¢ < .

Preuve :
Soit )\, le réel défini dans les lignes ci-dessus. On a

By, (¢, u) = Xo(p,u)o, Ve € C3°(D)

et soit
F(p) = Nolp,u)e, Yo e CF(D).
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Commeu € W, (D), par le théoréme de Sobolev-Kondrashev= L% (D) pour ¢, arbitraire
sig > detq = qu‘{l sig < d. Soitl < p; < ootel quet + - = 1. Alors \gu € L"(D)
doncF € (W, ™)*. Donc il existe un unique € W,** (D) tel queB,,(y,v) = F(y) pour tout
@ € Wy (D). Commeg, > g, v € WyU(D) et By, (¢, u — v) = 0 pour touty € CS°(D), ce qui
donneu = v € W (D).

Dans le cag > d, le théoreme est démontré car> ¢ peut étre choisi arbitraire. Dans le
casq < d, si nous répétons 'argument précédent, on obtieat1V,"* (D) oul ¢, est arbitraire si
q >detg = % = dﬁ—gq. Soitk entier tel quek — 1)q < d etkq > d. Aprésk étapes, on se

d
retrouve donc dans le cag > d et le théoréme est démoniié

Soit alorsu € N, le théoréme précédent assure alors que W, *(D) et avec le principe du
maximum faible,u est nulle. Ainsivf € L?(D), il existe une unique solution € W,*(D) a
I'équation

B(u, ) = (f,¢)o, V€ C5(D)

D’autre part, une généralisation immédiate du théoremdQ du cad.? montre que
uwe Wk

loc *

1.1.16 Le casdutore

Soit f € LP(T?). On veut résoudre le probléme
Lu=f

sur le tore ou

1, i

Le raisonnement fait précédemment peut d’adapter au casredyusqu’a I'alternative de Fred-

holm. En effet, le principe du maximum ne donne pliis:= 0 = u = 0. Par contre, en utilisant

la compacité du tore et ce méme principe du maximum, on mgntdes seules fonctions vérifiant
Lu = 0 sont les constantes. Comme

Dim(Ker L*) = Dim(Ker L) = 1

et que
Im(L) = (Ker L*)*

on en déduit qu'il existen € W9(T?) non nulle telle que I'équation
Lu=f

admette une solution si et seulement si

flz)m(x)dx = 0.

Td



Le théoreme de Hille-Yosida § 1.2 13

Dans ce cas cette solution est unique a une constante aduliés.

En ce qui concerne les dérivées secondes dans le cas du noos, @btient un résultat un
peu plus fort que sur un ouvert borné BWe¢. En effet, commel? est uneC'™ variété réelle de
dimension d compact& € T, il existe une carte local@/,, v, ) et un ouvert/!, c U, tels que
x € Ul etd(y,(U.), 0, (U,)) > 0. Comme

™= | U,

zeT?

et que le tore est compact, on peut en extraire un sous-resraewnt fini du tore que I'on note
{z1,...,zx}. On applique alors les résultats de la section précédertdr ebtient que sit €
WLe (%) vérifie Lu = falorsVi = 1,..., N, up;, € W*?(U, ). Comme

N
mc | U
1=1

le résultat est démontré.

Supposons maintenant qyec ﬂp>1 LP(T?). 1l est facile de vérifier que les fonctions,,
définies ci-dessus sont en fait identiques et définissenseue et méme fonctiom. Supposons
donc que

" f(z)m(x)dz = 0.

Il faut alors combiner les résultats obtenus pour chageéen remarquer que les solutions du
probleme

(W,) Il existew, € W'P(T?) tel queB(uy, ¢) = (f, ), VYo € WhH(T?)
sont identiquesR est la forme bilinéaire associéd.q Notonsu la solution commune. Alors

u € ﬂ W22 ().

p>1

Ceci nous permettra d’appliquer la formule de Krylov a desfimms qui sont les solutions de ce
type de probléme.

1.2 Le théoreme de Hille-Yosida

On procéde juste ici a quelques rappels. On peut trouveelesdstrations de tout ce qui va suivre
dans [Brezis].

Dans tout ce qui suit{/ désigne un espace de Hilbert. Siest un opérateur non-borné, on
désigne paiD(A) son domaine de définition.
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Définition 1.2.1. Opérateurs monotones
SoitA : D(A) C H — H un opérateur linéaire non-borné.
On dit queA estmonotonesi

(Av,v) >0, Yv € D(A).

On dit queA estmaximal monotonesi de plusim(/ + A) = H ie

Vfe H Jve D(A), v+ Av = f.

On a alors le théoreme important suivant:

Théoréme1l.2.2. Hille-Yosida
Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de HiltbeAlors pour toutuy € D(A),
il existe une fonction

u € C*([0, +ool; H) N C([0, +oo[; D(A))

unique telle que

du -
(1.9) W+ Au=0 Sur[O,.—i—@[
u(0) = up (donnée initiale).

De pluson a

u(t)] < Juol et

d
d—?(t)‘ = |Au(t)] < |Augl, ¥t > 0

REMARQUE: (semi-groupes de contraction)
Soitt > 0, on considere I'opérateur linéaire

Sa(t): D(A) — D(A)

ug —  u(t)

ouu(t) est la solution donnée par le théoréme précédent. Etan€dgum)S(t)u| < |ug|, on
peut prolongeb 4(t) par continuité et densité en un opérateur linéaire cont@tl dans lui-méme.
On vérifie facilement que le prolongemeni(t) possede les propriétés suivantes:

1. Pour chaquée> 0, S4(t) : H — H est une contraction.

2 SA(tl + tg) = SA(tl) o SA(tQ) th,tg 2 0
"1 Sa(0) =1

3. 1%|SA(t)u0 —ug| =0 Yuy € H.

Une famille (S(t)):>o d’opérateurs de£(H) définie pour chaque valeur du paramétre 0 et
vérifiantl), 2), 3) est, par définition, usemi-groupe continu de contraction

On peut montrer (Hille-Yosida) qu’inversement, étant ddan semi-groupe continu de con-
traction(S(t)):>o, il existe un opérateur monotone maximdalinique tel ques(t) = S4(t) pour
toutt > 0.
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REMARQUE: Soit A un opérateur maximal monotone et soit IR. La résolution de I'équation
{ 4 Au+ Au =0 sur(0, oo
uy = u(0)
se ramene tres simplement au théoreme 1.2.2 grace a ladifieant. On pose
v(t) = eMu(t).

Alors v vérifie
@+ Av =0 sur0, +oo]
up = v(0)

On va maintenant étudier plus en profondeur la régularitéadsolution« donnée par le
théoreme 1.2.2. Pour cela on définit par récurrence I'espace

D(A*) = {v e D(A*'); Av e D(A" 1)} .
On vérifie aisément quB (A*) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
k

(u,v) piary = Z(Aju,Ajv).

j=0

Théoréme1.2.3. On suppose que, € D(A*) aveck > 2. Alors la solutionu du probleme (1.9)
vérifie de plus ‘ '
u € C* ([0, +o00[; D(A?)) pourj =0,1,... k.

Le cas ouA est auto-adjoint est intéressant car il permet de s’affranle 'hypothése
Uy € D(A)

Théorémel.2.4. Soit A un opérateur maximal monotone et autoadjoint dans un espaéélbert
H. Alors pour toutuy € H, il existe une fonction

u € C(]0, 4+o00[; H) N C(]0, +o0[; D(A)) N C([0, +oc0[; H)
unique telle que

(1.10) { 4y Au =0 sur]0, +oof

u(0) = up.
De pluson a
du 1
[u(t)] < fuol et | (6)] = [Au(®)] < Sluol, ¥t > 0

u € C*(]0; +-00[; D(AY)) VE, I entiers

REMARQUE: Le théoréme de Hille-Yosida reste valable dans un espace uecB& avec des

opérateursA vérifiant D(A) = E et pour tout\ > 0, I + \A est bijectif deD(A) surE avec
I+ AA) o) < 1.
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1.3 EDS dépendant d’'un parametre

On considéere 'EDS suivante:
t t
(1.11) X5 — g 4 / b(r, X%) dr + / o (r, X**) dB,

ou{B;t > 0} est un mouvement brownien standard k-dimensionnel et
b:IR xR?— R%o:R x R — Rk

sont des fonctions aléatoires progressivement mesurgbiegrifient:
vT > 0,3K > 0 (qui dépend d€") tel que:

(1.12) [b(t, )| < K (1 + |z]), o (t, )] < K(1 4+ [z)

(113) |b(t7I) - b(t,CL’/)‘ < K|ZE - J]/’, |0'(t,1]) - O-<t’x,)| < K|CL’ - ZE,|.

Théoréme1.3.1. Soit (ba(t, 7))a>0, (0a(t, ))a>o deux familles de fonctions satisfaisant les hy-
pothéses (1.12) et (1.13) avec une constante K indépendanteSoitz, une famille de variables

aléatoiresF, mesurable vérifiantup IE [|z,|*] < C.
a>0

On suppose aussi qUEN > 0,Vt € [s,T],Ve > 0,

(1.14) lim IP (sup loa(t, z) — oo(t,z)| > 5) =0,
al0 |z|<N

(1.15) lim IP (sup b (t, ) — bo(t, x)| > 5) = 0.
al0 |z|<N

On suppose également que:

. - 2\ _
(1.16) E%]E(lxa zo|*) = 0.

On noteX;* la solution de:

¢ ¢
(1.17) Xto‘:xa—l—/ ba(r,Xf‘)dr—l—/ 0a(r, X)) dB,.

Alors
sup E [| X — X}|’] — 0 lorsquea | 0.

s<t<T
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Preuve :
On suppose pour simplifier que= 0. On écrit:

X X =t [ T X)X+ [ o X — 0, X045,
0 0
ou . .
Nt = T4 — To +/ [bo (7, X°) — bo(r, X2)] dr + / [oa(r, X0) — bo(r, X0)] dr
En utilisant les hypothéseos (1.12) et (1.13), on a: i
B (1 - X0 < 28 )+ [ B - X0 ar
Si on prouve que 0

sup IE [|[n*]*] — 0 lorsquea — 0

0<t<T
le lemme de Gronwall assurera alors le résultat. Or

E[/O[ba(th)—bo(hX?)]dr

et I'intégrand de I'espérance est majoré Bﬁfot(l + 1X?])2 ds (qui est intégrable) et converge
en probabilité ver® quanda — 0 vu (1.15). Le théoreme de convergence dominée de Lebesgue
montre alors que

E [

En remarquant que

i

le méme type d’arguments montre que

|

Finalement, en utilisant aussi (1.16), on obtient:

t
< e V [ba(r, X)) = bo(r, X;)]|* dr
0

Ammx»wwxmw

2
] — 0 lorsquea — 0.

2

t t
/ [0a(r, X?) — o0(r, X°)]dB,| | =IE U |oa(r, XP) — oo(r, X0)|? dr| ,
0 0

2

t
/ [0a(r, X)) — 00(r, X?)] dB,| | — 0 lorsquea — 0.
0

sup IE [|nf’] — 0 lorsquea — 0
0<t<T

d’ou le résulta

On suppose maintenant également que les applications
i b(t,x) etx — o(t,x)

sont de class€" pour toutt > 0.
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Théoréme1.3.2. Sous les hypothéses précédentes alors les dérﬂ%ésexistent au senk?(Q)
et la fonctionY,’ = ag—f satisfait I'équation différentielle stochastique suiten

t t
(1.18) Y =e; + / Y.V b(r, X% dr + / Y. V.o(r,X"*)dB,.

s

Preuve :
On suppose = 1 pour simplifier et on posé = (hy,0,...,0) ouhy # 0. Alors:
Xx-‘,—h,s o Xx,s 1 t
=t = ei+— [ [ XY = b(r, XP®)] dr
h'l h’l s
1 t

+h_ [U(T7 ng"th’S) - U(T7 Xﬁs)] dBT
1Js

L'EDS (1.18) admet une unique solution aviee 1 que I'on appellert. Nous allons terminer la
preuve en appliquant le théoreme 1.3.1 avee h;. On remarque:

1 t 1 t 1
W [b(r, X;7H%) =b(r, X dr = W </0 V(X5 A+ u( X7 —Xf’s))dU)
Xz+h,s — X®s
x% dr.
1

On obtient également une expression similaire pour lirgkgstochastique. Ainsi la fonction

z+h,s x,s
_ XX

zZy I

satisfait I'’équation (1.17) avec

1
ba(t, z) = / V. b(XP® 4+ uaz) du.z
0

1
ba(t,z) = / V.o(X" +uaz)du.z
0
Sia=0,onazy =Y.

On rappelle que I'on &T" > 0,

I [ sup | X7 Xiﬂ?] < C(le =yl + 1T = s).

s<t<T

En utilisant ce rappel et la continuité 8g.b etV .o, on a bien (1.14) et (1.15) et le résultat découle
alors du théoréme 1.3H

On énonce maintenant un théoréeme dont la preuve se ramepeéeéaente.
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Théoréemel.3.3. Supposons que les dérivées partiell&s)(t, ), Do (t, ) existent, sont contin-
ues poura| < 2 et vérifient

[Dgb(t,2)| + D3| < Ko(1+|z)? (Ja] <2)

ou Ky, # sont des constantes positives.
Alors les dérivées partiellea%% existent au senk?(Q2) et elles satisfont le systeme différen-
1Oy

tiel stochastique avec coefficients aléatoires obtenu ehigant formellemeng% alaformule
1L
(1.11).

Théoréme1.3.4. Soit f(x) une fonction de classé’ et satisfaisant
D f@) <CA+al”) (ol <1)

ouC, 5 sont des constantes positives. On suppose également duyptibéses du théoreme 1.3.3
sont vérifiées pour| < 1 et on pose

(1.19) O(z) = B [f (X))

Alors ®(x) est continiment différentiable et les dérivées peuveatdgticulées en différentiant le
membre de droite dans (1.19) sous le signe intégral.
De plus, on a
|D*®(x)| < Co(L+[z[") ol <1,

ou Cy, v sont des constantes positives.

Preuve :
Nous prouverons que

OP ) v

On suppose pour simplifier gde= 1 et posons: = (hy,0,...,0). Alors

_E [W(Xé”’s) -

D+ h)—0(x) = B[ = F(x)]
= B[ [ VR e ) - X ]
0
Ainsi,

O(x+h)—0(x)
Y =IE

1 Xx+h,s o Xac,s
[ | OO e X du
0
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Lorsqueh — 0,
Xpths _ xms gx s
_>

2
- o, dansL®(Q2).

Ensuite si I'on pose
1
i [ VRO (X = X)) du
0

onayy, — V,f(X,”°) dansL?(Q2) car X*+ms — X* dansL?(€2) donc en probabilité et par suite
v, — V. f(X;"°) en probabilité. De plus en utilisant les majorations sudi&svées patrtielles de
f, il existeC tel que

E [[n — Vo f (XD <Gy

et ceci entraine que;, — V.. f(X;"") dansL?(1).
On peut itérer ce raisonnement pour obtenir des résultattesudérivées d’ordre supérielir

1.4 Ergodicité et processus de Markov

1.4.1 Systémes ergodiques

SoitS = (2, F, P, §;) un systéme dynamique qui consiste en un espace de prob&Qilit, IP)
et un groupe de transformations inversibles et mesurablésc IR de €2 dans() préservant la
mesurdP:

VAe FVte R,IP(0;A) =P (A)

Le groupéed;, t € IR induit un groupe de transformations linéaifiest € IR sur I'espace de Hilbert
H = L*(Q, F,IP) par la formule

Ti(w) = &(biw), V€ € H,Vw € Q,Vt € R.
Nous noterons. , .) le produit scalaire sufi. Il est clair que les opérateurs, ¢ € IR sont unitaires
etquely =1-,.
Un systéme dynamique = (2, F, IP, ;) est dit continu si
Im 7,8 = ¢ vee H
Nous ne considérons par la suite que des systemes dynaroimutéesus.

Définition 1.4.2. Un systéme dynamique= (2, 7, 1P, 6,) est ditergodiquesi
1 T
VA, B € J—“,jlim T/ P, ANB) dt=1P(A)IP(B)
—0Q 0
ou bien de facon équivalente:

1 T
vee Hjim 7 [ (T it = (61) ()
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Nous aurons besoin par la suite de la caractérisation deid®s systémes ergodiques:

Théoreme1.4.3. Soit.S un systéme dynamique continu. Aléfest ergodique si et seulement si
les seules fonctiorig-invariantes, ie telles qué;& = &, Vt € IR, sont les constantes.

Preuve :

Pour prouver le théoreme 1.4.3 nous aurons besoin du théczégodique de Birkhoff dont la
preuve peut étre trouvée dans n’'importe quel ouvrage surélarie ergodique, par exemple cf
[Petersen] théoréme 2.3 .

Théoréeme1l.4.4(théoréme ergodique de Birkhaffpoit (2, F, IP) un espace de probabilitéd, :
Q) — Q une transformation préservant la mesure. Algese H = L*(Q, F,P) il existet* € H
telle que

lim lZ&(&"C(w)) = ¢*(w), P p.s. et dand.

De plus, on a
et

Preuve du théoréme 1.4.3:
Supposons que les constantes sont les seules fonZiamgariantes. Nous allons montrer que:

1 T
vee . Jim 7 [ (B at = €1 (L)

Pour tout nombre positii, on définit

shzfohmdt,

et on consideéré,, qui est une transformation préservant la mesurdsulors

1 n—1 1 nh
W6 = [T e

et d'apres le théoreme de Birkhoff, il exisie € H telle que
nh

1
lim — T dt =¢;, dansHefP p.s.

n—oo M 0
On en déduit que

17 1
lim —/ T¢ dt = —¢; dans H efP ps
T J, h

T—o00
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En particulier, on &; = h&; et en utilisant le théoréme 1.44,¢; = &/, ce qui donnél},&; =
&, Yh > 0, et ainsi¢; est une fonction constante égale a son espérgnae.
Réciproquement, si est ergodique €f;¢ = £ pour toutt > 0, onaveé,n € H

(& m) = lim i (Ti&,m) dt = (&, 1) (1,m) = ({§, 1) 1,m)

et on en déduit que = (¢, 1) 1 est une fonction constani

SoitS un systeme dynamique continu. Un ensemble F est dit invariant par rapport & si
Vie R, IP(0,A) =P (A) =P (B,ANA).
On a alors le résultat important suivant:

Théoreme1.4.5. Soit S un systéeme dynamique continti.est ergodique si et seulement si pour
tout ensemble invariamd, on alP (A) = 0 ou bienlP (A4) = 1.

Preuve :
Si S est ergodique et est invariant. Alorg/;114, = 14 IP p.s., d’ou

P (A)° = lim — T]P(HtAﬂA) dt =P (A)

etil en découle qué (A) € {0,1}.
Réciproguement, sj est une fonctiort, invariante pour tout € IR, alors¢ est constante
(facile a vérifier!) doncS est ergodiqudll

1.4.6 Systémes canoniques et processus de Markov

Etant donné un processus de Markp¥,,¢ > 0} a valeurs dans un espace polonAipossé-
dant une probabilité invariante, on va lui associer, de maniere unique, un systeme dynamique
(Q, F, 0, IP*) sur 'espace) = E™,
On introduit alors un groupe de transformations mesuradlesersibled,,t € IR de) dans
Q:
Oiw(s) =w(t +s), t,s € IR.

On noteP* la loi produit dey sur€. Le processu$X;,t > 0} est alors stationnaire:
P(Xcol)=P(Xel),VteR,VI € BE)*R,

et les transformation&,t € IR préserve la mesur@®*. En conséquence, giest invariante, le
quadruplets* = (2, F, 0, IP*) définit un systeme dynamique associg¥g,t > 0}.

Proposition 1.4.7. Le systéme dynamiqu# est continu:

lim 7,¢ = Ti€, € € H*



Ergodicité et processus de Markov § 1.4 23

Preuve :
Il suffit de prouver I'assertion précédente pour toappartenant a un sev denseffie = L*(Q), F, u®®).
Soit H° 'ensemble de tous lesde la forme

{w) = flwltr),. .. w(tn)),w €,

ou f est une fonction uniformément continue et bornée/suett, < --- < t,,. H° est dense dans
H+retsié € HY, alors soitt > 0 etd > 0 le module d’uniforme continuité dé poure. On a pour
t>s

E* [|T,¢ — T,¢)°] EX [[f(w(t +t),...,w(t, + 1) = fwti +5),...,w(t, + 5))]?]

QIP“((( ) (t-+s))<(5;Vz':1,...,b)

+2||f|!ooZIP“ w(t; +1),w(t; + 5)) > 0)

IAINA

< e +2\|f]|OOZ]P“ w(t; +t),w(t; +5)) > 5)

Pour conclure, il suffit de montrer que

P (d(w(t; +1), w(ti +5)) = 6) — 0

tls
Or

P* (d(w(t; + 1), w(t; +5)) > 8) = E*[P* (d(w(t; +t),w(t; + 5)) > 6| Fose,)]
= IEH [Ptfs(Xertw B<Xs> 6)0)]

d'aprés la propriété de Markov, d@(z, dy) désignent les probabilités de transition du processus
{X;,t >0}.Orona
1tlfn P,_s(x,B(z,0)°) =0,Vx € R

donc le théoreme de convergence dominée de Lebesgue parc@iciurcll

Nous prouvons maintenant le résultat principal concerbiargodicité d’'une mesure invari-
ante. (; est dite ergodique si le systemié est ergodique).

Théorémel.4.8. Soit{ X;,t > 0} un processus de Markov gtune mesure de probabilité invari-
ante. Les conditions suivantes sont eéquivalentes:

(i) i est ergodique.
(i) Sip € L*(E, 1) et Pyp = ¢, pu p.S. pour tout > 0 alors o est constantg p.s. .

(iii) Si pour un ensembl& € B(FE) et pour toutt > 0, P,y = 1Lr, p p.s. alorsu(I') = 0 ou
u(l) = 1.
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(iv) Pour touty € L*(E, u),

1 (T
lim —/ Pypds = (p,1) dansL?*(E, ).
T—oo T 0

Preuve :

Les équivalenceg) < (ii) < (iii) résultent de ce qui précéde. Montrons gie= (iv).
Supposons tout d’abord queest ergodique. Soip, v € L*(E, 1) et définissons

E(w) = p(wo),n(w) = Y(wo),w € 2. Grace a I'ergodicité du systéme dynamidite

lim + / (T 1) e ds = (€,1) (1,77)

T—oo T

Or

<TS€777>HH = ¥ [@(Xs)¢<XO)]
= <Ps<;07¢>L2(E,#)

d’ou .
1 .
lim ?/ P,pds = (p, 1) faiblement dand.?(E, p).
0

T—o00

Il reste a prouver que la convergence est forte. $oi= 1, ' € B(E). Nous avons alors
P,p(x) = Ps(x,T") et par invariance dg,

I I
H?/o Pypds|| < ?/U | Pspl 2(,) ds
= ()
= lellrzzw
Ainsipoury = 1, I" € B(E),
1 T
gg? . Pypds = (p,1)

fortement dand.?(E, ;). Comme les fonctions indicatrices forment un sous-ensedsrise dans
L*(E, i), on obtient (iv) pour toup € L*(E, ).

Réciproguement supposons due) soit vérifié et quep € L*(E, uu) vérifieVt > 0, Pp = ¢
Alors

T—o00

1"
v = lim f/o Pypds E’ (¢, 1>L2(E,u)

et ainsip est constant
Un exposé beaucoup plus complet de la théorie ergodiquerdesgsus markoviens peut étre
trouvée dans [Da Prato & Zabczyk].
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1.5 Inégalites d’Aronson

Considérons l'opérateur différentiel du second ordre
L=V-(aV)

olla : R? — M,(IR) est mesurable, symétrique et satisfait la condition giedité:

M <a()<—<I

> =

(au sens des matrices positives)o&|0; 1]. Alors le processus de diffusion associé possede
une densitg(¢, x,y) et on démontre qu'’il existé/ = M (), d) telle que

M
vt > 0,Vz,y € R? exp (—Mly — z|*/t) < p(t,z,y) < Jaj2 OXP (—ly — =|*/Mt).

1
’ Mtd/2
Ces estimations sont appelées les estimations d’Aronson.

Si I'on suppose également gtie IR? — IR? est une fonction mesurable bornée alfs> 0,
il existe M = M (A, b,d,T) telle que la densitg du processus de diffusion associé a I'opérateur

Zax (a”ax ) Zb

vérifie également les inégalités suivantes pourt < 7', z,y € RY,

1 M
Nz P (=Mly — z*/t) < p(t,z,y) < 743 ©XP (=|y — =[2/Mt).

Pour les démonstrations de ces résultats, voir [Stroock1].

1.6 Temps de sortie d'un ouvert

Considérons le processus de diffusidpassociée a 'EDS
dXt = b(Xt) dt + O'(Xt) dBt

ou b, o vérifient les conditions d’existence d’un tel processu$®t ¢ > 0} est un mouvement
brownien standard d-dimensionnel sur un espace de prdbalbil 7, IP). On suppose de plus
guea = o - o vérifie la condition d’ellipticité:

3N > 0,Vz € RY Ve € RY, (a(x)€,€) > A|¢
Soit D un ouvert borné d&¢, on pose
o =inf{t > 0; X; € D}.

On note égalemerft;, = o(X;;s <t) etF = o(Xs s > 0).
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Lemme 1.6.1(Loi 0-1). SoitH € (] . AlorsP, (H) = 0 oulP, (H) = 1.

t>0

Preuve :
Par la propriété de Markov forte, on a

IE, [0:n]|F:] = [Ex, [n]

pour toute variable aléatoire borngg, mesurable suf). Ceci implique que

/ O dIP, = / Ex, [n] dP,, Vt.
H H

On suppose tout d’abord que= 7, = ¢1(X4,) - .. gx(Xy, ), OU chaquey; est bornée et continue.
En faisant tendré vers 0, on obtient:

/ ndlP, = lim/ O dlP, = lim/ Ex, [n] dIP, = P, (H)IE, ]
H =0 J g =0 J g

par la continuité de Feller du semi-groupe et le théoremedestgence dominée. En approximant
71 par des fonctions de la formg on conclut

/HndIPx = IPx(H)IEx [77]

pour toute variable aléatoitg, -mesurable bornég SiI'on applique ceci & = 15 on obtient
P, (H) = IP,(H)*

et ceci termine la preuvill

Corollaire 1.6.2. Soity € IR¢. Alors

ou bienlP, (7p =0) =0 oulP, (7p =0) = 1.

Preuve :
H={wemp=0}c().,F 1

En d’autres termes ou bien presque toutes les trajectaarés dey restent dang) pour une
période de temps strictement positive ou bien presqueddesetrajectoires partant dequittent
D immédiatement. Dans ce dernier cas nous dirons que le pesttrégulier ie

Définition 1.6.3. Un pointy € IR¢ est dit régulier pourD (par rapport aX,) si
]Py (TD = 0) =1.

Sinony est dit irrégulier.
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REMARQUE: Il est évident que la régularité d’un point est une proprietale. Ainsia € 0D est
régulier pourD si et seulement si est régulier pouta + B(0;r)) N D), pour unr > 0.

Poury € IR?\ {0}, on définit le cone(y, §) de directiony et d’ouverture) par
C(y,0) = {x € R (2,y) > [|al||lyl| cos 0} .

Définition 1.6.4. On dira que le point € 0D satisfait la condition de cdne de Zaremba s'il existe
y € R%\ {0} et0 < 6 < 7 tel que le cone translaté + C(y, #) soit contenu dani&< \ D.

Théoremel.6.5(Cone de Zaremba}si un pointu € 9D satisfait la condition du cone de Zaremba
alors il est régulier.

Preuve :
On suppose + C(y,0) c IR\ D, oly # 0et0 < § < «. Soitt < T, d’aprés les estimations
d’Aronson il existeM tel quevt < T,

M
p(t,z,y) > WGXP (—]y - $’2/Mt) .

Comme le changement de variabtes Mf/g envoie le cbne dans lui-méme, on a

M
Po(Xi€atCw.0) = [ e (-ly—aP/ar) dy
a+C(y,9)t

- / Mo (—y/M1) dy

wo) 1

= M exp (—|z|) dz2q>0
Cly.0)

ou ¢ est indépendant de Or
]Pa (TD S t) 2 IPa (Xt € C(y>6)) =q,

et en faisant tendre| 0, on conclut quéP, (7p = 0) > 0. La régularité résulte alors de la loi 0-1
[ R

REMARQUE: Si, pour una € 0D et pour unr > 0, le pointa satisfait la condition du céne de
Zaremba pour I'ensemble + B(0,r)) N D, alorsa est régulier poup.

D’autre part, on remarque que la régularité d’un point needépas du processus de diffu-
sion considéré pourvu que ces conefficients vérifient lestgses ci-dessus et en particulier la
condition d’ellipticité.



Chapter 2

Homogénéisation en milieu périodique: cas
elliptique

Ce chapitre est consacreé a la preuve des formules d’homagéioéi pour les opérateurs sous
forme divergence a coefficients périodiques. Les coeffisisont également supposés assez réguliers
pour que I'on puisse considérer le processus de diffusiomo® solution de I'équation différen-
tielle stochastique associée. Une approche plus génénadehypothése de régularité des coeffi-
cients est possible a I'aide de la théorie des processus deMassociés a une forme de Dirichlet
[Fukushima].

La condition d’ellipticité va jouer un réle important darschapitre. D’autre part, la périodic-
ité des coefficients va conduire a considérer un processdifdsion sur le tore, ce qui permettra
d’utiliser la compacité de ce dernier, notamment en ce guceme I'existence d’'une mesure in-
variante pour le processus de diffusion. On établit ensutiiéoreme ergodique pour ce processus
et a I'aide de la formule de Feynmann-Kac, on en déduit legrtgés d’homogénéisation.

2.1 Introduction

On considéere 'EDS suivante:

borXe 1 X¢ borxe
(2.1) Xf:m+/c( )d+ /b( >ds+/ ( s)st
0 € e Jo € 0 €
ou{By;t > 0} est un mouvement brownien d-dimensionnel standard,
c: R*— R%, b: R — IRY eto: R? — IR?*? sont mesurables et bornées,

périodiques de périodedans chaque direction. On suppose également que
o(x),b(x) ete(x) sont localement lipschitziennes et que

(2.2) Za‘”“em RY), i=1...,d
Oz,

De plus, on se place sous la condition suivante:

28
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Hypothese2.1.1. CAS ELLIPTIQUE Il existea > 0 tel que

a(x) > ald, Vr € RY

Soit X7 = 1 X2

g2t-

On remarque que:

2 2 2
B T 1 e“t 1 et 1 et ~
K=ol [ efgads g [ o a4t [ o(an,
0 0 0

£ £

Effectuons maintenant le changement de variables /2. En ce qui concerne l'intégrale stochas-
tique, si 'on poseB: = %BEQT (c’est un mouvement brownien), on a

1 et t ~
L[ etEaan = [ o(%ds;
€ Jo 0

Ainsi on obtient
~ X t o t ~
(2.3) X; = —+6/ c(Xf)dr+/ b(Xf)err/ o(X;)dB:;.
€ 0 0 0

Comme il y a unicité en loi pour les solutions des EDS, indépemdent du brownien considére,
on oubliera par la suite la dépendanceetu brownien.

Ce qui va suivre concerne I'étude des propriétés ergodiqelesacbcessu{f(f;t > 0}
e>0

Comme les coefficients de (2.3) sont périodiques, nous céresiths le proceSSL{sX'f;t > 0}
comme un processus de diffusion (et donc un processus menj@vvaleurs dans le tofE? =

IR?/72°. En fait, la projection sur le tore du processus de diffusiolution de (2.3) & valeurs dans
IR? est solution de 'EDS (2.3) considérée comme équation storée On remarque également

que le générateur infinitésimal du proces%lféf;t > 0} est 'opérateur du second ordre suivant:

1< Bz d Bl
L. = 51-2:: maxﬁ;(b,-(:pwgci(x)) 3o,
1< 0 a . 0
(2.4) = 3 Z 8_ ( g 691:1 ) + ;(bz(m) +€Ci($>)8xi
5 1
ol b, () 52 z) et l'adjoint L* de L. est:

d d

(2.5) L::%Zaa ( P ) Zaiz(?’ ) + eciw )).).

ij=1 i=1
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2.2 Mesure invariante

Nous prouvons tout d’abord:

Lemme 2.2.1. Ve > 0, le processus de diffusion a valeurs daiié {X¢;¢ > 0} posséde une
mesure invariante..

Preuve :
Le résultat provient du fait qu%f(f;t > O} est un processus de Feller homogéne a valeurs dans

un ensemble compact.
Soitv la loi de X§. Pour chaque > 0, T sous-ensemble borélien @&, soit

() = %/OtIP,, (X e r) ds

Comme{;t > 0} est une famille de probabilités sur un ensemble comjiGtil existe une
suite(t,),, croissant verso et une mesure de probabilitésur T (Banach-Alaoglu + la suite est
tendue) telles que

Ue, — b, — O0.

Soit f € C(Tr%). Lapplicationz — IE, [f(f(f)} est continue. Ainsi

E, [£(X)] = lm E,, /(X))

n—oo

:nmifEWMm%ﬂ@

= B )] as
0
t+t,
= lim — E, |f(X9)] d
/ttthn |: i| S
— Iim —/O E, [f(f(j)} ds

n—00 tn

~ [ f@du
rﬂ‘ld
et estinvariantdll

L'unicité de la mesure invariante va résulter d’'un résultatpeu plus fort. Prouvons tout
d’abord

Proposition 2.2.2.Ve € [0, 1], le processus de Feller homogé{@f;t > O} possede une densité
de transitionp.(t, z, y) qui est telle que pour chaque> 0, il existec;, > 0 tel que

pe(t,z,y) > ¢, Ve € [0,1],Va,y € T
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Preuve :

Sous les hypotheses du cas elliptique, ceci résulte dealitég&sgd’Aronson (section 1.5) qui as-
surent que pour une diffusion a valeurs ddiRé avec un générateur de forme divergence non
dégénére,

1 2 M 2
(2.6) Tz SP(=Mly = 2*/t) < pe(t,2,y) < 5 exp(=y — 2|°/M2).
La densité du processus sur le tore étant supérieure a ogdl®dessus suiR?, on a bien le résultat
|

Nous avons maintenant besoin du

Lemme 2.2.3. Pour toutt > 0 etz, 2’ € T¢, ona

”pa(ta €, ) - p5<t>$,> ')”Ll(’ll“d) < 2(1 o cl)[t]

Preuve :
Définissons tout d’abord un couplage @€, X*',n = 0,...,[t]). Considérons une application
F.: ¢ x [0,1] — T telle que sin posséde une distribution uniforme gar1], la variable
aléatoireF (x, ) posséde la densité de probabifit:= =1

Soit (U, &1, MMy - -+ Uny &y ins 1L, - - - ) des variables aléatoires indépendantes telles que les
variables aléatoires, sont uniformément distribuées silt’, les variables;,, n/, sont uniformé-
ment distribuées sy, 1] et

o] 1 avec probabilite:;
" 1 0 avec probabilitd — ¢,

On définit alors les suiteX;f,Xjf’, n > 1 par récurrence. Pour tout> 0, si X! = X;’;“', alors on
poseX® , = X, = F.(XZ,7,41), Sinon on pose

n n

/

{ X§+1 = Unt1&nt1 + (1 - Un+1)F€(Xﬁ; 77n+1)
X7$L+1 - Un+1£n+1 + (1 - Un+1>Fs(X7a; 7777/1+1)

On montre par récurrence qu& et X*' ont bien les lois voulues. Ainsi on a

]P(Xﬁ#Xff) —P (U, =0,....Up=0)=(1—c))"

De fagon similaire, on définit;_j(z,.) de telle sorte queFt,Jt](x,n) posséde la densité de
probabilitép. (¢ — [t], z, y) et siXj = X}, alors on pos&(; = X} = Fy_(X{, ng41), Sinon

{ X{ = Fio(Xjy mg+1)

Xf/ = Ft*[t}(X[(;]l7 77ft1+1)
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On a alors
P (x4 57) =P (35 £ 5) = 0
Or:
/ p(t,2,y) = pe(t, 2’ y)|dy = sup [P (X7 € A) —P(X] € A)|
T AcTd
< op (ng 4 Xf’)
< 21—

d’ou le résulta

Corollaire 2.2.4. Les probabilités de transition convergent en variatioratetvers la mesure in-
variante a la vitesse exponentielle.

Preuve :
On a:

i) = ilry = [ Ipta) = pelw)l dy
_ / p.(ta,y) — / po(t,2,y) du(a)| dy
T d

= [ 1] ot~ pulea ) dute) dy
T Jard
< 20— m
Corollaire 2.2.5. La mesure invariante est unique.

Preuve :
Soit i° etr® deux mesures invariantes. Alors:

I = vl = sup [i5(A) — v(A)
AcTrd
— sup [pE(PEA) — (A
AcTrd
- | (/ pelt, ) () — [ ps<t7a:',y>du€<a:'>) dy\
ACTr? gIad

= [ 1] e~ [ ot ac@lay
g

=[] ] e e
- [ [ s @ ) dy
< /w/qrd/qrgpatw — pelt ') dy ) (o)

< 2(1—cp)l
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pour toutt > 0 W

Corollaire 2.2.6. Il existe une constante > 0 telle que pour tout > 0 et f € L>°(T?),

< ”fHLoo(qrd){M

E[150)] - [ s

Preuve :
Résulte immédiatement des corollaires précédlints

REMARQUE: Les calculs fait précédemment montrent aussi que

< ||f||Loo(1rd)€_pm

. [1%0)] - [ st et

uniformément en: € .

2.3 Mesure invariante: 2¢™¢ méthode

On va exposer une autre fagon d’obtenir le corollaire 2.R@prenons le travail effectué a la
section 1.1 avedl' (%) (= Wh?(Tr%)). Nous voyons que I'opératedi, du théoréme 1.1.4 est,
pour\ > )\, en fait I'inverse de\ — L et est lié au semi-group@ par

T f(z) = /O e, [ f(Xt)] dt.

Soit L* I'adjoint formel deL:

1 ) 0 .0
(2.7) L' =3 > a—gci(ai,j(x)a—%.) _;axi@”

1<i j<d

Rappel de la section 1.1:

En utilisant I'alternative de Fredholm aux opératellixspour \ assez grand, on obtient que
les espaceKer L et Ker L* sont tous deux de dimension finie et de méme dimension. OraBap
le principe du maximum 1.1.6 page 4 et la périodicité destfons, le premier de ces noyaux est
formé des constantes sur le tore. Il est donc de dimension toBséquence, il existe une solution
m € HY(T%) \ {0} al équation

L'm =0.

Lemme 2.3.1. Cette solutionn peut étre choisie positive et telle que

/Tdm(x)dx = 1.
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Preuve :
Soit A > )\ etwu la solution de I'équation

(A= L") u = A\|m]|.

On remarque que
(A= L) (u+m) = A(|m| +m),

(A= L") (u—m) = X|m| —m).

Or siu est positive I\ u est positive. Ainsi > m etu > —m, d’olu > |m/|. D’autre part, on a
/ L*u(x)dx = (L*u, 1) = (u, L1) = 0.
rﬂ'\d

Ainsi, [au(x)de = [a|m|(z) dz doncu = |m| presque partout. En reportant dans la premiére
éguation, cela nous donne
L*|m| = 0.

On peut donc choisim positive non nulle. Par suite, on peut aussi fixer

/Tdm(x)d:czl

et cette derniére condition assure I'unicité d’une tellectoonm Bl

Proposition 2.3.2. La mesure de probabilité: est invariante pour le semi-grougé’ );.

Preuve :
En effet,

% /potf (z)m(z) dw = /qr LPf(z)m(z) dr = / Pof(2)L*m(z) dx = 0

rd
etPf(z) = f(z) M
On montre alors que la densité de probabilit@st bornée de la fagcon suivante:
Corollaire 2.3.3. Il existe deux constantes strictement positives K telles que
0 <m(zx) < K,pp.
Preuve :
Soit E = {x;m(z) < ¢} oud est donné par les estimations d’Aronson, ie

p(L,z,y) > 6, Va,y € T
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Si par I'absurde la mesure de Lebesguedest strictement positive, alors
OE| = / M p(z)de
r]I\d
> / x)m(x)dx
g

Ip(
d
= [ [ s nism(a) dedy
T J
> JO|E|
d’oli une contradiction. Le méme raisonnement condui{a) < K pour presque tout € T B
Lemme 2.3.4. Pour toutu € L>°(T%) N Dom(L),

1
(2.8) (Lu, u) 2 (ray = —E(aVu, V) ()

Preuve :
Soity € C>=(TT?), alors

1
elp.my) = 5(aVe, V(me))paera) — (0-Vi, mp) p2(rra)

= L@V, V) sy + 5@V mVE)) sy — (000, m) gz
= %(GVSO ¥ Vm)L?(qrd) + %(CLVQO, VSD))LG(qrd) - %(b-v(<ﬂ2)>m)L2(w)
= L@V, V) + 50V, V) oy + 5 (V). bm) o
= %(GV%V@))Lgn(qrd) - %( L m)m(qrd)

1
§(CLV% Vo)) iz (e

CommeC>=(T?) est dense dang} (%), I'égalité précédente est vrai pour
e H(TY)m

d

On introduit maintenant la famille d’opérateuts = L + ¢ E Cig qui sont les générateurs
€
i=1

des processu%f(f;t > 0}. On note( Pf), les semi-groupes respectifs de ces processus de diffu-
sion sur le tore.

Proposition 2.3.5. Il existe deux constantds et p qui dépendent seulementde, ¢, d telles que:

sup
zem?

B /(X)) = | | raym(z)dr

< KHfHL?(qrd)efo(E)t
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ou C'(e) converge verg lorsquee tend vers 0.

Preuve :
Soit f € Cg°(T) telle que [u f(z)m(z)dz = 0. Soit6°(t) = ||Pf|2, , ey A l'aide du
corollaire 2.3.3 etdu lemme 2.3.4,0n a

dée or;
w0 = 2% rer)
dt 8t Lgn(r]rd)

(LB P o
8P5
- VP, VP fym(z)d i d
| tavrs. x+s/ﬂd§jc PE f(@)m() da

< SMVE IR, arey + elleloclVPE Nz, ey | P fHL,Qn(’JTd)

En combinant le résultat du corollaire 2.3.3 et I'inégatieéPoincarré, on obtient

154 50 154
IVE; fll 2, (way > 7||Pt fllrz, (e

d’ou s
(1) < ~C)5 (1),

avecC'(¢) convergeant verg > 0. Commes®(0) = || f| ;2 ey, ON @

0°(t) < [ /1|2, (wey exp(=C(e)t) < K[ f| p2(me)y exp(=C(e)t).

Le résultat est démontré par dendiké

2.4 Le théoreme ergodique

On notera{ X;;t > 0} la solution de 'EDS (2.1). On appellefa la densité de la mesure invari-
antey:* de{f(f;t > 0} et on écrirg pour py.

Proposition 2.4.1. Soit f € L>(T'"). On désigne paf X:;¢ > 0} le processus solution de (2.1).

Alors ,
| ([ () aet f st ar) | o

quands — 0.

Preuve :
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Remarquons tout d’abord que pour toute foncgantégrable, on a

(/:gmdx) =2/:g<x>/;g<y>dydx

(d’aprés le théoréme de Fubini).
On remarque, quitte a poser

F=f= | f@p)ds

gu'il suffit de démontrer le résultat pour les fonctiofitelles que

| @)z =0

2

Soit f € L*(TY) telle que
" f(@)p(x) dz = 0.

PosonsA. = [... f(z)p-(z)dz. Etant donné le théoreme sur les EDS a parameétres, la fanctio

e — X7 e L*(T?) est continue donc
A, — 0.

On a alors
E[(/Otf<X§> du>2] — 92E Ut/sf()?;)f()zg)duds]
- // FEOIF £(X5)] duds
_ / / (Puu XD F(X)] duds
< 2l [ [ B[R] duds
2 el ey /0 t /0 5= gy ds

+20Hf||ioo(w)/0 /0 /w f(x)pe(x) dx duds

= 2| Iy (=1 + gt + )+ FI AL

En conséquence,

t/e? B 2
(/ F(X5) d“) ] 90| IR e 22t P14 e P | 2R AL 0
0

lorsques — 0 W
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REMARQUE: On peut aussi montrer a l'aide de la remarque 2.2 que I'on a

| ([ () it [ somtr ) | o

uniformément en: € IR.
2.5 L'equation de Poisson

Le corollaire 2.2.6 va nous servir & exprimer les solutiomg@huation de Poisson sur le toF,
associée a l'opératelr.
On note maintenant = po, u = p° et X = X°.

Le probléme est le suivant. Sgite L>(T'%), qui satisfait

(2.9) f(2)p(z) dz = 0.
rjrd

CommeL est un opérateur non-borné ferme a domaine dense, il exaitd@rezis] page 28) une
solution f unique a une constante additive pres telle que:

(2.10) Lf(z)+ f(z) =0, z € T

On fixe cette constante en imposant

(2.11) » f(xz)du(z) = 0.

Cette facon de fixer la constante sert, a I'aide de la proposii4.1, a garantir I'intégrabilité de
la fonctionu(t, ) du théoreme suivant.

Théoréme2.5.1. Soit f € L>°(Tr%) qui satisfait la condition (2.9). Alorg définie par
flo) = [ [100)] at
0
est une solution d&.10). De plus, on a

fe(yw2r(m?).

p>1

Preuve :
Considérons I'équation aux dérivées partielles parabelgyivante

Su(t,z) — Lu(t,z) = 0,t>0,z¢€ e
u(0,2) = f(x), z €M
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Cette équation a une solution dans
C(Ry; LX) N CYIRY; LX) N O(RY; H'(T))

qui est donnée par la formule de Feynmann-Ka¢; ) = [E, [f(f(t)] .

D’apres le corollaire 2.2.6 ave;:_ 0, u( ) — 0 dansL>(Tr%) a la vitesse exponentielle
lorsquet — oo et sil'on posev(t, z) fO u(s,x)ds on a:

[o(t, )llee = sup [v(t,2)| < C
zeT?

et
W(t,z) — v(z) :/O E, [f(f(t)] dt, quandt — oo.

D’aprés le théoreme de Banach-Alaoglu, il existe une guitg, telle quet,, * oo etv(t,,.) — v
pour la topologie *-faible dé.> ().
Commeu(t,z) = f(x) + Lv(t,z), on a:
Vi € C(TY), (ultn), ¢) = (v(ta), L") + (£, )

et en faisant tendre versoo, on obtient que:

Vi € C(TY), (v, L*¢) + (f,) = 0.
Or on sait déja que € L*(T) et

Vo € C(), (f,L¢) + (f,¢) =0,

donc A
\V/QO € Coo(rEd)a (U - fv L*(,O) = 0

d'otiv — f € (Im(L*))* dansL?(T%), etv — f € ker(L) ie v = f a une constante additive prés

et comme
/Tdv(ﬂlr)p(x) dv = /w /OO Pof () dt pl(z) da

= / / P f( x) dx dt
T[\d

= / f(z)p(x) dedt
V]I\d

onabienf = [ E, [f(f(t)] c ().
Pour obtenir le fait que € ()., W2?(1r’) voir la section 1.1
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2.6 Homogeneisation des EDP paraboliques linéaires

Les fonctionsa, b, ¢ vérifient les conditions des sections précédentes. Comwsigéles fonctions
eetf : RY — IR mesurables et bornées, périodiques de période 1 dans ctaquton et
g € C(IR) qui croft au plus polyndmialement en l'infini. Pour taut- 0, on considére I'équation
aux dérivées patrtielles:

ous(t, x) . 1

o8

) + f(g))ua(t,x), t>0,z € R
u?(0,2) = g(x), z € R?

ou

On suppose que
Vi=1,...,d, / bi(x)du(z) =0, et / e(x)du(z) =0,
T T

ou 1 est la probabilité invariante du processus= X?,t > 0 de générateur donné par

1 0’ : 0
L= - . . .
2 ijzl ij (x) &claxj + Z bl(x) 8.751

11 /Xxe Xe
}/;a:/ |:_6( S)+f( s):| d87t207
o L€ € €
alors la solution de (2.12) est donnée d’apres la formuleaymmann-Kac par

ut(t, x) = IEg(X7) exp(Yy)]

Sil'on pose

ou X; estla solution de (2.1).
Soit

é(x) = / E, [e(Xt)] dt, bi(x) = / E, [bi(fg)} dt,i=1,...,d,z e
0 0
les solutions des equations de Poisson
Lé+e(x) = 0, Lby(x) + b(x) = 0,i=1,....d.

On pose:

A= [ (I+'Vb).a.(I+Vb)(z)du(x)

rﬂ*d

C = /qT I+ 'Vb)(c + a.Vé)(z) du(x)

1
D = (gtVé.aVé + [+ tVé.C) (x) dp(x)

rjrd
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En utilisant les formules d’ltd et de Feynmann-Kac, on meque
u(t,x) = IE [g(x +Ct+ A%Bt)} ePt

est la solution de
d

d
8ut:):__ZA3utx Zcia“(”)+p( 2)

Y Ox;0x; ; Oz;
=1

w(0,2) = g(x), LER

(2.13)

Théoréme?2.6.1. Pour toutt > 0,z € R%, on a
u(t,x) — u(t, x)

lorsques — 0.

Preuve :
PosonsY, = £,

X7 = X;+= (%) -5 (2))
V=i e (e - ()

£

Rappelons que d’apres le théoreme 2.5.1, les fonctiens, i = 1, ..., d sont bornées sur le tore.
Ainsion alX; — X;| + |Y7 — Y| < Ce etlalimite deu®(¢, x) est la méme que

W (t,x) = B [g(f(a)exp(f/a)} .

Nous savons aussi par le théoréme 2.5.1 que les fonatietls, i = 1, ..., d appartiennent &
ﬂ W2P(T?). On applique alors une extension de la formule d'1t6 due dd<rvoir [Krylov])

p=1
qui donne

g

exp—e(%) = - /0 () (%b(yz)w@i)) ds+é /0 () - o () dB,
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ce qui donne
t t
V= [ (Ve(D) o) + X)) ds+ [ V(R - o(X) dE.
0 0
Introduisons une nouvelle probabililé (qui dépend de) définie par:

Z%‘ft:exp (/Ot( Veé-o)(X,)dB, —%/Ot(tVé-a-Vé)(Yi)ds).

Alors .
uf(t,x):ﬁa[g()%;)exp (/O(Ve ot ft tVe 0. Ve) (X )ds)].

En procédant ave&'s comme aved’s, on obtient:

t t
Xf:m—l—/ <c( )+ Vb - (X )) ds+/ (a(7§)+tvz>-a(7§)) dB,,
0 0
ce qui peut encore s’écrire:

Xt = :1:+/ (I +'Vb)(c+a.Vé)(X2)ds + /t(I+tV5)a(Yi)d§;

ou .
B, =B, — / (t0.Vé)(X) ds.
0

En fait, d’aprés le théoréme de Girsanbvest une probabilité sous Iaque% est un mouvement
brownien standard d-dimensionnel.
Admettons pour le moment le lemme suivant:

Lemme 2.6.2. Les convergences suivantes ont IiedT%probabilité, pour tout > 0

— 0

(i) sup
0<s<t

/ (I +'Vh)(c +a.Ve)(X) dr — Cis

0

(ii) /t t/(I +1Vh).a (I + V) (X ds — At —t)

t
1 .
(iii) / (f +'Vé.c+ étVé.a.Vé)(XS) ds — Dt
0

Etant donnée la partie (i) du lemme 2.6.2, il suffit, pour mengue le procesa%f(f;t > 0}
converge en loi quand — 0 vers le processus gaussien

{x+0t+A%Bt;t20},

de montrer le lemme suivant:
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Lemme?2.6.3.0n a:
/ (I +'Vh).o(X) dB, — AV2B. |

0
lorsques — 0 au sens de la convergence en loi dans I'espac, ¢]; IR¢).

Le théoreme résulte alors de (iii), du fait giie[g(z + Ct + AY/2B,)e”] < oo M

Preuve du lemme 2.6.2:
On remarque tout d'abord par la proposition 2.4.1 que (ingda sup), (ii) et (i) ont lieu sous
IP. Il reste @ montrer que ce résultat reste vrai SBugui dépend en fait de). Montrons le par

exemple pour (ii).
)

On pose pour une constante> 0
t R o
/ (I + "Vb).a.(I + Vb) (X ds — A(t — 1)
t
On noteZ; = Z%b:t. En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a:

ng{

On sait déja que

lim P (K.) = 0.

P(K.) = E L] = E[Z 1] <P (K) P E[(Z)].

Or si l'on posep, = ‘Vé.o(X,) ona

(7] = Elow(2[ pin [lagras)]
= ]E[exp( /sosdB /Il¢sll2d8) exp< / ||sos||2d8)]
C foo(1[ans o) QE[exp (of rmuzds)r

prop2.4.1

2R {exp (Gt /qT Ve.a.Ve(r)p(a) dx)} (14 0(1)

On a utilisé queVeé est borné. En effet, on sait quec ﬂ Wwr(m) c C*(Q) d'aprés les
p>1
injections sur les espaces de Sobolev.
Pour ce qui est de (i), le méme ralsonnement montre gu'iltsildfile verifier sousgP. Pour
cela, on définie = (I + 'Vb)(c + a.Vé), fO ) ds, 5P = Ci,pp POUrp € IN. Nous
avons alors:

[tr]/p

e 2 ~ €
sup |C7 — C's| < —||¢[|o + sup [C7F — Csp] /pl.
s<t p s<t
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De la premiere remarque de la preuve résulte le fait que ptxé le second terme tend vei€n
probabilité, et le premier terme tend trivialement veécuandp — oo, et cela donne (il

Preuve du lemme 2.6.3:
e Nous allons tout d’abord montrer que les lois 60, t]; IR?) des processus

Mﬁ—/kﬁwv@d73ﬂ15>o
0

(sousIP.) forment une famille tendue de probabilités si0, ¢]; IR¢). Définissons pour cela le
module de continuité d&/=:

we(0) = 0§“P<t‘M§ — Mg|, ¥6 >0
|s—r|<5

et montrons ensuite qu&) > 0,36 > 0,Ve > 0,

P.(w:(8) >n) <n.
Soityp > 0etd < d < 1. Pour0 <i < g on pose
€ _ (3 € Ui
F; = sup [ M7 — M| > 2 o
10<s<(i+1)dNt 3

Alors
]flss(ws(é) >n) < Z ﬂSE(FzE)
0<i<t/s

t -
< < sup P(F})
0 o<ict/s

On poseps = (I +'Vb) - a - (I + Vb)(X:). En utilisant les inégalités de Markov et Davis-
Burkholder-Gundy poup > 2, on a

_ _ (i+1)0At p/2
B.(F5) < Cn7E. / 16512 ds
0
< C'npPor/?,

et en combinant les deux derniéres inégalités on obtient,

P (w.(0) >n) < C’Tfpép/%l

et on obtient le résultat désiré en choisissasat (nP1 /)% P2 A 1.
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Montrons maintenant que la famille est bien tendue. $ait 0. Vu ce qui précedeyn <
IN, 36, > 0,Ve > 0, P (w.(0,,) > n27") < 27"
On pose alors

K = Q”U {feC(0,t];RY); ws(d) <27"netf(0)=0}.

Le fait queVf € K, f(0) = 0 et I'équicontinuité assure qu€ est borné dan€'([0, ¢]; IR?) et le
théoreme d’Ascoli permet de conclure glfeest compact. De plus

P.(K) > . ( () {F € CU0. 1R ; wo(ba) < 772_”}>
= 1- 1155 ( U {w6(5N) > 772_”})

v

1= P, (we(dn) > n27")
n>1
n
> 1) o
n>1

ce qui montre bien que la famille est tendue.

e Il ne reste alors plus qu’a montrer que le proces{tsm%?Bt; t> O} estl'unique valeur d’adhérence
de cette famille quand — 0. Soit{M;;t > 0} une valeur d’adhérence de cette famille pour

0, c'est-a-dire qu'il existe une suite,,),, qui converge vergtelle quevt > 0 etvd: C([0,]; R?Y) —

IR continue bornée, on a

E[®(M.,)] — E[®(M) quandn — oc.

L'uniforme intégrabilité des variablesp | M:|* (les coefficients sont bornés) assure GUg)o< ;<
[0,¢]

est un processus tel quaip IE(|M;]*) < oo. D’autre part, si 'on fixe) < s < r < t et sil'on se
0<s<t

donne une fonctiom, continue et bornée s¥([0, s]; IR?), on remarque que:
IE (M — M{)eu(M?)] =0

donc en passant a la limite payy — 0:
E [(Mr - Ms)qu)s(M)] =0

ce qui assure du fait de I'orthogonalité des accroissenwrég/ est une martingale (continue).
En procédant de méme, on a

B (01707 = M 020, 089)] = B |00 [ i
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d’ou I'on tire en utilisant le lemme 2.6.2:
IE [(M,'M, — M/ M), (M,)] = IE [1h(M)] A(r — )

et on en déduit alors que le processus croissant assaciést{ As; 0 < s < t}.

PosonsN = A~Y2M. Nous avons montré qu&’ est une martingale continue telle que
{N,N, — sI;0 < s <t} soit une martingale. Le théoreme de Lévy assure alorsN\j&sst un
mouvement brownien standard d-dimensioriliel



Chapter 3

Homogéeneisation en milieu periodique: cas
degénére

Ce chapitre concerne ’homogénéisation des opérateurd@mos divergence a coefficients péri-
odiques mais ne vérifiant plus la condition d’ellipticitéoU? obtenir des résultats similaires au
chapitre précédent sans cette condition, nous compersensupposant les coefficients réguliers
et en supposant que les probabilités de transition du masetke diffusion vérifient une condition
de Doeblin. La démarche que nous suivrons alors est quagase au chapitre précédent.

3.1 Introduction

Soite > 0, on note toujourg X;°} la solution de I'EDS:

t X®e Xxs t an
(3.1) Xf’szx—l—/ [c( - ) —b( )] d3+/ a( ) dBs,
0 3 3 3 0 e

olc, b, o sont périodiques de clas§é. On noteraX; pour X, . On définit comme précédemment
X7 = 1X5, qui vérifie 'EDS

t t
(3.2) Xe==2 +/ (ec(Xj) + b(Xj)) ds + / o(X2)dB,,
€ 0 0
et qui est toujours considéré comme processus a valeursettame .

Hypothése3.1.1. Cas dégénéré

i) b, ¢, o sont périodiques de clasge.

ii) Sia = 0.'c alors Z e LY(?).

Ox; 8%

47



48 Ch. 3. Homogénéisation en milieu périodique: cas dégénéré

iif) On appellep.(t, x,dz) la probabilité de transition du processus de Mark%»if} a valeurs

dans le toréll'?. On suppose que la condition de Doeblin suivante est sitisfa
Jto > 0,3a > 0 et il existe une probabilité sur le torgtels queve < [0,1], Ve € T4 VA
borélien deTr*,

pe(t,x, A) > a/ dQ.
A
iv) On suppose qu'il existg > 0 tel que pour toute fonctiofi € Cy, (%), 'application
v | fly)p(t,z, dy)
rﬂ'*d

est de class€! et qu'il existe des mesures signégg;, r,.),7 = 1,...,d, continues par
rapport az telles que

0
al’i

[ 1wwtady) = [t

REMARQUE: Cette derniére hypothése sert a garantir la dérivabilitésdiegions de I'équation de
Poisson sur le tore. Nous pouvons nous affranchir de cefiethgse des que I'on dispose d’un
autre moyen pour prouver cette dérivabilité.

On noteL le générateur infinitésimal d{ef(,t > 0}:

I =

[\Dlr—t

[\Dlr—t

i

pub;(x)

l\DIn—

d
0
325,00

3.2 Mesure invariante

En utilisant les mémes arguments qu’au chapitre 2 c’estedlal fait que{f(f} est un processus

de Feller a valeurs dans un ensemble compact, on montre gooessus admet une mesure
invariante.

Dans le chapitre 2, on avait utilisé les estimations d’Ammgour obtenir I'unicité et une
estimation de la vitesse de convergence vers cette mesugear@@ments étant propres au cas
elliptique, il faut maintenant trouver d’autres solution€’est la condition de Doeblin qui va
permettre de retrouver les mémes résultats toujours avemeathode de couplage.
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Lemme 3.2.1. Pour toutz, 2’ € T et pour toutt > 0 on a

Ipe(t, 2,.) = pe(t, 2", llvr < 2(1 = en).

Preuve :
Soitty, a > 0 etq donnés par la condition de Doeblin. On nagiéa probabilitég(z) dz sur le tore.
On reprend maintenant en partie les grands axes de la déatamstorrespondante du chaptitre
2.
Définissons tout d’abord un couplage(d€;;”, Xflfo ,n=0,...,[t]). Considérons une application
F.: T x [0,1] — T, telle que siy possede une dlstrlbutlon uniforme g0r1], la variable
aléatoireF.(y,n) suit la loi de probablllte ~(pe(to, w,dz) — aQ.

Soit (U, &1, MMy -+ Uny &y My My - - ) ‘des variables aléatoires indépendantes telles que les
variables aléatoire§, aient pour loi de probabilit) sur?, les variablesy,, n/, sont uniformé-
ment distribuées sy, 1] et

U 1 avec probabilitey
" 1 0 avec probabilitd — «
X alors

nto )

F. (Xnto, Mnt1), SINON ON pose

On définit alors les suitek¥®

nito?
on poseX = nglﬂ)to —

X(n+1)t0 = Un+1£n+1 + (1 - UnJrl)FE():(f;toa 77n+1)
X(xn+1)t0 == Un+1€n+1 + (1 - Un"l‘l)Ff(Xﬁto’ 17;1+1)

n > 1 par récurrence. Pour tout> 0, SIXm = X7

nto!?

7’L+1)t0

On montre par récurrence qli’effto et X*, ont bien les lois voulues. Ainsi on a

nto

P (X5, # X)) =P (U1 =0, Uy = 0) = (1 a)".

De facon similaire, on définif} /1) (z, -) de telle sorte queé}_q 1/« (z, ) possede la den-
sité de probabilit. (t — to[t/to], =, y) et si X7 folt/to] = Xz '[t/t] alors on poseX? = X7 =
Fytolt /1) (Xto[t/to}v Mit/to+1), SINON

)N(f = thto[t/to](Xto[t/to] 77[t/t0]+1)
Xf :Ft—to[t/to]<X olt/to]’ 77[t/t01+1)

On a alors ) ) 3
P (th # Xf) =P < f;}[t/to 7é t/to> = (1 - a)[t/to]-

Oron a:

Ip=(t, 2, dy) = pe(t, ' dy)llvr = sup [P (X7 € 4) — P (&7 € 4))
AcTrd

IN

oI (X;f ” Xt>
< 2(1— a)[t/to}
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d’ou le résultai

Comme précédemment, on en déduit l'unicité de la mesureiamiar mais aussi les deux
résultats suivants ou. désigne la mesure invariante du proces%f@; t> 0}.

Proposition 3.2.2. Le trou spectral
Il existep > 0 tel queve € [0, 1] etV f € L>(T),

< 1 flloe™t.

B [150)] - [ s

Théoréme3.2.3. Le théoreme ergodique
Sif € L>(T?) etsi{X¢;¢t > 0} désigne la solution de (3.1), onv > 0,

E [(/Otf()i> ds —t jrdf(x)du(x))2] 0

lorsques — 0.

3.3 L'équation de Poisson
Soit f € C(Tr) telle que
f(@) du(x) = o.
r]I\d
Nous voulons résoudre I'EDP
(3.3) Lf(z)+ f(z) =0, z € T

On dira quef est une solution de I'équation de Poisson (3.3):
e ausens intégrasi f € C(T?) etVt > 0,

A

= ]Eﬂﬂ i ~150 tIECI? Xg d )
fla) =, [f000)] + [ [r50)] as
e ausens faiblesi f € (%) etVyp € H' ()

~=(f.0)+ [ Fadela)dr =0,

ou

(1.9 = [ (1av£.99) = (3.91) 9) ()
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Théoréme3.3.1. Sous les hypoyhéses 3.1.1) et iii)fst C(T?) satisfait/ f(z)du(x) =0,
r]rd
alors

Fla) = [ [100)] a

est une solution de I'équation de Poisson (3.3) au sensrialtég

Preuve :
D’aprés le théoreme 3.2.2, la fonction— IE, [f(f(?)} est bien intégrable suR. donc f est

bien définie. De plug est continue d’aprés les propriétés de continuité desisnkitles EDS et
le théoreme de continuité sous I'intégrale, 'hypothésdalaination étant assurée par le théoréme
3.2.2.

Il reste a montrer que c’est bien une solution de I'équatierfPdisson au sens intégral. Pour
cela, on remarque avec la propriété de Markov du processis qu

flz) = /Ot]Ex :f()?g): ds+/tOO]Ex :f(f(f)] ds
= /0 E. SR ds + /0 B[R] as

_ /Ot]Ex (X)) ds—i—/OOO]Em gy [7(X0)]] s
_ /Ot]Ex :f(XS): ds + E, [/OOOJEX? [f(j(g)] ds]

_ /Ot E, :f(Xg): ds + I, [f(f(,?ﬂ u

Théoréme3.3.2. Sous les hypothéses 3.1.1fsi O () satisfait la condition

» f(x)du(z) =0,

alors .
fla) = [ [0 at

est de class€' et c’est une solution de I'équation de Poisson 3.3 au sebiefai

Preuve :
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La premiére affirmation est établie de la fagon suivante.

:/Otl E, [f()?g)] ds + » F)p(ts, z, dy).

La différentiabilité du second terme résulte de 'hypoth@sl.1 iv) alors que le premier terme
peut étre différentié grace au théoreme 1.3.4.

Montrons maintenant qu¢ est bien une solution au sens faible de I'équation de Paisson
VYn > 1, soit

fle) = [ [13)]

ou X" est solution de la méme EDS qie sauf quer est remplacé par + n~'I et
fu() = flx) = [ f(x)dpn(z),
rﬂwd

ol 4, désigne la mesure invariante &&. D'aprés les résultats du chapitre 2, W2» () et
est une solution au sens faible de I'équation de Poissorgmondante. Or pourassez grand les
probabilités de transition dé’t" satisfont la condition de Doeblin ave¢'2 a la place dev (par
continuité des solutions des EDS par rapport au paramétirehéoréeme 1.3.1). En conséquence,
le théoréme 3.2.2 reste valable pdtif avec uryp indépendant de.

Remarquons que

[ @@~ [ 1@

lorsquen — oo. Ceci résulte de

‘ 2) dpin(a / f(2) du(a
Td

e dnte) - B[ 152
+ B[] -B X

e [r0] - [ 7o) duto

< 20fllee™ + B [f(X)] - B [£(X0)|

‘Fd

Le premier terme tend vers 0 étso indépendamment de et le second terme se traite a l'aide du
théoréme 1.3.1 &fixe.
On déduit de tout cela qué) > 0,37 > 0 tel quevVn € IN*,

/T B [(50)] dt‘ <n.

D’un autre cété par les mémes arguments de continuité paoraau parametre et le fait que
fw x) dp, (x fw , 0n a par le théoreme de convergence dominée:

/0 E, [fn@f)} dt — /0 E, F(X0)] dt
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lorsquen — oo.
Ainsi K R
fn — f(x) pour toutz € T?, quandn — oo,
et|f.(z)] < C,Vn € N, Vo € T
CommeL, = (L + 5 (‘o + 0) + 551) ( % ) etVp € C(TY),
17]

2n2 Ox;0x;

/’er fn(x)[lz;@(ff)] dzr + - fu(z)p(x) dx =0,

Or sous nos hypothésés c L'(T?) et les autres termes tendent versrsquen — oo. Il reste
alors en passant a la limite enc:

—e(f, o) + @) de=0,vp € C*(?)

et il s’ensuit quef est bien une solution au sens faible de I'équation de Polllson

3.4 Homogénéisation des EDP elliptiques

Soit D un ouvert borné et régulier da“. Définissons
.=inf{t >0,X; ¢ D}.
Soita > 0 tel quevz € D,

(3.4) sup IE, [exp(aT.)] < oo.
e>0

Nous supposerons qfeest continue et qu’il existé > 0 tel que:
(3.5) f(x) < (a—8)", Yo e T

REMARQUE: Ces deux conditions vont nous servir a établir une certaiferame intégrabilité.
La condition (3.4) est toujours satisfaite avee- 0, auquel cas (3.5) nécessjte< 0.

On noteL. le générateur du process{i&¢;¢ > 0}. On rappelle le fait bien connu suivant:

Proposition 3.4.1. La solution de viscosité de 'EDP elliptique

{ Lof(x)+ f (2, %) u(z) = 0,z€D
u(z) = g(x), z € 0D,

est donnée par la formule de Feynman-Kac

(o) =, oz exp ([ rxyas ).
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On définit
A = / d(1+tvé).a.(uvz})(x)du(x),
B = /qr d(I+tVl;).c(x) du(z),

D = _ f($) d,u(x),

L = EZAa—Q_‘_ZBi
- 2 i ”al'ial’j - Zal‘i

(2

Proposition 3.4.2. On a la convergence en loi suivant&® — X lorsques — 0, ou

X, =z + Bt+ AY?B,,t > 0.

Preuve :
La preuve est similaire a celle du théoréme 3.5.1 de la sestivantcll

Supposons de plus quesatisfait I'hypothése suivante
(3.6) A est définie positive

et rappelons un lemme sur la discontinuité de la fonctioraqune trajectoire associe son premier
temps de sortie d'un ouveR. Soit© la fonction

0: C([0;+oo[;RY) — IRy
+00 siz(t) € D, Vt > 0,
. { inf {t > 0|2(t) ¢ D} sinon
Lemme 3.4.3. Si © est discontinue au poin de I'espace(C([0; +oo[; IR%); ||.||~), alors soitz
ne quitte jamaisD, soitx atteint la frontieredD a un certain temps et il existea > 0 tel que
x(t) € D pourt € [O(x); O(z) + a].

Preuve :

On prouve tout d’abord qu® est semi-continue inférieurement. Sgit.).., une famille de
fonctions continues convergeant uniformément sur toutpamnde|0; +oo[. Supposons qug =
liminf. ., ©(x.) est finie. Alors il existe une sous-suite,),, telle que©(z.,) —— ;. En
remarquant que

et quer., (O(x.,)) appartient a la frontieré D (qui est un ensemble fermé), on en déduit que
x(to) est aussi sur la frontie@D et donc qued(x) < .
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Soit maintenant une suite de fonctions continies.-, qui convergent uniformément sur tout
compact d€0; +oo[ versz et telle que pour tout > 0, O(z) < O(z.) < +oo. Si pour un temps
to +n, z(to +n) appartient & 'ouverD*, alors commer_(t, + 1) converge vers:(t, +n), O(z.)
est plus petit que, + 1. Nous en déduisons quet) doit appartenir & pendant l'intervalle de
temps[O(x); liminf. o ©(z.)[. Ainsi pour quer soit un point de discontinuité de, la fonction
x(t) doit rester une temps dans le feriéapres avoir atteint la frontiére de cet enseniible

CommeA est définie positive, on a
P(r<o0)=1.

De plus, si la frontiere dé) est assez réguliere (pour vérifier par exemple la conditionéhe
de Zaremba), alors tous les pointsa@e sont réguliers pour I'intérieur d®¢ et la probabilité de
'ensemble des trajectoires présentant une discontipoi© est alors nulle. Dans ce casest
presque sdrement une fonction continue des trajectoiretel{ X;; ¢t > 0}. Ainsi la fonction

F: C([0;4+00[;IRY) x C([0; +00[;IR) — R
(%,€) — exp [£(O(y))] 9y (O(y))]
est une fonctiodP* presque sirement continue, i est la loi du couple

(¢ + Bt + AY2By; Dt) surC([0; +oo[; RY) x C([05 +o0[; IR).
On montre ensuite a I'aide du théoreme ergodique que

t XE 70|
/ f( ) ds 7% Dt
0 9
et donc que le couple

K X: ot
(X;,/D f( ;) ds) ITJ (z + Bt + AY?By; Dt)

dansC/([0; +oo[; RY).

Ensuite, a l'aide des conditions (3.4) et (3.5) on en dédwiforme intégrabilité des variables
aléatoireg) (X< ) exp (f,° f(XZ)ds), e > 0 carsio = 0 alors les variables aléatoires considérées
sont uniformément bornees sinon on a:

(a=3)

sz ([0 as)
= gl (exp () 5

En combinant tous les résultats préceédents, on a ainsi dérerthéoreme:

Théoréme3.4.4. Sous les hypothéses 3.1.1, les conditions (3.4),(3.5)&¢ ( a
u®(z) — E, [¢(X;) exp(DT)], lorsques — 0,

oulE, [¢(X,) exp(DT)] u(ac ) est la solution de viscosité de I'EDP elliptique:

x)+ Du(x) = 0,z € D;
uw(z) = g(x),z € ID.

< lglleo exp(re(a = 0))
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3.5 Homogeéneisation des EDP paraboliques
Supposons que, b, c vérifient les hypotheses 3.1.1 page 47. 8aitC*(IRY, R) et f : R — R

mesurables bornées, périodiqueg et C(IR?, IR) croissant au plus polyndmialement a I'infini.
Pour chaque > 0, on considére 'EDP:

on |G - e QoG]

uf(t,z) = g(x),z € RL

On suppose que:

(3.8)

On définit:

T1 [/ XE X:
o ) ()]
o L€ € €
Alors la solution de (3.7) est donnée par la formule de Feynkec:

u(t,z) = IE [g(X7) exp(Y))],

ou X7 est la solution de 'EDS (3.1) page 47.
Définissons également

() = /0 B, )] o

bi(z) = / E, [b,»(fg)} dt, i=1...d
0
les solutions au sens faible des équations de Poisson

Lé(x) + e(x) =0,

~

On pose pour finir
A = / (I4+Vb)-a-(I+ VD) (z)du(z)
Td

C = / (I 4'Vb) - (c+ aVeé)(x) du(x)

T[\d

D = / ( ~iVé-a-Vé+ f+Ve- c> () dp(x)
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Alors
ut,r) = E [g(x + Ct + A2 B,)] ™

est la solution (de viscosité) de 'EDP parabolique

ou 1 0*u T
— = - ) A——(t, i—(t, Du(t,
u(0,z) = g(z), z € R
Théoréme3.5.1. Sous les hypothéses 3.1.1 et la condition (3.8),
pour toust > 0,z € R?,
u(t, r) — u(t, )

lorsques — 0.

Preuve :
On définit

et on remarque que (¢, z) converge si et seulementi(t, x) converge et dans ce cas ils ont la
méme limite.
On établit tout d'abord la proposition suivante:

Proposition 3.5.2. On a les relations suivantes:

5 ! - Xe t - Xe
Xf:x+/([+tVb)-c(—S) ds+/([+tVb)-0(—S) dB,
0 € B €
. : X¢ ! X¢
Yfz/(f—l—tVé'c)( S>d$—|—/té~a<—s) dB;
0 € 0 €

Preuve :
On établit la premiére formule. La preuve de la seconde estpie similaire. Sojt : IRY — IR,
une fonction de classé> a support compact, telle que

/]de(x)daszl
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et soitp, (x) = n'p(nz). On régularisé par convolution
by, = b py.

On peut maintenant appliquer la formule d’It6:
. X¢ R t R Xe¢
X§+abn(—t> = x—i—&bn(E)—i-/(I—l—tVbn)-c( S)ds
3 e 0 g

t A X¢ Y X¢
+/<J+tvz)n).a( ) st+—/(Lbn+b)( > ds.
0 £ e Jo €

On veut passer & la limite emo dans cette expression. Il est clair gye— b, queVb, — Vb
simplement et que ces deux suites sont bornées uniformé@meretz ¢ <.
On écrit alors

LlA)n = (LE) * Pp + ©On,
et comme est solution au sens faible de I'équation de Poisson,
(Lb) # po = —b* p, — —b,

la suite restant aussi uniformément bornéevatz € T |l reste alors a étudier la suite,. En
utilisant la convention de sommation sur les indices répété a:

erlo) = 3 [ o) = ag(o = w5t = o) dy

| ) = b = ) o = o) .

La seconde intégrale converge simplement vers 0 et est &aowniformément bornée enet
x € T, On intégre par parties la premiére intégrale et on a:

82b .
| Joo(@) = aue =)l 55— o) dy =
aaij 8(3 d
My y)a—xj(x y)np(ny) dy
(@) —a(e— ) (o i 2P
[ @) ayte = )@y S ) dy

Le premier terme du membre de droite est uniformément bomné et z € T? et converge
simplement vers

8@1']' 88
Ers (w)a—xj@L

Pour le second terme, on remarque gyes IR, 3y’ € R4, || < |y| tel que

aij(r) — a;j(x —y) = Va(z +y) - y.
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On se donne alors > 0. ) )
Il existed > 0 tel que|Va;(z + y') 2 (z — y) — Vay(z) 2 (z)| < e sily] < 6. On pose

ob dp
A = () — e — a2 (o — g\ a1
| o) = aue = I =t L o) dy
db a1, 9P
| o) @S )y
et on a alors
0b dp
A = i _ — i d+1 d
| (a5 =) = @) 2 @) -y 5L ) dy
ap . ap
§5/ U udu+2Vai~ooVbOO/ U w)| du
|| w2V VB 50
ap .
< e | ful 5= (w)] dut 2l Vallol[ Voo
Rd €T;

ou g, — 0 quandn — oo. Or une intégration par parties montre que:

ob o1 Op a; Ob
() -y — _ dy = — 4 2~
Vaij(z) -y o, (z)n B, (ny) dy 9rs 07, (z)

R

Donc la suite(f]Rd laij(x) — a;;(x — y)]af_?m (z — y)ndt1 22 (ny) dy) est une suite uniformé-
J J 2

ment bornée qui converge simplement v@et la proposition est démontréi

On définit des nouvelles probabilitﬁ%E par la formule:

dIP” S ¢ 1t (XE
W|ft—exp(/o Ve~a(?> dBS_§/o Ve-a~Ve(€>ds).
~ N t_/X¢
wltn) =B o) exp ([ F(7) as)].
0

. 1
f:f+tVé~c+§tVé-a.Vé.

Alors

avec

D’un autre co6té,

R t R X¢€ t R X¢€ -
Xf:x—l—/(l—i-Vb)(c—FwVé)(—S) ds+/(I+Vb)-a<—5) dB:,
0 0

9 9

Ny N € ~ & .
ouB; =B, — fot to . Ve (X> ds estunlP mouvement brownien.

£

Il reste alors a reproduire le raisonnement effectué dassdton 2.6 page 40 pour conclure
[ |



Chapter 4

Homogénéisation en milieu aléatoire

4.1 Le milieu aléatoire

Notre modele pour le milieu aléatoire consiste en un espageababilité&((2, G, i) sur lequel est
défini un groupe de transformatio(is.),cr« agissant suf2 de telle sorte que:

Hypothese4.1.1. Cas aléatoire

H.1u(r,A) = u(A), VA € G, Vo € R
H.2 Sivz € RY, 7,A = A, alorsu(A) = 0 ou 1.

H.3 Pour toute application mesurabjedéfinie sur, I'application (z, w) — f(7.w) est(IR¢ x
Q; B; ® G)-mesurable.

H.AVF € L3(Q,G, 1), V5 > 0,

(| (o) — F(w)| > 8) — 0, quand|z| — 0.

A chaque variable aléatoirg définie sur(€2, G, 1), on associe le champ aléatoire stationnaire
1 qui est une fonction mesurable définie §IR? x Q; B, ® G) par:

f(wi) = f(T;,ﬂx))
On définit un groupéT,,),r« d’opérateurs unitaires sur (2, G, ) par
T,(f) = f(rw).

Vu I'hypothése 4.1.1 (H.4), ce groupe est fortement contifi (eq, ..., e;) désigne une base
orthonormale dé&R¢, on définit les opérateurs de dérivation:

T Thez‘(f)_f
pis = P,

60
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si cette limite existe dank?((2).
On appelleC le sous-ensemble dense B&(?) défini par:

C={f*pfelXQ),peCE(RY},

ou 'opération de convolution est définie par:

frow) = [ flrw)e()dr.
R4
On remarque qu€ C Dom(D;) et D;(f x @) = —f g—i,i = 1...,d et cette derniere égalité
vaut égalemend; f « ¢ si f € Dom(D;).

Les opérateuréD;),<;<4 sont donc a domaines denses daAg?) et comme I'adjoint deD;
est—D;, al'aide de la proposition (1.16) de [Brezis] page 28, ort gak les opérateu(d; )1<i<q
sont fermes.

On note< .,. >, le produit scalaire usuel sur*(2) et I'on définit *(2) comme I'adhérence
deC dansL?(Q) pour le produit scalaire:

d
<f7g>1:< f?g>,LL+Z<DZfJDZg >,u-

i=1
P V. A
On note également quegi(z) = ¢(—xz), alors

Vv
<g, fro>=<f,gxp>,.

4.2 Diffusion en milieu aléatoire

On consideére la diffusion en milieu aléatoire

1 t XEw t XEw
@.) v =t [o(FEw)ase [o(550) an,
€ Jo € 0 €

ou{B;t > 0} estun mouvement brownien standard défini sur un espace baiplicé (', 7, IP),
et les coefficient$(z,w), o(z,w) sont des champs aléatoires stationnaires défini€xsuf, 1), de
telle sorte que tout soit défini sur 'espace prodQitx 2'; G ® F, u x IP) (le mouvement brownien
et le milieu sont indépendants).

Précisons les hypotheses sur les coefficients. &oitw) = o - o(z,w). On suppose que
a(x,w) = a(r,w), OUa est une fonction mesurable définie $0r G, 1), a valeurs dans I'ensemble
des matrices définies positives satisfaisant la conditibraste:

3\ A € RY,VE € RY Vw € Q, MéP < (a(w)é, €) < A6

On suppose de plus que pauK i < d,
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ouV(z,w) =V (r,w), V étant une variable aléatoire bornée padéfinie sur2, G, u).
Nous supposons que les dérivées ci-dessus existent efi(que) est un champ aléatoire
mesurable, qui satisfait

Ib(z,w)| < A.

On suppose également que l'applicatior- a(x,w) est de classé€'. Ces dernieres hypotheses
ne sont absolument pas nécessaires mais permettent diéxiisation de la décomposition d’It6-
Fukushima . Pour traiter ce probleme sans la condition ssa& voir [Lejay].

On fait I'hypothése (quitte a ajouter une constan¥é,ace qui ne modifie pas la dérive) que

/ e 2V du(w) =1,
Q

et ainsidr (w) = "2V« du(w) est une nouvelle mesure de probabilité urG).
Le générateur infinitésimdl** du processus de diffusioki““ est alors:

d 2
[ew % Z aij (?“‘J) 8:6?(9%

> (33 (o) - (Co) g, (59) o

doncvu,v € C%(IRY),

ew m dv —ov (2w
—(L u’v>L2(IRd;e*2V<%*“)dz) - _Z/]Rd axz< )8—%<$>6 (2 )dLL’

i,7=1

U (u, v).

1>

Nous savons que le semi-groupe associé

Pref(e) = Eg [f(X7)]

posséde une densitg(w, ¢, z, y) qui satisfait les estimations d’Aronson:

1 —M|z — y|? < M —lz -yl
Mtd/Q eXp t pé‘(w t x y) td/2 eXp Mt I

oUM = M(X, A, d).
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4.3 Ergodicite

Le but de cette section est de montrer que le processus

VoY = Txeew, t > 0;

E,UJ J—
Yo = w,

ou X;* estle processus de diffusion de la section précédentenpde&’;“ = 0, est un processus
de Markov ergodique. On remarque qu’il n'y a aucune raisour gpie le processu¥ ;™ soit
ergodique car il n"admet pas nécessairement de mesureéanigfinie.

On va en fait considérey;(w) = Ytl"”, et calculer son générateur infinitésinfal Avec la
notationX® = X, on a:

Ff(w) = E[fi(w)]

== IE‘40 [f(vaw)]
donc
< Pif.g = / o [f(X?,w)] g(w)e 2V dp(w).
SifetgeC:
< ppgs, - / L2 (T [£(X2, w)])g(w)e 2V du(w)
dt t 0 0 t

. %Z [ (aij<o,w>e—w<0’w>a%mo X2, 9(0,.0) (o)
_ -Z | D (e Do [£0X ) 9(0) di)
- - Z /Q a;;(w)e V) D; (B [£(Y(w))]) Dig(w) du(w)

la derniere ligne s’obtenant en remarquant qug, g € C alors:
<.f7D’Lg>,LL:_<DZ.f7g>

En effet on obtient facilement poyr € C>°(IR4):

/D f ) (w)du(w /f ) dp(w SO‘(:c)ala::O

et
Di(fg) = Di(f)g + f Di(g).
On a ainsi montré:

d
T P.f,g >-=—-V"(P.f.9)
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avec
(g)(w)e V) dp(w).

K
3
by
)

[
:>\

8
&
S
=
T
O

dou

et ceci montre que
dr(w) = e 2V du(w)

est une probabilité invariante pour le procesglg.

Soit f une variable aléatoire qui e§P;, t > 0}-invariante. Alors
d

et en particulier & = 0,
1 —2V(w
33 | as@DP@Dsa) ) > duw) =0,

ce qui signifie queD;(f) =0, i = 1,...,d. AinsiVyp € C=(IR?),

0 = =Di(f)xp =1

dp
- Rd f(x7w)a$l

81:,»
(x) dx.

En conséquencé(r,w) = f(w) etT,(f) = f,Vxr € R? d’ol (H.2) f est constante. On a ainsi
montré que les seules fonctiofi;, ¢ > 0}-invariantes sont les constantes.

4.4 Solution de I'équation de Poisson

On définit le sous-espace de Hilbert[d&(Q, G, u)]¢:

(f1,---, fa) € LA(p /f Ydp(w)=0,i=1,...,d
2
V;?ot_ (9g0

00 d 1.
895] V@GC(IR)Z]E{ ,d}
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Lemme4.4.1. V2, est 'adhérence de

{(leaaDdf),f EC}
dansL?(p)?.

Preuve :
Il est clair que{(D: f,....Daf); f € C} C V2, etqueV,;

2, est un sous-espace fermé i .)“.
Soit(f,,..., fs) € V., tel quevf € C,

d
Z < f.,D;f >=0.
=1

En particuliervy € C>*(IR%),Vj =1,...,d, on a:
d
0 = Y < fuDi(f;*e)>
=1
d
I
= _;<fiafj*a_xi>
d
0
- —Z<fi,f,~*a—j>
i=1 J
d

= —Z/sz(w)fz*g_;:(w)d“(w)

Commev; =1,....,d,

i/gfi(w)fi*g—z(@du(w):/

R4

(/Q Filw)fi(mw) d'“(w)) g—;’;(x) dr =0

On en déduit que l'application — [, f;(w)f;(r,w) du(w) est égale a une constante presque
partout et comme elle est continue (hypothése (H.4)), oientr ¢ IR¢:

| )i dnte) = [ £20)dute)
D’aprés le cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schywarzn déduit que
Vo € RY T, f, = f,

et doncvi, f; est constante, puis nulle vu qyig f;(w) du(w) = 0 ce qui donne le résulta

On note également

d )
L3, = {(fl, L F) LAWY fix a_:f =0,VYp € Cé"’(le)} :

=1
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Lemme4.4.2. On a la décomposition suivante, dite de Weyl

L)t = V2 @ 12

sol*

Preuve :

On posed = {(D,f,...,Daf); f € C}, etI'on va montrer quelt = L2 ,. Soit(g,,...,g,) €
L*(p)? tel que

d

)
Vf € L*(), Vo € CE(RY), Y <gi,f * 6;0,> =0,

1=1

Onaalors/f € L*(11), Vo € C*(IRY),

0 = Z /}R d ( / £1() (o) du(w)) 52 (@) da
- Z [ ([t u) 22 was
- -/ (Zf§f<w>> £() du(w)

d
S op
t I E ;
et ceci implique quei:1 fi * oz,

= (0 dou le résulta

Définissons la forme bilinéaire suivante 3,
1
T(f.0) = 5 3 [ ag()fi()g, ) dnte)
i.j

REMARQUE: Si (fy,...,fs) = (Dif,...,Daf) et(g,,...,9,) = (D1g,...,Dqg) sont de
"vrais" gradients, alors

T™(Df, Dg) = ¥"(f,9).

CommeY™ est une forme bilinéaire et coercive s¢f,, le théoreme de Lax-Milgram assure
que pour touly = (gy,...,g,) € V., il existe un uniquef = (f,,..., f,) € V,;, tel que

O

Vu e V2, T™(f u) =<g,u>.
Pouri = 1,...,d, on choisit(gi,...,g%) = (—tane?V,...,—1a,e V) et I'on définit f* €
V2, comme la solution du probleme

(4.2) Yu € V2

pot?

T™(f' u) =< g u > .
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REMARQUE: On n'a pas vraiment besoin qgé < V2, mais seulement qug < L*(;1)". En no-
tantg’ la projection orthogonale dg suer%,t, alors le probleme ci-dessus se raméne au probleme

équivalent suivant:
Yu € V2

pot?

T7(f' u) =<g' u>.

REMARQUE: Ce que nous faisons est treés similaire a la résolution dedégu de Poisson avec
bi,...,by au membre de droite, comme nous I'avons fait dans le cas dceerets périodiques.

En effet, si 'on considéré4.2) pour toutu de la formeu = (Dyw,...,D,w), et sil'on
suppose un instant (ce qui n’est pas le cas en général) qgaefiaest un gradient, ie de la forme
f'=DF' i=1,...,d alors pour chaque

1 , .
3 Z/ 6_2VajijF’Dkw dp = Z/ g;Djw dp.
gk S Pl

En d’autres termes

1 ' 1
2 Z /Q Dk(e_wajkD‘jFl)w dp 2 Z /Q Dj(aije_w)w dp
Jik -

= /biwezvd,u,
Q

Vw € L*(u) ce qui correspond exactement a I'équation

1 ,
§ Z €2VDk(€_2VajijF2) + bz =0.
g,k

Ainsi chaqueF" correspondrait exactement?wdu cas périodique. En tout cas, les solutions
f' de (4.2) ne sont en général pas les gradients de champs aléatoiiesrsiires (mais sont par
contre des gradients de champs aléatoires non statiosne@eue nous exploiterons plus loin).
Remarquons enfin que dans les formules finales d’homogéioéisht cas périodique, sellb;
est utilisé et nom; lui-méme.

REMARQUE: Tandis que I'équation
n’a pas nécessairement de solutioh,> 0 I'équation

~A

Lb, — b, + b, =0

a une solution, et 'on peut montrer (cf [Olla]) quDa(A)iA converge, lorsque — 0, vers une limite
dansL*(;)? (et ainsi dand’?.,). MaisgiA ne converge pas dahs(p)? lorsque\ — 0.
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Supposons également qdeest une fonction bornée sy, 1) et qu'il existe des fonctions
bornéesd;, ..., ds € H'(Q) telles que

e 2Vd=Dydy +---+ D,dy.

Ceci implique en particulier que
/ d(w)e 2V du(w) = 0.
Q

On note(g,, ..., g,) les solutions dang’, de

d
T™(g, u) = Z/deuz dp, V(us, ... ua) € Vi,
i=1

4.5 Homogéneéisaton

Soit ¢ une variable aléatoire bornée définie 80rG, 11). On note

t 1 XEw X Ew
Vf’“’_/ (—d< g ,w)+c( 2 ,w)) ds.
0 € IS £

Nous allons étudier la convergence en loi du coyplE,*, V,>“); t > 0} lorsques — 0.

Aux variables aléatoireg® définie dans la précédente section, on associe le champieteat
stationnaire suivant; (r,w) = fi(r.w).

A l'aide de la formule

on veut définir une fonction dont le gradient serdit

Proposition 4.5.1. Si I'on pose

1 d
vi(z,w) = / ijf;(tx,w) dt
alorsv; est un champ aléatoire non stationnaire tel queVk =1,...,d

Dyvi(z,w) = fi(rw) = fi(w,w).

De la méme maniére,

1 d
h(z,w) = / ingi(tx,w) dt
0 =1

est un champ aléatoire non stationnaire tel qug:(z, w) = g;(z, w).



Homogénéisaton § 4.5 69

Preuve :
Soit(g,,), une suite d€ telle que

(Dlgn7 s 7Ddgn) - fl
En remarquant que
1 d
gn(z,w) = / Z z;D;gn(tr,w) dt,
on obtient I'existence d&'(x, w) telle que

2
Vo € RY, go(z, ) 2 F(z, ),

n—oo

etvz € R4, Vw € Q
1 d
F(r,w) = / Z:ij}(tsv,w) dt.
(i

CommeV; = 1,...,d, les opérateur®; sont des opérateurs fermésdem(D;) dansL?(x), on
a

2
gz, ) 29 Bz, )
L2 ()

' } = DyF(z,.) = fi(z,.)
Dk:gn(x7 ) - fli

(de méme pouk) d’ou le résultall

Pouri =1,...,d, on pose

ui (x,w) = x; + vy (E,w>
£
et on note que
L*%us (z,w) = 0.

En effet, il suffit pour voir cela de montrer que:
Vk=1,...,d,Vo € C*(RY),Yw € C

A w
A= /Q < LF%ug, > L2 (Riie=2V () ) w(w) dp(w) =0
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Or

A = _/Q/mdézaij <§,w> Dug, (g,w> g—;oj(x)w(w) dx dp(w)

= = [ 5Tas (Fe) a1 (£) GE ) dodute)

= 0,

ei) 02
car <fIRd w(T_gw) oe (x) dx) e

On montre de la méme maniére, on pdser, w) = ch(z/e,w) et on montre que

€ V2, et par définition def”.

Lo“he (., w) = M

au sens faible.

Proposition 4.5.2. Avec les notations précédentes, € IR¢, pour presque tout € €,

XE,LL) t Xavw
u( ¢ 7W):/(I+Dv)-a( ¢ ,w) dBs, P, ps,
5 0 €
ngw t X&,w t XE#U
Vf’w-l—s(h( : w)—h(iw)) :/ c( t ,w) ds—l—/ tg'0< : ,W) dB,.
€ € 0 € 0 €

Preuve :
L'idée est d’adapter la démonstration de la proposition23.&n effet, si 'on notey,, une suite
régularisante et, (z,w) = u(x,w) * p,, en appliquant la formule d’ltd, on. € IN:

et

t t
U (X, w) = up(z,w) + / Lu, (Xs,w)ds + / Vu,(z,w) - o(z,w) dB,.
0 0
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Commevw € , I'applicationz — u(z,w) € H}

loc

(R%), on a

Yw € Q, Vu, (1, w) =5 Vu(r,w),

1.2

loc

Commeu est continue, on a

Vw € Q, V2, up (X, w) — u( Xy, w).

Py ps
De méme pour tout € IR?, on a

Les intégrales se traitent toutes de la méme maniere emslavdémonstration de la proposition
3.5.2. Par exemple, pour I'intégrale stochastique, mostoue

t

t
/tVun(Xs,w) 0(X,,w)dB, == Vu(X,,w) - o(X,,w)dBs.
0

Prob 0

Pour cela, il suffit de vérifier que:

Prob

/Ot |tVun(Xs,w) co(Xs,w) = 'Vu(X,,w) - o(X,,w) ‘ ds —25 0.
Or en notant
A. =1P (/t ‘tVun(Xs,w) co( X, w) — "Vu(X,,w) - U(Xs,w)‘ ds > 5) ,
on a: 0

t
A, < P (/ ‘tVu(Xs,w) WV, (X, w) ‘ lo(Xs,w)|ds > ¢; sup | Xs| < R)
0

<s<t

0<s<t

+IP < sup | Xs| > R)

lemme4.5.6

R
< —EL/‘WL&M)tV%X;wHJXMMMﬂ@%@wm@J+NMm<A{)
M Mly —
< _/ / |V, (y,w) — Vu(y,w)| exp (-%) dy ds + M exp ( )
€ Jo JB(OR) S

M@WW/V‘ (Rv
< YV, (z) — Vu(z)| dr ds + M exp
. i B(O;R)\ () — Vu()| 7

Cette derniere majoration permet d’obtenir la convergenga@babilité désirée vu la convergence
L? . Les mémes raisonnements sont valables pour la deuxiémefoll

loc*

La demarche que I'on va maintenant adopter est trés simidaircas périodique. Softune
fonction continue bornée sik¢. On notez. ,(x,t) la solution de 'EDP

dtzaw(x t) = L%z ,(x,1)
(#3) {<x 0) = f()
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qui est donnée d’apres la formule de Feynmann-Kac par:
Zew(,t) = I3 [f(X7) exp (V)]

On ne va considérer a partir de maintenant que lercas0 et I'on verra par la suite que le cas
général s’en déduit. Sil'on pose

XEw
M = X7 +ev ( ,w)
£

XEw
v (X2)

7o(0,1) = g™ [f (M) exp (@)

converge simplement lorsque — 0 si et seulement si. ,(¢,0) converge simplement lorsque
e — 0, et dans ce cas elles ont méme limite (voir le lemme 4.5.3stjv
Il est important pour la suite de remarquer que

et

alors

t/e? t/e?
éth/’;‘; = 5/ b(X1¥ W) ds—l—e/ (X w)dB,
0 0

1t (X to(eXy
= —/ b W dr—l—/ o ,w | dB;
€ Jo € 0 €

Ol Bf = ¢B;,,. Ainsi X, = £X, %, satisfait 'EDS

— 1 [ (X t (X,
Xt:—/b< S,M) dr—l—/a( S,w) dB:,
e Jo € 0 €

en conséquence la loi du proces$ng™,t > 0} est celle du processu{&Xl"” t> 0}, de méme

t/e2’

w,e
X
e

que la loi du processu% > O} est celle du processu.{thl/’E‘“Q,t > 0} et par suite, celle du

processug Tx:« ..t > 0} estcelle de{Y;/’EQ,t > O}.
Nous allons maintenant pouvoir déterminer la limite:dg(0,¢). En utilisant le théoreme

ergodigue de la méme facon que dans le cas périodique (gdiernames 2.6.2 et 2.6.3 page 42),
on obtient la convergence en probabilité du couple ', ;) vers(AY2B;, Ct) ol

4= /Qt(f +f)a-(I+ f)we ¥ dp(w),

o= [ (et)+5'9-ag) 2 dute
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En effet, si par exemple(w) = (I + f) -a- (I + f)(w), on a:

) t
<M >, 2 / k(YZ..) ds
0

t/e?
= 52J/ k(Y dr
0
% t/ E(w)e 2V du(w),
& Q

d’apres le théoreme ergodique.

Etablissons maintenant le

Lemme4.5.3. Pour tout?” > 0,

e,w
X,
sup |ev ,w || —0,
0<t<T €

XELL)
sup eh( w) — 0,
€

0<t<T

et

en/ Py (.) du(w)-probabilité lorsques — 0.
Q

Dans le but de démontrer ce lemme, on montre tout d’abordsldted suivant:

Lemme 4.5.4. Soitvf (z,w) = ev; (£

w) (resph®(z,w) = ch (£,w)). Alors pour tout compact
KcRLVi=1,....d,

1o

L*(K) 0,

(resphe L), o) |

V¢

en p-probabilité.

Preuve :
Pour alléger les notations, on oublie I'inditeOn considére un compasét dont I'intérieur con-
tient0. Il résulte du théoréme ergodique de Birkhoff que

nd/ f]xwdx—>mes{K/fj ) dp(w),

douvg € L*(K),Vj=1,...,d,

[ 5 (Ew)swrde 22 [ 1) dute) [ gloyas o
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Ainsi f (:,w) converge faiblement vers 0 dah8(K), pu p.s. . Donc||f (z,w) ||

borné quand — 0.
Or d’aprés l'inégalité de Poincarré,

estu p.s.

2 d

€ 1 € : i
vihw) = mes k) /KU (,w) do L2(K) - Cjzl b <g7w> L2(K)
< cw)

AiNsi v*(.,w) — qgrey Jic v° (@, w) da converge faiblement vers 0 dafis (K) (car f; (z,w) =

9" (z,w)), et comme l'injection def' (K) dansL?(K) est compacte, cette famille converge aussi
J

fortement dand.?(K) vers une fonctiork dont les dérivées sont nulles (ce sont les limites faibles
desf; (z,w)). Donch(z,w) = h(w), mais cette fonction doit aussi étre d'intégrale nulle Kur
donch(w) = 0.

Il faut alors maintenant montrer que

/ v (z,w) dx b,
K

e—0

Mais

/Kuf(x,w)d:c = Z/K/lef (tgw> dt dx
= Z/Ol/K:cf (tgw) du dt

= Z/T/ i fi (t_a: w) dxdt+2/1/ xi fi (i w) dx dt
- 0 K 1J1 87 - i K 1J1 €/t7 M
OrVT1>0, ona
Z/ /xifl- (i,w> dx dt — 0, car la convergence
K 15

est uniforme sur 'ensemblg > 7}, puis
E:/ / /|Iz||fz (t_x’w) dp(w)| dx dt
i 0 K JQ g

Z/Q /D/Kxf (tgw> dxdt‘ dp(w)
= S [ fls ) v

= Wl S /K 2] de

/
= CT

IN
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et ceci permet de conclulié
Nous déduisons du lemme précédent le

Lemme 4.5.5. v5(.,w) — 0 et h*(,,w) — 0 uniformément sur les compacts @&, en u-
probabilité, lorsques — 0, pourl < i < d.

Preuve :
On rappelle que
u; (z,w) = x; + v (z,w)

satisfait 'TEDP sous forme divergence suivante
Lo (z,w) = 0,2 € IRY,

ce qui impligue d’apreés le résultat de Giorgi-Nash, voir eeemple le théoréme 8.24 p. 192 de
[Gilbarg & Trudinger], que pour tout compaét deIR¢?, il existea > 0 et une constant€' qui ne
dépend que du compasi (et non de) tels que

[ (s w)l[eogry < O+ [Jui (- w)llz2e)-
Alors grace au lemme 4.5.4
[u (., )| oo (xy < T,

et il résulte alors du theoreme d’Ascoli que paupresque toub € Q, la famille (v5 (., w))_., est
un sous-ensemble compact @éK), or le lemme 4.5.4 assure que le seul point d’accumulation
possible est 0 et le lemme est ainsi ét@bli

Preuve du lemme 4.5.3:
Pour tout sous-ensemble compactC IR, définissons le temps de sortie du processus de diffu-
sion X du compacts’:

Tice = inf {t > 0; X € K'}.

Pour touts > 0, K C IR¢, on a

/]Pf{ ( sup
Q 0<t<T

XE,UJ
v; <%,w)‘ > 5) du(w) < /IPBu (The < T') dp(w)
o)
+u (sup |vf (z,w)| > 5) :

zeK

Par le lemme 4.5.5, il suffit alors de montrer gue> 0, il existe K C IR? tel que

/]PB” (The < T) dp(w) < p,¥e > 0.
0

Ceci va résulter du lemme suivalit
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Lemme4.5.6. 1l existe M = M(\, A, d) tel queve > 0,Vw € Q,Vt > 0,Yr > 0,

Py~ (Sup | X > fr) < M exp(—r?/Mt).

0<s<t

Preuve :
Pour simplifier I'écriture, on oublie les indicesetw. Définissons
7, =inf {t > 0; | X;| > r}.
Par la propriété de Markov forte,
Py (| X > ) = By [Px,, (| Xi—r| >7) Lir<n] -

On rappelle que, d’aprés les estimations d’Aronson,

1 m
— a7 ep(=mly — 2/t) < p(t,.y) < 5 ep(=|y — 2]*/mt).

oum est une constante ne dépendant qua,de d. Donc si|z| = r,
P> = [ ptag)dy
B(0,r)c

1 2
> [ e(mly =t dy

v

1
/B( g Il do

1
/ L exp(mlyl?) dy
B(—z/Vtr/Vi)e T

> 0 (constantg

v

On a alors
igEIPx (| Xs| >r)>0

et

1
P (7, < 1) < 5Py (1] > 7)

En conséquence
A
P(r. <t) < 5 &P (—r*/Bt)
ou A, B sont des constantes ne dépendant qui ded grace aux estimations d’Aronsdh
Nous avons jusque-la montré la convergence du couple

(X7, C0%) — (AV?B,, Ct)
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au sens de la convergence faible dans I'esgad@, ; IR?*1) sousIP%, enu-probabilité.
Nous avons ainsi obtenu la limite de I'expression

Eou [f(X:) exp (V)]

Il reste a calculer la limite de cette expression lorsquelatgle départ n’est plugsmaisz € R9.
3 Xew Xs W
e proen ([ [ (5) -2 (5] )]
0 9 9
t XE,LU Xs W
— IE[)@/EW [f(Xf"" + x) exp (/ [c (%,Tz/5w> + =d ( . Tka)] ds)]
0
o1l t Xs,w XE i
=10 [ () 2(25)] )
0

—E[f(z+ AYV2B)) exp(Ct)]

e—0

ce qui nous donne le résultat. Pour obtenir la premiere dégal#és, nous avons utilisé le fait

qgue si
X t X
X, = x—l—/ b(—s,w> d8+/ a(—s,w> dB,
0 € 0 €

}/; Xt—m

LY, Y,
Y, :x+/ b (—,Tx/€w> ds+/ o (—,Tx/gw) dB, .
0 € 0 €

4.6 Ajout d'un terme différentiel d’ordre un

1>

alors

Il faut maintenant s’occuper de lever les contraintes pogar la dérive. En effet, on n’a considéré
jusqu’a maintenant que des processus de diffusion ayamétesateurs du type:

d
1 0 x 0

Lo — 2 p2V(a/ew) § : y —2V(z/ew) (_ ) — .
2" o= O e e ox;

On notelP2* la loi du processus de diffusion associe. $oitne fonction bornéee sue telle que
I'applicationz — b(x,w) soit localement lipschitzienne. On considére égalemengéieérateur

Law+zb < )8%

~&,w . . . . , N 7 .
dont on notdP, la loi du processus de diffusion associé. D’aprés le théem@enGirsanov, on a:

g,w

dff)gc7 ¢ _ Xew 1 ! — X:’w e,w
[ ) [0 () )
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~&,w . y N z ~ :
SouslP ", on a toujours d’apres le théoreme de Girsanov:

t XEw t XEw
u(Xf’w):/(I+Dv)-b( ; ,w) ds—l—/([—l—Dv)-a( 2 ,w) dBs
0 0

t Xa’w t Xe,w
?w:/(chtg-b)( : ,w) ds+/tg-0< > 7W> dB;.
0 € 0 c

B= [ (14 5)-b)e ™ dufo)

et

On pose

C = /Q(c +1g-b)(w)e VW du(w)

I+ f)-a- "I+ f)lw) | (T+f) a-gW)
A:/Q e 2V du(w)

‘g-a-"(I+f) | 'g-a-g(w)
Alors (X, V) converge en loi dan€’'([0;¢]; IR‘™) sousIP:* vers le processuéd + 1) -

dimensionnel
T+ ( g )t—i—Al/QB;

ou B; est un mouvement brownien standédd- 1) —dimensionnel. Or sf est une fonction bornée
sur[0;¢] x C([0;¢]; R**!) et si

t Xa,w
s [ oo (K20) am).
0 g

alors il est facile de voir que

g,w 2
exp ((N*¥),) < e/\Hbllmt7
de telle sorte que

1/

£,w W 2 £,w
B (Z79F()] < g [ 2NN e [ p (2]

€,w 1/2
< e||bH§o)\t/2IEx, [f(.)Q]/

et ceci entraine que la convergence en probabilité 8itsvers un processus déterministe est
- . . ey 2 ~ P .. ~ &,w
équivalente a la convergence en probabilité vers le mémmepsos déterministe solls, . On

B P .
montre alors la convergence du coupl&™ V=) versx + ( c ) t + AY2B,; a également lieu

~,w - e, . . .
souslP, en utilisant la convergence en probabilité de la matriceogarcance de ce couple. Ceci
termine ’homogénéisation en milieu aléatdlle
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