Examen de Processus a sauts

(Durée 2h00, aucun document autorisé, pas de calculatrice)

Probleme : (15 points) Soit (P;);>0>0 un processus de Poisson composé de paramétres (\, 1)
(o A > 0 dénote I'intensité et uz la loi des sauts). On suppose de plus que, pour un certain
p€[0,1],

pz(dz) = pdi(dz) + (1 — p)d_y1(dz),

c’est-a-dire que le processus n’effectue que des sauts de taille 1. On note (F;); la filtration
engendrée par P.

Partie I : Loi des grands nombres :
1. (a) Montrer que pour tout ¢t > 0, P, est intégrable et calculer E[P].
(b) En déduire que I’on a

Py
IP — presque sirement, lim — = A\(2p — 1).

n—oo M

2. (a) Justifier que I’on peut écrire P comme

¢
Pt:// z N(dr,dz)
0 JzeR*

ou NN est une mesure aléatoire de Poisson dont on précisera le compensateur.

(b) A T’aide de la formule d’It6, montrer que
M, = (P, — M(2p—1))* = Xt

est une martingale F;-adaptée.
(c) En déduire que
E[ sup |Pt}2] < +00.

tel0,1]

3. (a) Vérifer que pour toutn € Nettoutt € [n,n+ 1[ona:

‘——A2p—1}<}——)\(2p—1 ‘—I— sup b= b

t€n,n+1[ n

(b) Vérifier que les variables aléatoires X,, = SUDtefnn41] }Pt — Pn}Z sont identique-
ment distribuées et E[X,,] < 400 pour tout n > 0.

(c) En déduire que la série ) )5—2 converge, puis que % — 0 lorsque n — o0

presque slirement.



(d) Montrer que I’on a

P,
IP — presque slirement, tlim Tt =A2p—1).

Partie II : Temps d’atteinte :
1. Justifer que le processus P ne prend que des valeurs enticres.
2. Pour m € IN*, on définit
™ =inf{t > 0; B, > m}.
(a) Montrer que 7™ est un temps d’arrét.
(b) Montrer que, sur {7 < 400}, on a Prm = m.
(c) Montrer que sip > 1/2, 0ona 7™ < 400 presque slirement.

3. Pour v € R, on pose

VE>0, M =exp (uP;—to(u)),

o) = [ (@ = DAnae)

(a) Justifier que ¢(u) est bien défini pour tout u € R et est de classe C™ sur R.
(b) Montrer que, pour tout v € R, M* est une F;-martingale.
4. Dans cette question, on suppose p > 1/2.
(a) Montrer qu’il existe 6 > 0 tel que ¢(u) > 0 pour u €]0, d].
(b) Montrer que, pour v €]0,d[, ona:

E €7Tm¢(u)ﬂ{7—m<+oo} — e um

(Penser a utiliser le théoréme d’arrét de Doob).
(c) En déduire que
P(r™ < 400) =1,
et en déduire la valeur de E[7™].
5. Dans cette question, on suppose 0 < p < 1/2.
(a) Trouver un é > 0 tel que ¢(u) > 0 pour u €]9, +00| et ¢(d) = 0.
(b) Montrer que, pour u €]d, +oo[,ona:

E e*ﬂ'm(ﬁ(u) ]I{Tm<+oo}:| — g um
(c) En déduire que

P(7™ < +00) = (—)m



Exercice : (5 points)

Soit X = (X});>0 un processus de Lévy de triplet caractéristique (b,0,v) (caractéristique
donnée par rapport a la fonction de cut-off f(z) = 21[./<1). On suppose que

/ |z|v(dz) < 4o0.
|z|<1

L’ objectif est de montrer que X est presque slirement a variations bornées sur un intervalle de la
forme [0, T']. On rappelle qu’une fonction f : [0,7] — R est a variations bornées si

sup » | f(t:) = f(ti1)] < 400
=1

ol le sup est pris sur toutes les partitions finies 0 =ty < t; < --- < t,, = T de I'intervalle [0, T'].

1. Montrer que X peut s’écrire sous la forme

X, = (b—/lz<1|z]y(dz))t+/0t/*zN(dr,dz)

ou N est une mesure aléatoire de Poisson de mesure de Lévy associée v.

2. Justifier le fait qu’il suffise de montrer que, presque slirement, le processus

t
Y}:// 2z N(dr,dz)
0 *

est & variations bornées sur [0, 7).

¢ ¢
' :/ / zN(dr,dz) et Y? :/ / z N(dr,dz).
0 Jz|<1 0 Jl|z|>1

(a) Montrer que, presque siirement, le processus Y2 est a variations bornées sur [0, 7.
(Indic : combien peut-il avoir de sauts sur [0, 7] ?)

3. On pose

(b) Pour toute partition 0 = ¢y < t; < --- < t, = T de Iintervalle [0, 7], montrer que

'ona: . .
Svi-vi< [ jel N
i=1 0 |z[<1

4. Conclure.



