
MPSI-Applications

Exercice 1 :
Soientf : E → F etg : E → G deux applications. Montrer que :

∃h : F → G telle que le diagramme suivant soit commutatif

g

E −→ G

f ↓ ր
F h

(c’est-à-

direg = h ◦ f ) ⇐⇒ ∀x, x′ ∈ E , f(x) = f(x′) ⇒ g(x) = g(x′).

Exercice 2 :
Soientg : E → G eth : F → G deux applications. Montrer que :

∃f : E → F telle que le diagramme suivant soit commutatif

g

E −→ G

f ↓ ր
F h

(c’est-à-

direg = h ◦ f ) ⇐⇒ ∀x ∈ E ,∃y ∈ F tel queg(x) = h(y).

Exercice 3 :
SoientE,F deux ensembles non vides etf : E → F une application. Montrer que :

– f injective⇐⇒ ∃h : F → E surjective telle queh ◦ f = IdE .
– f surjective⇐⇒ ∃h : F → E injective telle quef ◦ g = IdF .

Exercice 4 :
SoientE,F deux ensembles non vides. Montrer que les deux propriétés sont équiva-
lentes :

– il existe une injection deE dansF .
– il existe une surjection deF dansE.

Exercice 5 :

Soientf : IN → IN
x 7→ 2x

etg : IN → IN

y 7→

{

y

2
si y pair

y−1

2
si y impair

.

– Etudier l’injectivité, la surjectivité et la bijectivitédef etg.
– Préciserg ◦ f etf ◦ g.

Exercice 6 :
SoientE,E′ deux ensembles etf : E → E′ une application. Montrer l’équivalence
des propriétés suivantes :

1. f est surjective

2. ∀y ∈ E′, f
(

f−1({y})
)

= {y}

3. ∀A′ ∈ P(E′), f(f−1(A′)) = A′

4. ∀A′ ∈ P(E′), f−1(A′) = ∅ =⇒ A′ = ∅

Exercice 7 :

SoientE un ensemble non vide,A,B ∈ P(E), etf : P(E) → P(A) × P(B)
X 7→ (X ∩ A ;X ∩ B)

.

Trouver une condition nécessaire et suffisante pour quef soit injective, surjective et
bijective.
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Exercice 8 :
Trouver une condition nécessaire et suffisante sura pour que l’application

f : IR −→ IR
x 7−→ (arctan x)2 + a arctan x + 1

soit injective.

Exercice 9 :
SoientE,E′ deux ensembles etf : E → E′ une application.

1. Montrer :∀A′, B′ ∈ P(E′), f−1(A′△B′) = f−1(A′)△f−1(B′).

2. Montrer :f est injective⇐⇒ ∀A,B ∈ P(E), f(A△B) = f(A)△f(B).
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