MPSI
Anneaux et corps. Arithmétique

Exercicel:
Soit A un anneau intégre fini.

i) Soita € A\ {04}. Montrer que 'applicatiorp, définie parps: A — A
r =  ax
est bijective.

i) En déduire qued est un corps commutatif.

i) En déduire que sih € IN* est un nombre premier alo# /n7Z est un corps
commutatif.

Exercice?2:

Soienta € @ tel quey/a € Q etQ(va) = {r+r'Va; (r,1') € @ }.
i) Montrer que® (/) est un corps pour les lois, . usuelles.
ii) Montrer que les anneau® et @ (/) ne sont pas isomorphes.
iii) Les corps® (v/2) et@ (1/3) sont-ils isomorphes ?

Exercice3:
Pourn € IN, on noteF,, = 22" + 1. Montrer que leg”, sont premiers entre eux deux
a deux. (Indication : on pourra montrer quersi< n alorsF,, divise F;,, — 2.

Exercice4:

Soitp un nombre premier .
i) Montrer :Vk € {1,...,p— 1}, p|C}.
i) En déduire le petit théoréme de Ferm&t: € 7ZZ, n? = n [p)
iii) En déduire Vn € Z, p fn = nP~1 =1p|

Exercice5:
Trouver le nombre de zéros dans I'écriture en bade 1998!.

Exercice6:

Montrer :
1. V¥(n,k) € (IN*)2, n Ak =1= n|Ck
2. i) V¥n € N*,n + 1|C3,,

Exercice7:

i) Vérifier que442 et495 sont premiers entre eux.
i) Trouver tous les couple@:, v) € Z? tels que 442u + 4950 = 1
i) résoudre I'équationt42z = 314 d'inconnuex € 7/4957Z.

Exercice8:

i Montrer en raisonnant par I'absurde qu'il existe une inérde nombres premiers.
if) Montrer gu’il existe une infinité de nombres premiers gors a3 modulo4.



Exercice9:
Déterminer les générateurs du groupe cycliflenZz, +),n € IN* et les diviseurs
de zéros de l'annealZ /nZ, +,.),n € IN \ {0; 1}

Exercice 10:
Quel est le dernier chiffre d&777777" écrit en bass.

Exercice1l:
Résoudre dan#? :

1. 9z + 15y = 11

2. 9x+15y=18
Exercice12:
Soientn € N\ {0,1}, a4, ..., a, € ZZ* premiers entre eux deux a deux. Pour chagque
1de{l,...,n}, onnote

Ai = H ag.
1<k<n
k#1

Montrer queA,, ..., A, sont premiers entre eux dans leur ensemble.
Exercice13:

Soitp premier> 5n € IN. Montrer quep divise >"2_ (n + k)2.



