
MPSI
Nombres complexes

Exercice 1:
Résoudre dansC l’équationz4 + 6z3 + 9z2 + 100 = 0.

Exercice 2:

1. Montrer quesin π
5

=

√

5−
√

5

8
.

2. Déterminer l’ensemble des pointsM d’affixe z tels que|z| = 2|z − i|.

Exercice 3:
SoitABC un triangle du plan affine euclidien. On construit, à l’extérieur de ce trian-
gle, les trois triangles équilatéraux de baseAB,BC,CA. Montrer que les centres de
gravité de ces trois triangles forment un triangle équilatéral.

Exercice 4:

n ∈ IN, n ≥ 2, et ω = e
2iπ

n . Montrer que∀z ∈ C,

n−1
∏

k=1

(z − ωk) =

n−1
∑

r=0

zr et en

déduire que
n−1
∏

k=1

sin
kπ

n
=

n

2n−1
.

Exercice 5:
SoientA,B,C trois points du plan affine euclidien, d’affixes respectivesa, b, c.

a) Montrer que le triangleABC est équilatéral direct si et seulement si

a + jb + j2c = 0.

b) Montrer que le triangleABC est équilatéral si et seulement si

a2 + b2 + c2 − (ab + ac + bc) = 0.

c) Déterminer l’ensemble des pointsM d’affixe z tels que les points points d’affixe
i, z, iz forment un triangle équilatéral.

Exercice 6:
Si M appartient au cercle de centre O et de rayon R passant par A et Bdistincts, alors

Angle(
−→

MA,
−→

MB) = 1

2
Angle(

−→

OA,
−→

OB).

Exercice 7:
Soitn ∈ IN \ {0; 1}. Résoudre les équation d’inconnuez ∈ C:

1. (z + i)n = (z − i)n.

2. |z| =
∣

∣

1

z

∣

∣ = |z − 1|

Exercice 8:
Montrer qu’il n’est pas possible que les trois sommets d’un triangle équilatéral, non
réduit à un point, aient des coordonnées entières.
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Exercice 9:

1. Montrer quesin π
5

=

√

5−
√

5

8
.

2. Déterminer l’ensemble des pointsM d’affixe z tels que|z| = 2|z − i|.

Exercice 10:
Soitn ∈ IN \ {0; 1}. Résoudre les équation d’inconnuez ∈ C:

1. (z + i)n = (z − i)n.

2. |z| =
∣

∣

1

z

∣

∣ = |z − 1|

Exercice 11:
Pour(n, x) ∈ IN × (IR − 2πZZ) calculer les sommes

An(x) =

n
∑

k=−n

eikx etBn(x) =

n
∑

k=0

Ak(x)
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Cours : Linéarisation decosn(x) et sinn(x).

Exercice : Soitn ∈ IN \ {0; 1}. Résoudre les équation d’inconnuez ∈ C:

1. (z + i)n = (z − i)n.

2. |z| =
∣

∣

1

z

∣

∣ = |z − 1|

Exercice : SoientA,B,C trois points du plan affine euclidien, d’affixes respectives
a, b, c.

(a) Montrer que le triangleABC est équilatéral direct si et seulement si :a + jb +
j2c = 0.

b) Montrer que le triangleABC est équilatéral si et seulement si :a2 + b2 + c2 −
(ab + ac + bc) = 0.

c) Déterminer l’ensemble des pointsM d’affixe z tels que les points points d’affixe
i, z, iz forment un triangle équilatéral.

Cours : Polynômes de Tchebychev.

Exercice : SoientA,B,C trois points du plan affine euclidien, d’affixes respectives
a, b, c.

(a) Montrer que le triangleABC est équilatéral direct si et seulement si :a + jb +
j2c = 0.

b) Montrer que le triangleABC est équilatéral si et seulement si :a2 + b2 + c2 −
(ab + ac + bc) = 0.

c) Déterminer l’ensemble des pointsM d’affixe z tels que les points points d’affixe
i, z, iz forment un triangle équilatéral.

Cours : Le groupe(UIn, .). Générateurs de(UIn, .), racines primitives n-ièmes de
l’unité.

Exercice :

• Soit (p, q) ∈ (IN∗)2. Montrer queUIp est inclus dansUIq si et seulement sip
diviseq.

• Soientn ∈ IN, n ≥ 2, etω = e
2iπ

n . Montrer que∀z ∈ C,

n−1
∏

k=1

(z − ωk) =
n−1
∑

r=0

zr

et en déduire que
n−1
∏

k=1

sin
kπ

n
=

n

2n−1
.
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Cours : Polynômes de Tchebychev.

Exercice :

1. Soit n ∈ IN \ {0; 1}. On note pour toutk de {0, . . . , n − 1} , ωk = e
2ikπ

n .

Calculer pour toutp ∈ ZZ,

n−1
∑

k=0

ω
p

k.

2. Pour(n, x) ∈ IN × (IR − 2πZZ) calculer les sommes

An(x) =

n
∑

k=−n

eikx etBn(x) =

n
∑

k=0

Ak(x)

Cours : Forme trigonométrique des nombres complexes, arguments, coordonnées po-
laires.

Exercice :

1. Montrer quesin π
5

=

√

5−
√

5

8
.

2. Déterminer l’ensemble des pointsM d’affixe z tels que|z| = 2|z − i|.

Cours : Le groupe(UIn, .). Générateurs de(UIn, .), racines primitives n-ièmes de
l’unité.

Exercice :

1. Résoudre l’équation d’inconnuez ∈ C:
(

z+i
z−i

)3

+
(

z+i
z−i

)2

+ z+i
z−i

+ 1 = 0

2. Soit(n, z) ∈ IN∗×C tel quezn = (z+1)n = 1. Montrer quen est un multiple
de6 et quez3 = 1.
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Cours : Polynômes de Tchebychev.

Exercice : On noteTn le n-ième polynôme de Tchebychev.

a) Montrer queTn admetn zéros deux à deux distincts. Les déterminer.

b) Montrer queTn vérifie la relation de récurrence linéaire suivante :

Tn+1(X) = 2XTn(X) − Tn−1(X)

c) En déduire le coeficient dominant deTn(X).

d) Exemple : calculerT5(X).

Cours : Linéarisation decosn(x) et sinn(x).

Exercice : Soit(n, a) ∈ IN∗ × IR. Résoudre dansC l’équation(z + 1)n = e2nia

d’inconnuez.

En déduire la valeur de
n−1
∏

k=0

sin

(

a +
kπ

n

)

.

Cours : Le groupe(UIn, .). Générateurs de(UIn, .), racines primitives n-ièmes de
l’unité.

Exercice :

a) Soientt ∈ IR etz1, z2 les racines complexes de l’équationz2 + tz + 1 = 0. Quel
est le lieu des images dez1 etz2 lorsquet décritIR ?

b) Déterminer l’ensemble des pointsM d’affixe z dans chacun des cas suivants :

•
z − 1 − i

z + 1
∈ IR et • les points d’affixez, z2, z5 sont alignés
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