MPSI
Nombres complexes

Exercice 1:
Résoudre dan§ I'équationz* + 623 + 922 4 100 = 0.

Exercice 2:

1. Montrer quesin £ = 5‘Tj/5

2. Déterminer I'ensemble des points d'affixe = tels quelz| = 2|z — 4.

Exercice 3:

Soit ABC' un triangle du plan affine euclidien. On construit, a I'eda@r de ce trian-
gle, les trois triangles équilatéraux de basB, BC, C'A. Montrer que les centres de
gravité de ces trois triangles forment un triangle équitdié

Exercice 4:
) n—1 n—1
n € Nn > 2 etw = e Montrer quevz € C, [[(z—w") =) 2" eten
k=1 r=0
i n
déduire que] [ sin — =

k=1

Exercice 5:
SoientA, B, C trois points du plan affine euclidien, d’affixes respectives c.

a) Montrer que le trianglél BC' est équilatéral direct si et seulement si
a+jb+j%c=0.

b) Montrer que le trianglel BC' est équilatéral si et seulement si

a® 4+ b* 4+ — (ab + ac + be) = 0.

c) Déterminer I'ensemble des point¢ d’affixe z tels que les points points d’affixe
i, 2,1z forment un triangle équilatéral.

Exercice 6:
Si M appartient au cercle de centre O et de rayon R passant par Aistifcts, alors

Angle(J\Zél,]\TB) =1 Angle((74, (ﬁ).

Exercice7:
Soitn € IN'\ {0;1}. Résoudre les équation d'inconnue C:

L (z4+0)"=(z—0)™
2. |z =] =12 -1
Exercice 8:

Montrer qu’il n’est pas possible que les trois sommets ditangle équilatéral, non
réduit & un point, aient des coordonnées entiéres.



Exercice 9:

1. Montrer quesin £ = 5‘8\/5.

2. Déterminer 'ensemble des points d’affixe z tels que|z| = 2|z — 1.

Exercice 10:
Soitn € IN'\ {0;1}. Résoudre les équation d’inconnue C:

1 (240" = (2 — )"
2. |zl = ‘%| =z -1

Exercice 11:
Pour(n,z) € IN x (IR — 2nZZ) calculer les sommes

n

A, (x) = Z ™ et B, (z) = ZAk(:v)
k=0

k=—n



Cours : Linéarisation deos™ () etsin"(x).

Exercice : Soitn € IN'\ {0;1}. Résoudre les équation d’'inconnue C:
L (z+9)"=(z—19)™
2. |z| = |%| =z -1

Exercice : Soientd, B, C' trois points du plan affine euclidien, d’'affixes respectives
a,b,c.

(a) Montrer que le trianglel BC' est équilatéral direct si et seulementsit: jb +
-2
jcc=0.

b) Montrer que le trianglel BC est équilatéral si et seulement 8t + b2 + ¢ —
(ab+ ac+ be) = 0.

c) Déterminer I'ensemble des pointg d’affixe z tels que les points points d’affixe
i, z, 1z forment un triangle équilatéral.

Cours : Polyndmes de Tchebychev.
Exercice : Soientd, B, C trois points du plan affine euclidien, d’affixes respectives
a,b,c.

(a) Montrer que le trianglel BC' est équilatéral direct si et seulementsH: jb +
-2
jcc=0.

b) Montrer que le trianglel BC est équilatéral si et seulement 8t -+ b2 + ¢ —
(ab+ ac+ be) = 0.

c) Déterminer I'ensemble des point$ d’affixe z tels que les points points d’affixe
i, z,12 forment un triangle équilatéral.

Cours : Le group€,,.). Générateurs déll,,.), racines primitives n-iemes de
l'unité.

Exercice :

* Soit (p,q) € (IN*)2. Montrer quel, est inclus dandl, si et seulement g

diviseq.
) n—1 n—1
« Soientn € IN,n > 2, etw = ™. Montrer quevz € C, [[(z —w*) = > 2"
k=1 r=0
i n
et en déduire quq [ sin — =g

k=1



Cours : Polyndmes de Tchebychev.

Exercice :

1. Soitn € IN\ {0;1}. On note pour touk de {0,...,n— 1} ,w, = e n".

n—1
Calculer pour toup € 7, » _ .
k=0

2. Pour(n,z) € IN x (R — 2nZ) calculer les sommes

n

An(z) = > e*etB,(z) = > Ax(x)
k=0

k=—n

Cours : Forme trigonométrique des nombres complexes, agismcoordonnées po-
laires.

Exercice :

: _ . /5=\5
1. Montrer quesin ¢ = 4/ >,

2. Déterminer 'ensemble des points d’affixe = tels que|z| = 2|z — 1.

Cours : Le groupg,,.). Générateurs d€U,,.), racines primitives n-iemes de
l'unité.

Exercice :

\3 N2 .
1. Résoudre I'équation d’'inconnuec C: (Z—“) + (L“) +24+1=0

z—1 zZ—1

2. Soit(n,z) € IN* x Ctel quez™ = (z+1)" = 1. Montrer quen est un multiple
de6 et quez® = 1.



Cours : Polyndmes de Tchebychev.

Exercice : On notd’, le n-ieme polyndme de Tchebychev.
a) Montrer quel,, admetn zéros deux a deux distincts. Les déterminer.

b) Montrer quer;, vérifie la relation de récurrence linéaire suivante :

Toi1(X) = 2XT,(X) — Ty (X)

¢) En déduire le coeficient dominant @g(X).

d) Exemple : calculefs(X).

Cours : Linéarisation deos™ () etsin”(x).

Exercice : Soit(n,a) € IN* x IR. Résoudre dan€ I'équation (z + 1) = e2ni@
d’inconnuez.

n—1
L k
En déduire la valeur dH sin (a + W) .
k=0 n

Cours : Le groupg,,.). Générateurs d€U,,.), racines primitives n-iemes de
l'unité.
Exercice :

a) Soient € IR etzy, 29 les racines complexes de I'équatiet+ ¢z + 1 = 0. Quel
est le lieu des images dg et z, lorsquet décritlR ?

b) Déterminer 'ensemble des point$ d’affixe = dans chacun des cas suivants :

z—1—1

1 € R et e les points d’affixe, 22, 2° sont alignés
z



