MPSI
Espaces vectoriels. Applications
linéaires

Exercice 1:

SoitEunK-ev, f € £n € IN*, \i,...,\, € K deux a deux distincts. On note
N; = Ker(f — \iIdg) pourl <i <n.

Démontrer que ledV; sont linéairement indépendants, c’'est-a-dire :

V(1. xn) ENy X+ X Npyor+--+z,=0=>21=--=2,=0

Exercice 2:

Soit E = IR[X] le IR-ev des polyndmes a coefficients régls, £ — F .
P — P -P
Montrer quef est un automorphisme et exprimgr®.

Exercice 3:
SoientE un Kev, (a,b) € K2 tel quea # b, f € L(E) tel que

(f —ald) o (f —bld) = 0.
1. Montrer qu'il existe(\, 1) € K? et des projecteurs, ¢ de E tels que :

p=Af—ald), ¢=p(f—0Id), f=>bp+aq.

2. Pour toutt € IN*, calculerf°* en fonction dep, ¢, k, a, b.

Exercice 4:
Soit E = IR[X] le IR-ev des applications polyndmiales a coefficients réels.
On définitD: ¥ — FE etl: E — E .

P — P P [ P(t)dt

1. Vérifier queD et sont linéaires.

2. ExprimerDo [ etlo D.

3. Etudier I'injectivité, la surjectivité et la bijectiétdeD et .
Exercice 5:
Soientn € IN'\ {0; 1}.

1. Vérifier queC™ est unC-espace vectoriel pour les lois usuelles.

k fois
. , /_/H
2. SoitF; le sev deC™ engendré pat = (1,...,1,0,...,0), et

H= {(xl,...,xn) € (C";zk:xi = 0}.
i=1

Vérifier que :Ey & H = C™.



Exercice6:
SoitEun K-ev, E # {0}, f € L(E) nilpotent etp son indice de nilpotence, c'est-a-
dire :

p €N, =0, 0.

On suppose > 2.
1. Montrer queKer(f) # {0}.
2. Montrer que la famill€ldg, f, ..., f°®=1) est libre.
Exercice 7:
SoientE un Kev, f € L(E). On suppose que, pour toutde E, la famille (z, f(z))
est liee. Montrer qu¢ est une homothétie. En déduire une description du commutant

de L(E), c’est-a-dire 'ensemble des élémentsA{g”) qui commutent avec tous les
autres.

Exercice 8:
SoientE un K-ev,p un projecteur dév, ¢ = Idg — p,

L={feL(E):3ucL(E),f=uop}

et
M={gec L(E);Jve LIE),g=voq}.

Montrer queL et M sont des sev supplémentaires daf&).

Exercice 9:
SoientE, F,G trois K-ev, f € L(E,F),g,h € L(F,G). Montrer :

Ker(go f) = Ker(ho f) & Im(f) NKer(g) = Im(f) N Ker(h).
Exercice 10:
Soientn € IN'\ {0; 1}.
1. Vérifier queC™ est unC-espace vectoriel pour les lois usuelles.

2. SoitFE, le sev deC™ engendré pat = (1,...,1),

n
H= {(ml,...,xn) € C";in 20} )
i=1
Vérifier que :Fy & H = C™.
Exercice 11.
SoientE, F, G troisKev, f € L(E, F),g € L(F,G). Montrer :
1. Ker(go f) = Ker(f) & Ker(g) NIm(f) = {0}
2. Im(go f) =Im(g) & Ker(g) + Im(f) = F
Exercice 12
SoientE un Kev, I, G, F’, G’ des sev d& tels que :

F et G sont supplémentaires dahs
F’ etG’ sont supplémentaires dahs
F'cd



Montrer queF, F’, G N G’ sont en somme directe.

Exercice 13:
SoientE un Kev,n € IN*, F; ... F,, des sev d&v.

1. Montrer que siFy, . .., F,, sonten somme directe et si, pour towat {1, ...,n},
L; est une famille libre dé; anrsU,’;:1 L; estlibre dangv.

2. Montrer que sify +--- + F,, = E etsi, pourtout € {1,...,n}, G; estune
famille génératrice dé;, alors|J;_, G; est génératrice dB.

3. Montrer que sif1, ..., I, sont en somme directe et de somme égdiedi si,
pour touti € {1,...,n}, B; estune base dE; alors| J;_, B; est une base de
E.
Exercice 14:

On considére I&R-evIRN formé des suites réelles. Soit € IR, on pose
L= {(uy)n € R™:Vn > 0,10 — 2r1Ung1 + 72U, = 0}
 Vérifier queL est un sev dév.
* Montrer queL est de dimensioa.
* On considere les suites= (r7"),, etv = (nr}),. Montrer que(u, v) est une

base dd..

Exercice 15:

1. SoientE un K-ev de dimension finief € L(E). Montrer qu'il existe un
automorphisme de E et un projecteup de F tels quef = g o p.

2. SoitE un K-ev,p un projecteur dé7, f € L(FE). Montrer :

po f = fop< Ker(p) etlm(p) sont stables paf.

Exercice 16:
Soientn € IN \ {0;1}, E le IR-ev des polynébmes d&®R[X] de degré< n, et

fi E — FE .
P — PX+1)+P(X-1)-2P(X)

1. Vérifier quef estlinéaire. Détermindim(f),rg(f) etKer(f).
2. Soit@ € Im(f). Montrer qu’il existeP € E unique tel quef(P) = Q etP
soit divisible parX 2.

Exercice 17:

1. Soient\ € K\ {0;1}, E un K-ev, p un projecteur de&=. Montrer quep — AId
est un automorphisme de.

2. SoitE un K-ev de dimensios, f € L(E) tel quef? = 0, f # 0. Montrer que
le rang def vautl.



Exercice 18:
SoientE unK-ev, f € L(E),¢s: L(E) — L(E)
g +— fog—gof

1. Vérifier quep; € L(L(E)).

2. Montrer que sjf est nilpotent (il existe: tel que f™ = 0) alorsy I'est aussi
Exercice 19:
Soit f € L(IR?) tel quef? = 0. Montrer qu'il existea € IR? et une forme linéaire

surlR? tels que :
Vo € R?, f(z) = ¢(7)a.

Exercice 20:
Soit £ un K-ev, F' un sev def.

» Montrer que siF’ est de dimension finie alors?yf € L(E),F C f(F) = F =
f(F).

 Trouver un contre-exemple a ce qui précede si I'on ne swgpas qué’ est de
dimension finie.
Exercice 21:
SoientE, F, G trois K-ev de dimension finief € L(E, F),g € L(F,G).
* Ker(gjmm()) = Ker(g) N Im(f)
e Endéduire rg(go f) =rf(f) — dim(Ker(g) N Im(f)).
e Montrer :rg(go f) > rf(f) +rg(g) — dim(F).
Exercice 22:

SoientF un K-ev, F,G deuxsevde?, f: FxG — F+G .
(x,y) — z+y

1. Vérifier quef est linéaire surjective.
2. MontrerKer(f) ~ FNG.

3. En déduire que gt et G sont de dimensions finies alofs+ G aussi et

dim(F 4+ G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G)

Exercice 23:
On considére I&R-evIRN formé des suites réelles. Soit, » € IR. On pose

L= {(un)n € RMN;¥n > 0,un42 — (r1 + 12)Upt1 + rir2u, = 0}
* Vérifier queL est un sev dév.
* Montrer queL est de dimensioa.

» On considére les suites = (r}),, etv = (r%),. Montrer que(u,v) est une
base de_.



Exercice 24:
SoientE un K-ev ety, 1) € E*\ {0}. Montrer :

Ker(p) =Ker(¢p) <IN e K\ {0},¢ = Ao

Exercice 25:

» Soienty un K-ev ety € E* telle quep # 0. Montrer quep est surjective.

e Soit I un sev del. Montrer :

H estun hyperplan= Jp € E*, ¢ # 0, H = Kerg

» SoientE un K-ev etp, v € E* \ {0}. Montrer :

Ker(p) =Ker(¢p) @ I e K\ {0},¢ = o



