MPSI
Polynbmes

Exercice 1:
Pour(m,n) € (N — {0;1})?, déterminer le quotient et le reste de la division euclidi-
ennedgX —2)" + (X —1)" — 1 par(X — 1)(X — 2) dansR[X].

Exercice 2:
Soient(a, b) € (IN*)2, 7 = pged(a, b). Montrer quepged (X —1, X?—1) = X" —1
dansK[X].

Exercice 3:
Soientn € IN*, (a,b) € IR? tel quea # b. Trouver un coupléU, V) € IR[X]? tel
que:
(X —a)"U+ (X —b)"V =1
Deg(U) <n—1,Deg(V) <n-—1

Exercice 4:
Soit (A, B) € (K[X] — {0})2. Montrer que les deux propriétés suivantes sont équiv-
alentes:

1. A etB ne sont pas premiers entre eux

Deg(U) < Deg(B)
2. 3(U,V) € (K[X] - {0})%,{ Deg(V) < Deg(A)
AU+ BV =0

Exercice 5:
Exercice : On notdR,,[X]| = {P € IR[X]; Deg(P) < n}. Soita # b € IR. Montrer
que la famille de polyndmeg X — a)*(X — b)"~*)x—o., est une base d&,,[X].

Exercice 6:
Trouver tous les? delR[X] tels que:

P(0)=1,P(1)=0,P'(0)=0,P'(1) =1

Exercice 7:

Ennotantry, zo, 23, . .. les zéros de I'équation indiquée (d&b)s calculer I'expression

E proposée ou le symbolg’ indique la somme de tous les termes obtenus par per-
mutation d'indices.

1. 23 +pr+q=0, (p,q) € C x C*, E =" = (trois termes)
2. 2% -322 +2-1=0, E =Y x}a? (six termes)
Exercice 8:

Trouver tous les? € C[X] tels queP’|P.

Exercice 9:
Soientn € IN, P,, = (X +i)**! — (X —4)?"*L1. Montrer quei P,, est un polyndme
a coefficients réels et former sa décomposition primaires TR |.



i km
En déduire, pou IN* x C, la valeur de 2 tan?
poufn,a) € X kl:[1<a + cotan 2n+1>

Exercice 10:
Soientn € N*, z4,..., 2, € R,04,...,0, lesfse devy, ..., z,. Etablir:

Vie{l,...,n},x; e Ry) e (Vie{l,...,n},0; € Ry)
Exercice 11:

Déterminer les: deIN (n > 3) tels que le polyndmé, = (X — 1)" — X" + 1 de
C[X] ait au moins un zéro au moins double.

Exercice 12:
Soit P € R[X]. Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivedent

1. VzeR,P(x) >0
2. 3(A, B) € (R[X])?, P = A% + B2



