
MPSI
Continuité

Exercice 1:

1. Soitf : IR → C continue et périodique. Montrer quef est bornée.

2. Donner un exemple de fonctionf : IR → IR uniformément continue bijective
et telle quef−1 n’est pas uniformément continue.

Exercice 2:
Soitf : IR → IR continue et telle qu’il existe(α, β) ∈ IR2 tel que:

lim
x→−∞

f(x) = α et lim
x→∞

f(x) = β.

Démontrer quef est uniformément continue surIR.

Exercice 3:

1. Trouver une fonctionf : IR → IR discontinue en tout point deIR et telle que
f ◦ f est continue surIR.

2. Soienta, b ∈ IR tels quea ≤ b, et f : [a, b] → [a, b] continue. Montrer qu’il
existex0 ∈ [a, b] tel quef(x0) = x0.

Exercice 4:
Trouver toutes les applicationsf : IR → IR dans chacun des cas suivants:

1. f est continue en0 etf(x) = f(3x).

2. f est continue en1 etf(x) = −f(x2).

Exercice 5:
Trouver toutes les applicationsf : IR → IR continues telles que

∀x, y ∈ IR, f(x + y) = f(x) + f(y).

Exercice 6:

1. Soitf et g deux applications continues surI. Montrer que la fonctionh(x) =
max(f(x), g(x)) est continue surI.

2. I est un intervalle deIR. f, g : I → IR sont deux applications continues telles
que:

|f | = |g| et∀x ∈
◦

I, f(x) 6= 0.

Montrer quef = g ouf = −g.
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Exercice 7:

1. Montrer quex 7→ √
x est uniformément continue surIR+.

2. Soitf : IR → IR uniformément continue. Montrer qu’il existeA,B ∈ IR+ tels
que∀x ∈ IR, |f(x)| ≤ A|x| + B.

Exercice 8:
Soit I un intervalle deIR etf : I → IR une application continue et injective. Montrer
quef est strictement monotone.

Exercice 9:
Soit f : IR → IR continue telle quelim

x→∞

f(x) = lim
x→−∞

f(x) = +∞. Montrer qu’il

existex0 ∈ IR tel que∀x ∈ IR, f(x) ≥ f(x0).

Exercice 10:
Montrer que l’applicationf : IR → IR définie parf(x) = sin(x2) est continue bornée
mais non uniformément continue.

Exercice 11:
Soitf : [0, 1] → IR une application continue. Evaluer

lim
n→∞

1

n

n
∑

k=1

(−1)kf

(

k

n

)
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