
MPSI
Dérivabilité

Exercice 1:
Trouver les limites suivantes oùa ∈ IR, I est un intervalle ouvert deIR, a ∈ I et
f, g : I → IR sont dérivables ena.

lim
h→0

f(a + h2) − f(a + h)

h
et lim

x→a

f(x)g(a) − g(x)f(a)

x − a

Exercice 2:
SoitP ∈ IR[X] tel queDeg(P ) ≥ 2.

1. Montrer que si les zéros de P sont tous reéls et simples, il en est de même pour
P’.

2. Montrer que si P est scindé surIR, alors P’ est aussi scindé surIR.

Exercice 3:
Calculersup

{

−x3 + 75
4 x;x ∈ IR etx4 + 36 ≤ 13x2

}

.

Exercice 4:
Soient I un intervalle ouvert ,f : I → IR une application dérivable sur I.

1. Soienta, b ∈ I tels quea < b etf ′(a) < f ′(b). Montrer que la fonction définie

parx 7→
{

f(x)−f(a)
x−a si x ∈]a, b]

f ′(a) si x = a
est continue sur[a, b].

2. Montrer que[f ′(a); (f(b) − f(a))/(b − a)] ⊂ f ′(I).

3. En déduire lethéorème de Darboux, ie f ′(I) est un intervalle.

Exercice 5:
Déterminer pour toutn la dérivée n-ième de

x 7→ (x3 + x2 + 1)e−x surIR et
2x + 3

(x − 1)2(x + 1)
sur] − 1, 1[

Exercice 6:
Soit (a, b) ∈ IR2 tel que0 < a < b. Montrer que l’applicationf :]0,+∞[→ IR,

définie parf(x) =
(

ax+bx

2

)1/x
.

Exercice 7:

1. Soitf : IR → IR une fonction convexe etλ1, . . . , λn ∈ [0, 1] tels que
∑n

k=1 λk =
1. Montrer que∀x1, . . . , xn ∈ IR,

f

(

n
∑

k=1

λkxk

)

≤
n
∑

k=1

λkf(xk)

1



2. Soitx1, . . . , xn ∈ IR∗

+. Montrer:

n

√
x1 . . . xn ≤ x1 + · · · + xn

n

Exercice 7:
SoientP,Q ∈ IR[X] tels que l’applicationf : IR −→ IR

x 7−→
{

P (x) si x ≤ 0
Q(x) si x > 0

soit

de classeC∞. Montrer queP = Q.

Exercice 8:
Soitf : IR → IR convexe.

1. Montrer quex 7→ f(x)
x admet une limite finie ou tend vers+∞ lorsuex → ∞.

2. Montrer que sif(x)
x → l ∈ IR quandx → ∞ alorsx 7→ f(x) − lx tend vers

une limite finie ou vers−∞ lorsquex → ∞.
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