MPSI
Groupe, groupe symétrique

Exercicel:
SoitG un groupe ef{, K deux sous-groupes de. Montrer que

G=HUK&sG=HouG=K

Exercice?2:
Soient(G, T), (G’, L) deux groupes et G — G’ un morphisme de groupes.

a) Montrer que pour tout sous-grouplede G, f(H) est un sous-groupe d¢.
b Montrer que pour tout sous-groupl deG’, f~*(H') est un sous-groupe de.
¢) On notee le neutre de&. Montrer quef est injectif si et seulementKier(f) = {e}.

Exercice3:
Soient(G, T), (G’, L) deux groupess la loi produit définie par

(v, 2") % (y,9) = (x Ty, 2’ Ly).

a) Montrer quelG x G, ) est un groupe.

b) Montrer que siH (respH’) est un sous-groupe de (respG’) alors H x H' est
un sous-groupe dé x G'.

Exercice4:
Soit G un groupe fini e un sous-groupe d€ tel que2Card(H) > Card(G).

1. @) SiH # G alors3z € G, x ¢ H. Montrer que I'applicatiorf,: H — zH
h +— xh
est une bijection.

2. b) En déduire quél = G.

Exercice5:

Soittbz(l 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12)_

7T 1 5 12 6 3 9 4 2 11 8 10
1. a) Déterminer le nombre d'inversions @igouis sa signature.

2. b) Décompose® en un produit de cycles a supports disjoints et retrouvesi ain
la signature de.

Exercice6:
Soito € S, une permutation. Montrer queiest un produit dg p-cycles a supports
disjoints alors:(¢) = (—1)2P=1),

Exercice7:
Soient(G, .) un groupe,H, K deux sous-groupes d&. Montrer que les propriétés
suivantes sont équivalentes :

i) HK estun sous-groupe deg.
if) K H est un sous-groupe de.
i) KHC HK
V) HK ¢ KH



Exercice8:
Soit G un ensemble fini non vide muni d’'une loi de composition ingerassociative

pour laquelle tous les éléments desont réguliers, iec xa = y*xa = = = y et
a*xTr=axy=1T=1.
a) Soitz € G. Montrer que les applicatiop,: G — G ety,: G — G

y = yx*x y = Txy
sont bijectives.

b) Soite,, e, € G tel quey,(e;) = z ety (e,) = x. Montrer quee, = ¢, et
Cp * €p = €.

c) Soit(z,y) € G?. Montrer quee,, = e, et en déduire que, ne dépend pas de
On notee = e, pour unz € G. Monter quee est I'élément neutre d&

d) Par un raisonnement analogue a la question a) montrei(égue est un groupe.

Exercice9:
SoitG un groupe eti, b € G. Montrer :

1. a) Sia, b, ab sont d’ordre2, alorsab = ba.

2. b) Sia est d’ordre fini alors; ! aussi et eta—! ont le méme ordre.

3. ¢) Sia est d’ordre fini alor$ab—! aussi, et: etbab—! ont le méme ordre.
4. d) Siab est d’ordre fini alorda aussi, et:b etba ont le méme ordre.

Exercice 10:
Soit G un groupe fini,H un sous-groupe d&, R la relation définie dan& par

TRy < xy ' € H.

1. Montrer queR est une relation d’équivalence da@s

2. Montrer que/z € G, T = Hx. Puis montrer que l'applicatiofy,: H — Hzx
h +— hx
est bijective et en déduire que toutes les classes d’égunivas ont mémes car-
dinal : celui deH.

3. En déduire qu€ard(G) = Card(H) x Card (%)
4. Montrer que 'ordre de chaque élément@elivise le cardinal dé&:.

5. SoitG,, etG, deux groupes d’'ordre respectifetp tels quenAp = 1. Montrer
qu’il n’existe pas de morphisme de groupe non trivialgledansG,,.

Exercice 11 :
1 2 3 45 6 7 8)

8 7 2 6 1 5 3 4

1. Décomposes en produit de cycles disjoints.
2. Déterminer la signature de

3. Déterminer I'ordre de dans le groupé,,.

Soito = (



