
MPSI
Suites réelles et complexes

Exercice 1:
Soient(a, b) ∈ (IR∗

+)2 et (un)n, (vn)n les suites définies par:

{

u0 = a v0 = b

∀n ∈ IN,
(

un+1 =
√

unvn etvn+1 = un+vn

2

)

.

Montrer que(un)n et (vn)n convergent vers une même limite.

Exercice 2:
Montrer que les suites suivantes sont adjacentes:

1. un =
∑n

k=3
1

k2+1 etvn = un + 1
n
− 1

2n2

2. un =
∑n

k=1
1

kαk! etvn = un + 1
nα+1n! , n ≥ 1, α ∈ QI∗+.

Exercice 3:
Soit (un)n une suite à termes dansIR∗

+, telle queun+1

un

−→
n∞

+ ∞. Montrer que

n

√
un −→

n∞

+ ∞ .

Exercice 4:
Pour toutn ∈ IN∗, on noteun = Cn

2n

√
n4−n.

1. Montrer que(un)n converge.

2. En notantl = lim
n∞

un, établir :∀n ∈ IN∗, le−
1
8n < un < l.

Exercice 5:

1. Montrer que la suite définie parun =
n

∑

k=1

1

k2
converge.

2. Dans chacun des exemples suivants, montrer que la suite converge et calculer la
limite

a)
n

∑

k=1

n

n2 + k
, b)

1

n2

n
∑

k=1

E(kx), c)
n

∑

k=1

1

k(k + 1)
, d)

∑n

k=0(3k + 1)
∑n

k=0(2k + 3)

Exercice 6:

1. Soit (un)n une suite à valeurs dansZZ. Montrer que si(un)n converge alors
(un)n est stationnaire.

2. Soitx ∈ IR \ QI et (un)n une suite de rationnels qui converge versx. ∀n ∈ IN,

on noteun = pn

qn

où (pn, qn) ∈ ZZ × IN∗. On veut montrer quelimn∞ |pn| =
limn∞ qn = +∞. On suppose (par l’absurde) quelimn∞ qn 6= +∞.

• Montrer que l’on peut extraire une sous-suite(qϕ(n))n convergente.
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• En déduire que(pϕ(n))n converge également.

• En utilisant1), montrer que l’on obtient une contradiction. Conclure.

Exercice 7:
Soit (un)n une suite dansC et (λn)n une suite dansIR∗

+. On suppose:

un −→
n∞

l ∈ C et
n

∑

k=1

λk −→
n∞

+ ∞

Démontrer

∑n

k=1 λkuk
∑n

k=1 λk

−→
n∞

l

Exercice 8:

1. Soit(un)n une suite à termes dansIR∗
+. Montrer que si

(

un+1

un

)

n
converge vers

un réell, alors( n

√
un)n converge aussi versl. (Utiliser un logarithme)

2. En déduire les limites quandn tend vers∞ de n

√
n, (Cn

pn)
1
n pourp ∈ IN\{0, 1}

fixé.

Exercice 9:
Soit (un)n la suite définie par:u0 ∈ IR∗

+

∀n ∈ IN, un+1 = un

1+u2
n

.

1. Montrer queun −→
n∞

0.

2. On note pour toutn ∈ IN, Un = 1
u2

n

. MontrerUn+1 − Un −→
n∞

2.

3. En déduire en utilisant le lemme de l’escalier queun ∼ 1√
2n

.

Exercice 10:
Etudier les suites suivantes:

a)

{

u0 = 1
un+1 = 1 − 2

un

, b)

{

u0 ∈ IR∗
+

un+1 =
u2

n
+3

2(un+1)

, c)

{

u0 ∈ IR
un+1 = 3

√
7un − 6

Exercice 11:
Soit (un)n la suite définie par:u0 ∈ IR∗

+

∀n ∈ IN, un+1 = 1
6 (u2

n + 8)
.

1. Montrer que∀n, un > 0 et que les intervalles[0, 2], [2, 4], [4,+∞[ sont stables
parf(x) = 1

6 (x2 + 8).

2. Montrer que(un)n est monotone.

3. Etudier la convergence de la suite(un)n.
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Exercice 12:

On considère la suite(Φn)n définie par

{

Φ0 = 0, Φ1 = 1,
∀n ∈ IN, Φn+2 = Φn+1 + Φn

. Cal-

culerΦn en fonction den.

Exercice 13:
Soit (un)n une suite telle que(u2n)n,(u2n+1)n et (un2)n convergent. Montrer que
(un)n converge .

Exercice 14:
Soient(a, b) ∈ IR2, (un)n, (vn)n deux suites réelles telles que:

∀n ∈ IN, un ≤ a, vn ≤ b etun + vn → a + b.

Montrer queun → a etvn → b.

3


