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Apprentissage statistique

TD 2 : inégalités de concentration et minimisation du risque empirique

Exercice 1 Inégalité de Bennett

Soient Z1,...,Z, des variables aléatoires réelles, indépendantes, de carré intégrables et telles qu’il existe
b > 0 telle que
Z; <1, pour tout : =1,...,n.

1. Soit f(u) = u=2(e* —u — 1). On admet que la fonction f est croissante sur R. Vérifier que, pour tout
1=1,...,n, pour tout A > 0,
i \Zy —1< Z2(e* — A —1).

2. En déduire que
E[e*] < (e* = A= DE[Z]] + AE[Z] + 1

3. En utilisant un argument de type Chernoff, montrer que
1 n
P =) Zi—E[Z)] >t | < e MHO/M)
<n i=1 A= ) = 7

ot (A) = 20| In(E[eMZi—ElZ]),

4. En utilisant le fait que In(u) < u — 1, montrer que
v <D (Bl = AE[Z] - 1).
i=1

5. Notons v = > " | E[Z?], montrer que

P (:l iz —E[Z,] > t) < exp (—vzh (?))

o h(t) = (1 +u)In(1 +u) — u.

6. Nous supposons maintenant que
Zi S b7

ol b est une constante positive (qui peut étre différente de 1). Vérifier que

(e -mnn) (2

Cette inégalité de concentration a pour nom inégalité de Bennett.
Answer of exercise 1

1. Comme Z; < 1et A >0, et f croissante

erMi —\Z;, — 1 er—A—1
f()‘Zi):TSf(/\):Tv

d’ou le résultat.

2. On prend juste 'espérance de part et d’autre de I'inégalité.



3. En utilisant l'inégalité de Markov et par indépendance des Z; entre eux

1 &
P (n Z Z; —E[Z4] > t> - P (e/\(% Ly Zi-E[Z]) > eAt)

=1
< e ME _e*(% ?zlzi*E[Zl])]

— ¢ ME :6 22 E[Z])}
= eiAtE Hef(Z E[Z]]
_ —AtHE[ 2 (Z;—E[Zi] }

d’ou le résultat.

4. Nous avons
Zln e 2D = D (n(B[eM]) - A[Z]) < iﬂﬁ[e”ﬂ — 1= E[Z]).

5. Nous avons donc

1 . — v/n)+veM ™ —y
P(nZZi—IE[Zl] >t> < e AEHv/n)+

=1

L’inégalité précédente étant vraie quelle que soit la valeur de A, nous allons chercher la valeur de A pour
laquelle la majoration est la plus petite possible. Notons r(\) = —A(t 4+ v/n) 4+ veM™ —v. Une étude des
variations de la fonction r nous indique que le minimum est atteint pour la valeur critique

AN =nln <nt+1>
v

et que

d’ou le résultat.

6. On applique l'inégalité précédente a la variable Zi =7 /b qui vérifie la contrainte Z; < 1. Notons

nous avons

ce qui équivaut a

en prenant u = bt,



Exercice 2 Dictionnaire fini et inégalité de Hoeffding

Soit G = {g1, ..., gp } une famille finie de classifieurs. Soit, avec la notation habituelle, D,, = ((X1,Y1),..., (X, Y2))

un famille de couples aléatoires i.i.d. de loi P sur X x {0, 1}. Soit Ep le risque empirique avec la perte de clas-
sification £(y,y') =1 — {y # y'}. Soit § la régle de minimisation du risque empirique.

1. En utilisant I'inégalité de Markov, montrer que pour tout ¢ > 0, pour tout j € {1,...,p},

Rp(g;)(1 — Rp(g)))
nt? ’

Pp (IRp(g;) — Rlg)| > 1) <

2. En déduire que, pour tout € > 0,

. : | p
— ) < - > 1 —
Pp <Rp(g) min RBp(g;) </ - ) z1-¢

. . 2p
Ep {Rp(g) - i Rp(gj)} < NG

3. Comparer avec le résultat obtenu en cours ot I'on utilisait 'inégalité de Hoeffding.

et

Answer of exercise 2
1. Nous avons
~ 1 n 1 n
R(g;) — - EZE Yi, 9;(Xs)) — Ep[€(Y:, 9;(Xi))] = Ezl{mégj(xi)} —Pp(Y # g;(X))
i=1 i=1
d’ou, par l'inégalité de Markov,

Ep {(R(gj) - ﬁ(gj))z} _ Varp(R(g;))
£ a 2

Pp (IR(g;) — Rlgy)| > t) < Pp ((Rlgy) — R(g)* > ) <

La conclusion vient du fait que 1yy, . (x,); ~ B(P(g;(X) #Y)) et que P(g;(X) #Y) = R(g;)-

2. D’apres le cours

Rp(@)— min Rp(g;) < 2 max [Rp(g;) — R(g,)

Donc, pour tout ¢t > 0,

P (RP@) - i Rp(g;) > 275) < ( Jmax |Rp(g;) R(gj)| > t)

IN

Pp ij {\Rp(gj) ~ R(gj)| > t}

INA
(7=
&

o
T
=

S
§

— Rig)| > 1)

Par 1., cela nous donne pour tout € > 0,

P (RP(E) - in Rp(g;) > : p) <> Re(9;)1 — Br(g;))

en remarquant que Rp(g;)(1 — Rp(g;)) < 1 (faire un tableau de variation de la fonction z — z(1 — )
sur [0, 1] par exemple). Pour la seconde inégalité nous avons de méme

A
b:»

+oo R
Ep |:Rp(§) — min Rp(gj)] 2Ep {max |Rp(g;) — (gj)|] = 2/ Pp (max |Rp(g;) — R(g;)| > t> dt
1<j<p 1<5< 0 1<j<p

22/ mln{ 41t2}dt

IN



Comme, pour ¢ > 0,

1 1 1 1
ingl;—— ¢ = ——> < 4nt* > 1 2> — > ——
mm{ ’4nt2} ant2 S PN
minq 1; — dtz/ dt—!—/ :—&-[—} -
Exercice 3 Dictionnaire dénombrable et inégalité de Hoeffding

Soit G = {g; : j € N} une famille dénombrable de classifieurs. Soit D,, = ((X1,Y1),...,(X,,Y,)) une famille
de couples aléatoires i.i.d. de loi P sur X x {0,1}. Enfin, soient p; > 0 des réels tels que

ij = 1.
j=1

1. En utilisant 'inégalité de Hoeffding, montrer que :

Pp | 3. 1Rp(g;) — Rp(g;)] >

2. On suppose qu’il existe j* € N* tel que
inf R(g;) = R(g;)-
31‘1211 (95) (95+)

Montrer que la régle de classification

X log ()

2n

gn(") = g;(*) ot j € argmin | R(g;) +
jeN
satisfait pour tout € > 0 :

Pp | R(gn) — R(gj*) <2

1.
< Y Pp | [Rp(g) — Re(g;)] >
j=>1
1 n
< D Pe | =) Mg xoev — Erllgg, el >
j>1 i=1

Or 0 < 1y, (x,)#y;} < 1 pour tout i donc, d’apres I'inégalité de Hoeflding,

s (72)

>
2n

IA
@
]
ke
|
3

1 n
Pr gzl{mxi)#m} —Ep[l{y,(x)2v3]
i=1

d’ou le résultat.



2. On a

~

R(G,) — R(gj+) = R(Gn) — R(Gn) + R(Gn) — R(g;-).

log( 72 o ~
Posons t; = % Par définition de g,

R(Gn) + 15 < R(gj) + t5e,
d’otul
R(Gn) — R(gj+) < R(Gn)— R(Gn) + R(gj+) + 13 — t — R(g;).

Soit ~
A= {vj.|R(g)) — R(g)| = 1;}

d’apres 1., P(A°) <e. Or si A est réalisé, cela implique,
R(Gn) — R(gj+) < 5+t +t50 -t =215

d’ou la résultat.



