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Introduction générale

Cette introduction a pour objectif de présenter mes contributions en langage courant, les dif-
férents cadres dans lesquels elles ont été construites ainsi que les cheminements qui ont permis
de les obtenir. Les énoncés rigoureus des résultats ainsi que les remarques bibliographiques seront
détaillés dans le corps du manuscrit.

L’objectif de ce mémoire est de constituer un guide de lecture des résultats que j’ai obtenus
au cours de ces huit derniéres années : trois années de theése a 'université Paris VI, une année
de stage post-doctoral & I'université de Stuttgart et quatre années de recherches en tant que de
Maitre de conférences & 'université Paris-Dauphine. Ces résultats se regroupent autour de deux
thématiques principales, I'optimisation et I’analyse numérique.

Le terme optimisation recouvre ici plus précisément méthodes numériques d’optimisation, I’essen-
tiel des résultats de ce mémoire consistant en la conception, 1’étude théorique et l'application
d’algorithmes dédiés a la résolution de problémes d’optimisation, I’enjeu étant ici de calculer
numériquement les optima de diverses fonctionnelles de cofit.

Le terme analyse numérique, recouvre ici plus précisément la conception et ’analyse de méthodes
numériques de simulation et de résolution approchées d’équations ou de systémes d’équations aux
dérivées partielles (EDP). L’enjeu principal est d’obtenir de méthodes fournissant des approxi-
mations raisonnables en des temps courts.

Avant d’entrer dans une description plus détaillée, signalons aussi que ce travail aurait égale-
ment pu étre présenté selon une autre structure, construite & partir des applications des méthodes.
Celles-ci s’articulent en effet autour de trois domaines : le contréle quantique, le transport op-
timal et la mécanique des milieux continus. Une telle description fait apparaitre les cadres de
production des algorithmes présentés dans ce mémoire. Le controle quantique fut pour moi le
point d’entrée dans la recherche. Ce sujet m’a été proposé au printemps 2002 par Yvon Ma-
day et Gabriel Turinici lors de mon stage de DEA, et a occupé 'essentiel de mes trois années
de thése. Le travail sur cette thématique trouvait sa motivation dans une collaboration avec
I’équipe d’Herschel Rabitz & 'université de Princeton. Les travaux concernant la mécanique des
milieux continus ont été initiés & ’automne 2005 lors de mon post-doc & 'université de Stuttgart
avec Barbara Wohlmuth. Enfin, j’ai commencé mon travail sur les algorithmes pour le transport
optimal au printemps 2007 & l'occasion du projet A.N.R. Otarie (Optimal transport : Theory
and Applications to cosmological Reconstruction and Image processing), coordonné par Andrei
Sobolevskif.
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Optimisation

Les travaux décrits dans cette partie ont tous donné lieu & des algorithmes permettant d’op-
timiser des fonctionnelles. Les méthodes se classent selon deux catégories : une premiére partie
d’entre elles est lice a des formulations continues, éventuellement discrétisées dans un second
temps (algorithmes monotones, algorithmes pour le transport optimal en dimension supérieure a
1), une seconde partie est constituée d’ algorithmes discrets, de type combinatoire (algorithmes
pour le transport optimal en dimension 1).

Algorithmes monotones pour le controle optimal

La premiére partie de mes travaux en optimisation concerne le contrdle optimal et fait 'objet
du chapitre [l de la partie [l du mémoire. Ces résultats ont été principalement obtenus lorsque
j’étais en thése au laboratoire Jacques-Louis Lions, en collaboration avec Lucie Baudouin, Yvon
Maday et Gabriel Turinici. Ils sont inspirés par une classe d’algorithmes lié au controle par laser
de I’équation de Schrédinger. Ces algorithmes, appelés schémas monotones ou encore algorithmes
monotones furent introduits dans les années 90 par différents groupes de chimistes. Au début
de ma thése, ce type de procédure soulevait trois problémes de nature différente. Le premier
était d’ordre pratique : 'implémentation d’'un algorithme mettait en évidence une grande insta-
bilité du schéma numérique résultant. Le deuxiéme concernait la compréhension des procédures
elles-mémes : la méthode utilisée pour obtenir la factorisation évoquée plus haut repose exclu-
sivement sur une série de calculs qui ne permet pas d’interpréter ’algorithme intuitivement, ou
de le rapprocher d’'un autre algorithme connu. Le troisiéme probléme était d’ordre théorique :
aucune preuve de convergence n’existait pour cet algorithme. Une partie de mon travail sur les
algorithmes monotones traite de ces trois questions, le reste concernant les adaptations et les
applications de cette méthode.

Commencons par décrire plus précisément les fondements des algorithmes monotones. La
méthode fut donc proposée par des chimistes et a pour but d’optimiser une fonctionnelle J
associée a un certain objectif, par exemple un état cible .. & atteindre :

T
ﬂ@:wwn—wmgg+gégwwa

Ici, le controle € est le champ électrique produit par un laser, ’état 1) est la fonction d’onde
A controler. Le terme o permet la pénalisation L? du contrdle, de sorte que sa norme reste
acceptable physiquement. Un état initial ¢g étant donné, le cadre est celui du controéle bilinéaire,
puisque le terme de contrdle multiplie I’état dans ’équation de Schrodinger :

0 = [Ho — pe()]1

Le terme Hj représente ’'Hamiltonien du systéme considéré, et 1 son moment dipolaire. L’algo-
rithme repose avant tout sur un calcul astucieux dans lequel I'introduction d’un état adjoint x
conduit & une factorisation de la variation de la fonctionnelle entre deux controles arbitraires :

T
J(') = J(e) = a/o (€'(t) — e()- AW (1), x(¥))dt,



ou A(Y'(t), x(t)) est une fonction explicite dépendant de I’état controlé ¢ (¢) par U'intermédiaire
de €’ et de ’adjoint x(t) associé & €. Sous cette forme, il devient facile de concevoir un algorithme
itératif minimisant de maniére monotone la fonctionnelle J. Dans un article récent, présenté a la
section [LT.T] j’ai donné un cadre mathématique général dans lequel s’applique cette démarche,
ainsi qu'une forme générale de méthode monotone. Ce travail, effectué en collaboration avec
Gabriel Turinici est présenté a la section [LT.J] de ce mémoire et correspond a la publication [K].

Comme je I’ai déja mentionné, I'implémentation numérique des algorithmes monotones dans
le cadre quantique donnait lieu dans de nombreux tests a des instabilités numériques (qui pou-
vaient cependant étre retardées en diminuant le pas de temps). Dans un premier travail, je me
suis intéressé a la discrétisation en temps du probléme. J’ai en particulier explicité I'impact du
choix de discrétisation sur les critéres de monotonie de I'algorithme. Ce travail a permis de pro-
poser deux classes de schémas — implicite et explicite — assurant la stabilité de la méthode. La
démarche suivie consiste & reprendre la manipulation algébrique sous-jacente aux algorithmes au
niveau discret. Sous cette forme, on obtient de maniére exacte un équivalent de la factorisation
de la fonctionnelle, et donc des critéres de monotonie de ’algorithme. Ce travail, effectué en
collaboration avec Gabriel Turinici et Yvon Maday est présenté a la section [LT.3lde ce mémoire
et correspond aux publications [Proc. [b] et [B].

Dans un second temps, j’ai identifié la procédure & un algorithme de poursuite de trajectoire,
Reference trajectory tracking, en horizon fini. Autrement dit, un algorithme monotone consiste
a rechercher & chaque instant entre 0 et T" un controle permettant de réduire 1’écart entre 1’é-
tat courant du systéme et une trajectoire de référence. Dans le cas considéré, la trajectoire de
référence est mise & jour itérativement. Celle-ci se trouve étre celle de 1’état adjoint qui, dans le
cas hyperbolique, suit la méme dynamique que celle de I’état direct et atteint au temps T la cible
considérée. Cette interprétation, qui fut fondamentale pour la mise en place de parallélisation
présentée au chapitre [l de la partie [T, a permis de concevoir un algorithme monotone stochas-
tique, de faible cotit numérique. Ce travail, effectué en collaboration avec Gabriel Turinici est
présenté & la section de ce mémoire et correspond & la publication [C].

La derniére partie de mon travail est sans doute la plus importante. Elle concerne la preuve
de convergence de la méthode dans le cas quantique. La démonstration repose sur une utilisa-
tion particuliére de 'inégalité de Lojiasiewicz. Ce résultat a en fait donné lieu & deux articles
distincts : I'un consacré spécifiquement aux schémas numériques, ou des conditions sur le pas
de temps sont obtenues, ’autre, traitant le cas de 'algorithme continu, o un travail d’analyse
fonctionnelle a été nécessaire pour étendre les résultats & la dimension infinie. Dans les deux
cas, des taux de convergence ont été obtenus, et vérifiés numériquement dans le cas discret. Ce
travail, réalisé en partie avec Lucie Baudouin, est présenté a la section [[LI.4] de ce mémoire et
correspond aux publications [D] et [E].

Parallelement & ces recherches, plusieurs applications ont été développées et testées sur des ex-
emples fournis par des chimistes. La premiére, développée en collaboration avec Claude Dion
et Gabriel Turinici, concerne le probléme assez largement décrit dans la littérature du controle
de l'alignement et de la rotation de molécules. Une spécificité de cette problématique est que le
contrdle y intervient de maniére complexe : par rapport au cadre standard du contréle bilinéaire,
ce n’est plus le controle, mais une fonction de celui-ci qui multiplie I’état. Dans ce contexte, une
adaptation d’un algorithme monotone a permis d’obtenir un contréle optimal révélant un mé-
canisme de controle par Ladder climbing : les différentes résonnantes du systéme apparaissent au
cours du controéle, faisant monter le systéme vers des états de plus en plus orientés. Il est intéres-
sant de voir que 'algorithme retrouve & cette occasion les fréquences naturelles du systéme. Ce
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travail est présenté a la section [LZI]de ce mémoire et correspond aux publications [Proc. @ et [A].

Plus récemment et en collaboration avec Ivan Maximov et Gabriel Turinici, nous avons con-
struit une version de 1’algorithme adapté & un probléme de résonance magnétique nucléaire. La
difficulté a ici consisté & coupler I’algorithme avec une procédure de régularisation permettant de
controler le spectre fréquentiel du laser. Ce travail est présenté a la section de ce mémoire
et correspond a la publication [N].

Dans une derniére application, un algorithme monotone a été utilisé pour construire des
familles de champs lasers discriminants. Ces champs s’avérent trés efficaces lorsqu’ils sont utilisés
dans des procédures d’identification de systémes quantiques. Ce travail, réalisé en collaboration
avec Yvon Maday, est présenté a la section [[2.3] de ce mémoire et correspond a la publica-
tion [Proc. f].

Méthodes numériques pour le transport optimal

Un second aspect de mon travail sur 'optimisation numérique est le transport optimal.
L’ensemble des travaux correspondants sont présentés au chapitre 2l de la premiére partie du
mémoire. Peu aprés étre arrivé au CEREMADE, j’ai commencé & m’intéresser au transport opti-
mal, et plus particuliérement aux algorithmes de résolution. Méme s’ils relévent majoritairement
d’une toute autre classe de méthodes, les algorithmes que j’ai développés pour résoudre des
problémes de transport optimal trouvent initialement leur source dans le controle optimal. La
piste m’a été suggérée par Giinter Leugering, qui me signala que les algorithmes monotones pou-
vaient peut-étre trouver une application en transport optimal, via la formulation du probléme de
Monge-Kantorovitch proposée par Brenier et Benamou dans [3]. Ce point de départ se poursuivit
sous la forme d’un projet A.N.R. que j’ai monté en collaboration avec Andrei Sobolevskii.

Le premier algorithme de transport que j’ai proposé est basé sur ’extension de certaines idées
issues des algorithmes présentés au chapitre [ de la partie [l Ce travail a été réalisé en collabo-
ration avec Guillaume Carlier. La formulation précise du probléme et ’algorithme de résolution
font 'objet de la section 221 Partant d’un probléme de controle optimal, lié & une équation de
transport avec diffusion de type Fokker-Planck, on a construit un schéma d’optimisation mono-
tone qui s’est avéré numériquement trés efficace. Les deux principales innovations de ce travail
portent d’une part sur le couplage du schéma d’optimisation avec une méthode de résolution
numérique de I’équation d’évolution du systéme, d’autre part sur la mise en place de la stratégie
d’optimisation.

Le probleme considéré est celui de la minimisation de la fonctionnelle définie par :

T
J(v) = %/0 /Qp(x,t)vz(x,t)dxdt—}—/QV(x)p(x,T)dx,

ott  C RY est borné, T' le temps de controle, p est la variable d’état, controlée par le champ de
vitesse v suivant I’équation :

Op(x,t) —eAp(z,t) + div(v(z, t)p(z,t)) = 0,
p(2,0) = po(x),



ol pg est ’état initial et £ est un parameétre de diffusion. La fonction V' représente un potentiel,
associé a p. Ce probléme peut étre vu comme une version simplifiée d’un probléme de transport
optimal, puisque I’état final n’est pas prescrit. En revanche, cette formulation permet la prise
en compte de phénoménes de diffusion, ce qui n’est généralement pas le cas dans les problémes
de transport optimal. Le modeéle sous-jacent est celui d’'un mouvement de foule, se déplagant &
partir d’un état initial fixé vers un état minimisant conjointement son énergie cinétique moyenne
et le potentiel [,V (z)p(x,T)dx, au temps 7.

La fonctionnelle étant concave par rapport a I’état (puisque linéaire par rapport a p) et I’équa-
tion d’évolution étant linéaire, les critéres d’application des algorithmes monotones sont satis-
faits. Quelques précautions sont cependant nécessaires pour la mise en ceuvre pratique d’une
telle procédure : celle-ci va en effet donner lieu & un couplage entre une méthode numérique
associée a I’équation d’évolution et une stratégie d’optimisation. Dans ce cadre la linéarité de
la fonctionnelle peut engendrer des instabilités numériques : une erreur numérique peut rendre
I’état négatif en certains points et la routine de minimisation aura alors la possibilité d’accentuer
cette erreur en faisant tendre la valeur fonctionnelle discréte vers —oo. Ceci n’a évidement au-
cun sens puisqu’au niveau continu, I’équation d’évolution préserve le caractére positif de I’état.
Le recours a une technique de décentrage garantissant la positivité a permis de résoudre cette
difficulté et j’ai ensuite congu un algorithme d’optimisation adapté a ce cadre. La méthode ainsi
construite s’avére particuliérement efficace, puisque dans de nombreux cas seule une trentaine
d’itérations est nécessaires pour obtenir un optimiseur. Ce travail est présenté a la section 2.2.1]
de ce mémoire et correspond a la publication [Proc. @.

La théorie des jeux & champ moyen développée par Jean-Michel Lasry et Pierre-Louis Lions
donne lieu & des problémes d’optimisation auxquels la méthode générale qui vient d’étre décrite
peut aussi étre appliquée. En collaboration avec Gabriel Turinici et Aimé Lachapelle, j’ai ainsi
considéré le probléme de jeux & champ moyen suivant :

J(v) = /Q <p<t><1 B+

co- 2 N v2(t)
c + C?p(taz) 2

) o(t, 2)dz,

ou 3, cp, c1,co sont des constantes positives, et ot p(t) est une fonction positive. Cette fonction-
nelle rend compte d’une situation simple, oti des populations ont & choisir pour leurs habitations
entre un niveau d’isolation z élevé, ou au contraire un rapprochement les unes des autres. Le
premier terme rend ainsi compte du coiit de chauffage au cours du temps, le second modélise
le bénéfice apporté par une stratégie d’agglomération et le coiit d’entretien. Le dernier terme
représente le colit de changement d’état.

Ce probléme rentre dans le cadre d’application de la stratégie d’optimisation par algorithme
monotone : la fonctionnelle est d’'une part concave par rapport a la variable d’état du systéme
et d’autre part ’équation d’évolution est linéaire.

D’un point de vue pratique, les expériences numeériques ont mis en évidence l'existence de
plusieurs équilibres pour un jeu de paramétres donné. Ce travail est présenté a la section
de ce mémoire et correspond a la publication [Proc. @].

Une seconde série de travaux concerne des problémes de transport optimal en dimension 1. Il
est connu depuis longtemps que dans le cas d’un transport sur la droite réelle et lorsque le cofit
de déplacement est une fonction convexe de la distance, le plan de transport optimal entre deux
mesures est donné de maniére explicite par le ré-arrangement monotone. En collaboration avec
Andrei Sobolevskii et Julie Delon, j’ai considéré deux variantes de ce probléme pour lesquelles il
n’existait & ma connaissance pas de tel résultat : le probléme du transport optimal sur le cercle
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en coiit convexe d’une part, et le probléeme du transport optimal (sur le cercle et sur la droite)
en colit concave d’autre part.

Le premier travail sur le cercle est issu d’un probléme proposé par Julie Delon et 1ié au traite-

ment d'image. Pour comparer deux images, il est souvent nécessaire de commencer par égaliser
leurs histogrammes de couleurs ou de niveaux de gris. Cette égalisation est en pratique réalisée
en calculant le transport optimal entre les deux histogrammes. Or certains codages de couleurs,
tels le HSV ou le HSL ont une composante périodique, ce qui fait que méme dans le cas simple
d’un coiit de transport quadratique, il n’existe pas de méthode explicite pour calculer le plan de
transport. Pour éviter ce probléme, une technique (heuristique) généralement employée consiste
A se ramener au cas de la droite en « coupant » le cercle en un point. Si on utilise un cott de
transport convexe, le plan de transport optimal est donné par le ré-arrangement monotone et le
colit correspondant peut étre facilement calculé. On répéte alors cette opération de coupure en
plusieurs points et choisit comme solution le plan de transport associé au coiit le plus faible qui
a été obtenu.
Dans ce cadre, mon travail a consisté d’une part & justifier mathématiquement la validité de
cette méthode et d’autre part & construire un algorithme permettant de calculer directement et
rapidement un point de coupure associé & la solution optimale. La démarche suivie a consisté a
construire un probléme de minimisation convexe dont ce point est solution. L’algorithme qui en
découle est alors une simple descente de gradient dans le cas continu ou une dichotomie dans le
cas de mesures discrétes. Enfin on a analysé la complexité de 1’algorithme dans ce dernier cas
et montré qu’elle était linéaire par rapport au nombre de points. Avec cette méthode, le cofit
de calcul d’un plan de transport dans le cas du cercle est donc du méme ordre de grandeur que
dans le cas de la droite. Ce travail est présenté & la section 2.1.1] de ce mémoire et correspond a
la publication [M].

Le second travail porte sur le transport en cotlit concave. Le cadre considéré ici est entiére-
ment discret : on considére deux mesures, I'une représentant des puits, I’autre des sources, définies
par deux sommes de distributions de Dirac & coefficients entiers. De maniére générale, on peut
facilement montrer que le transport en coiit concave n’autorise pas de croisements tels qu’ils
peuvent apparaitre dans les plans de transport optimaux en cotit convexe : deux trajectoires
sont soit disjointes, soit incluses 'une dans 'autre. Cette propriété en implique une autre, dite
d’équilibre local : entre un puits et une source appariés dans un plan de transport optimal, il y a
autant de sources que de puits. On peut alors construire des chaines, c’est-a-dire des ensembles
alternés de sources et de puits stables par le plan de transport optimal. Ce raisonnement permet
de partitionner un probléme général en le restreignant a celui des chaines. Le travail dans ce
cadre a débuté par une remarque simple : étant donnée une chaine, la régle de non-croisement
implique que celle-ci contient au moins deux points consécutifs appariés dans le plan de trans-
port optimal. L’idée fut alors de détecter ces deux points, pour retirer itérativement deux par
deux tous les points du probléme considéré. En pratique, une classe hiérarchique d’indicateurs
a été mise en place, ces indicateurs étant basés sur un petit nombre de calculs et permettant
de de garantir 'optimalité d’appariements de points successifs. Une utilisation itérative de ces
fonctions débouche sur un algorithme de recherche simple et facilement parallélisable.

Par la suite, j’ai étendu le cadre d’application de ces indicateurs & des situations plus générales.
Deux premiéres extensions sont relativement simples a obtenir : celles-ci concernent le cas du
cercle et le cas ol les masses sont rationnelles. La premiére situation se regle en limitant l'usage
des indicateurs a des séries de points de longueurs bornées. La seconde peut étre traitée en remar-
quant tout d’abord que le cas rationnel se raméne au cas entier puis en répartissant les masses



entiéres en masses unitaires sur un petit intervalle autour de la position initiale. On peut ensuite
construire les chaines associées & ce probléme, puis rechercher des indicateurs négatifs. Une ex-
tension moins évidente a concerné le cas non équilibré. Une série de lemmes permet également
de montrer que la démarche suivie dans le cas équilibré peut en fait étre appliquée.

La derniére partie de ce travail porte sur la mise au point d’'une implémentation efficace, c’est-
a-dire minimisant le nombre d’appels de la fonction cotit ainsi que des estimations théoriques et
empiriques de la complexité de ’algorithme résultant. Ce travail est présenté a la section
de ce mémoire et correspond aux publications [P}, Cras. [b, Proc. g.

Analyse numérique

Les travaux décrits dans cette partie du mémoire concernent I'accélération de calculs liés &
la résolution d’équations aux dérivées partielles. Dans les trois chapitres, une nouvelle étape de
résolution est introduite pour produire une méthode plus efficace que la méthode standard. Cette
étape consiste soit en un découpage de 'intervalle de temps considéré, soit en une décomposition
particuliére de I'inconnue et une linéarisation, soit en une série de pré-calculs.

Parallélisation en temps et controle

Une premiére méthode générale pour accélérer la résolution d’équations aux dérivées par-

tielles consiste a décomposer le domaine d’espace considéré en sous-domaines sur lesquels des
méthodes adaptées peuvent étre appliquées de fagon indépendante, donc simultanément si 1’on
dispose de plusieurs processeurs. L’enjeu est alors de recoller correctement les solutions obtenues
en mettant & jour itérativement (et le moins possible) les valeurs obtenues aux interfaces. Cette
démarche est étudiée intensivement depuis une vingtaine d’années et est maintenant bien com-
prise dans le sens ou le temps de calcul d’une solution raisonnable correspond & peu prés au
temps de calcul sans décomposition divisé par le nombre de sous-domaines. La full efficiency,
c’est-a-dire un algorithme donnant lieu & une division du temps de calcul par le nombre d’ordi-
nateurs utilisés est donc pratiquement atteinte. L’étape suivante de ce travail de décomposition
consiste naturellement & diviser la résolution suivant le domaine temporel. La question posée par
cette approche est celle de la mise a jour des conditions initiales intermédiaires. L’algorithme
dit pararéel introduit par Jacques-Louis Lions, Yvon Maday et Gabriel Turinici a constitué une
premiére étape dans cette direction.
Durant ma thése et en collaboration avec ces deux derniers, j’ai construit une nouvelle méthode
de parallélisation en temps dédiée plus spécifiquement & la résolution de systémes d’optimalité
issus de problémes de controle. Dans le cadre simple considéré, on cherche & atteindre en un
temps T un état cible en partant d’une condition initiale fixée. Pour paralléliser la résolution,
I’approche consiste & fixer des états intermédiaires, jouant tantdt le role de condition initiale
tantot celui de cible selon le sous-intervalle de la décomposition considéré. Des contrbles opti-
maux partiels peuvent alors étre calculés en paralléle puis concaténés pour permettre une mise
a jour des états intermédiaires. L’algorithme résultant exploite largement 1’idée de poursuite de
trajectoire évoquée plus haut : les états intermédiaires sont en effet construits par interpolation
de la trajectoire directe et d’une trajectoire de référence conduisant & I’état cible au temps 7.
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Cette approche intuitive a ensuite été complétée par une formalisation qui permet d’identifier
I’algorithme & une méthode de direction alternée. Dans ce cadre, j’ai prouvé la convergence de la
méthode vers la solution obtenue sans parallélisation. D’un point de vue pratique, le temps de
résolution a été approximativement divisé par 8 en utilisant 10 sous-intervalles, ce qui est proche
de la full efficiency, c’est-a-dire d’une situation ou le temps de calcul est divisé par le nombre
de processeurs utilisés. Ce travail est présenté a la section [T de ce mémoire et correspond a la
publication [E].

La méthode qui vient d’étre décrite s’applique a des équations hyperboliques en mettant a profit
le fait que I’état adjoint suit une dynamique de méme nature que 1’état & controler : il est alors
possible de calculer les points intermédiaires par simple interpolation de trajectoires. En col-
laboration avec Yvon Maday et Kamel Riahi, j’ai étendu cette notion de points intermédiaires
au cas parabolique, ot les trajectoires sont cette fois-ci de nature complétement différentes, en
particulier parce qu’elles sont irréversibles. La méthode proposée repose sur la construction d’une
trajectoire de référence, cette fois-ci différente de la trajectoire adjointe du probléme de controle.
La convergence a également été obtenue théoriquement. Ce travail est présenté a la section
de ce mémoire.

Analyse numérique et formulation co-rotationnelle

Une autre maniére de réduire le temps calcul consiste & construire des représentations ren-
dant efficaces les linéarisations. Durant mon stage post-doctoral & I’Université de Stuttgart, j’ai
travaillé en collaboration avec Barbara Wohlmuth et Alexander Weiss sur une problématique
de ce type dans le cadre de la dynamique des milieux continus. Dans ce domaine, la plupart
des modéles sont non-linéaires et leur simulation est rendue difficile par le coiit des sous-boucles
internes de résolution. Le probléme devient encore plus délicat lorsque les mouvements envisagés
sont rapides par rapport aux déformations élastiques. La situation de référence, nécessaire au
calcul de la déformation élastique, est dans ce cas trés difficile & évaluer d’un pas de temps a
I'autre et aucune technique de linéarisation directe ne donne lieu & des résultats satisfaisants. Si
aucune linéarisation n’est envisagée, les boucles internes convergent difficilement ou trés lente-
ment.

Pour pallier ce probléme, les ingénieurs utilisent en général une décomposition du mouvement
en une partie solide, sans déformation, et une partie purement élastique, sans mouvement de
translation ou de rotation globale. Mais cette formulation dite co-rotationnelle est en général
associée a des discrétisations ne préservant numériquement ni I’énergie mécanique, ni le moment
cinétique du solide.

C’est ce point de départ a conduit & proposer un schéma numérique conservatif. La démarche
suivie revient & étendre le schéma simple et classique de Crank-Nicholson au cas du mouvement
relatif dans un référentiel en mouvement solide. La premiére étape de ce travail a consisté a
formaliser correctement ce dernier. Si la translation solide fut facile a définir, la caractérisation
de la rotation globale s’avéra en revanche délicate : les non-linéarités engendrées d’une part par
le changement de référentiel et dans une moindre mesure par le modéle lui méme rendent en
effet un découplage des variables relativement difficile. Il peut cependant étre effectué par I’in-
troduction d’une variable auxiliaire s, la vitesse relative, et des conditions d’orthogonalité entre
le mouvement solide et la déformation élastique. Dans ce cadre, la variable s peut étre utilisée
comme pivot dans les relations de Crank-Nicholson pour reproduire au niveau discret les calculs



de conservation d’énergie du cas continu. La seconde étape consiste & définir la rotation solide
de telle sorte que le moment cinétique soit également préservé numériquement.

J’ai ensuite montré ’existence de solutions au systéme d’équations résultant et obtenu des bornes
pour en faciliter la résolution. Dun point de vue pratique, il s’est avéré que ’algorithme permet
une linéarisation efficace dans le cas de petites déformations et réduit le nombre de sous-itérations
dans le cas non-linéaire. La derniére partie de ce travail a consisté a étendre le schéma au cas de
la dimension trois, o la rotation est caractérisée non plus par un réel, mais par un vecteur. Ce
travail est présenté a la section 2] de ce mémoire et correspond a la publication [G].

Dans un second travail, pour lequel Patrice Hauret nous a rejoint, nous avons mis en place un
couplage de I'algorithme précédent avec des méthodes liées aux problémes de contact. Ce travail
technique a surtout consisté & définir des méthodes adaptées a la description co-rotationnelle
du mouvement. Il a en particulier fallu construire des adaptations des algorithmes de Laursen
et Chawla [16, 8] pour ce qui concerne le frottement et de la primal-dual active set strategy de
Kunisch et Ito [I5] pour la détermination des points de contact.

Bien que le cas linéaire avec frottement solide nécessite trois sous-boucles internes, une pour la
détermination de la rotation, une pour les points de contact et une pour les conditions de frotte-
ment, I’approche proposée s’est avérée efficace, dans le sens ou les résultats sur des benchmarks
ont été reproduits avec des temps de calculs courts. Ce travail est présenté a la section de ce
mémoire et correspond a la publication [I].

Algorithmes d’accélération par pré-calcul

La derniére technique générale d’accélération des calculs sur laquelle j’ai travaillé est celle du
pré-calcul. L’idée est ici de profiter d’une phase préliminaire de calcul dits offline pour rendre les
simulations plus rapides, soit en approchant les opérateurs par des approximations fines déduites
rapidement du pré-calcul, soit en réduisant le nombre de variables dans les méthodes de base
réduite.

Dans un premier travail réalisé en collaboration avec Lucie Baudouin et Gabriel Turinici, j’ai
analysé et proposé des améliorations & une méthode de pré-calcul, dite du Toolkit, introduite par
des chimistes pour traiter des problémes de contréle quantique. Dans ce domaine, de nombreuses
résolutions de I’équation de Schrédinger, étaient nécessaires pour obtenir une approximation cor-
recte du controle optimal. Il est donc crucial de disposer de méthodes de calcul efficaces. L’idée
introduite par les chimistes consiste a améliorer la précision du calcul en considérant comme
seule approximation celle du controle. La méthode repose ainsi sur le fait que lorsque celui-ci est
constant, la discrétisation en temps conduit & une résolution exacte lorsqu’on utilise des expo-
nentiations d’opérateurs. Puisqu’on dispose en pratique aussi bien qu’en théorie de bornes sur
les valeurs du controle, on peut pré-calculer ces exponentielles pour un nombre grand, mais fini,
de valeurs du controle, qui se trouve ainsi quantifié.

Une analyse a permis de montrer que cette méthode était plus efficace que les méthodes utilisées
habituellement, telles que le splitting d’opérateur. Dans cette derniére par exemple, les constantes
apparaissant dans ’estimation d’erreur dépendent de la norme du controle et nécessite 1'utilisa-
tion de pas de temps trés petits pour obtenir une bonne précision. J’ai montré que la méthode du
toolkit n’a pas ce biais. Dans un second temps, j’ai proposé deux améliorations de ’algorithme
initial. Le but est ici de montrer comment augmenter les ordres de convergence, sans accroitre
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de maniére rédhibitoire le cotit du calcul. Ce travail est présenté a la section 3.1 de ce mémoire
et correspond a la publication [LJ.

Un second travail dans cette direction de recherche a été réalisé en collaboration avec Bernard

Haasdonk et Barbara Wohlmuth. Le cadre de ce travail est celui des méthodes de base réduite.
Dans cette approche, on pré-calcule un grand nombre de solutions numériques d’une équation
en en faisant varier les parameétres. On extrait alors de cet ensemble une famille de petite taille
qui est ensuite utilisée comme base de résolution par le biais d’une méthode de Galerkin. Cette
méthode a connu ces derniéres années beaucoup de développements, mais ne couvrait pas les
problémes formulés sous forme d’inégalités variationnelles.
Le travail a consisté dans un premier temps & mettre en place un cadre fonctionnel adapté & une
résolution en base réduite de ces inégalités. L’intérét majeur de la formulation proposée est que
le probléme initial et le probléme réduit ont exactement la méme structure, si bien que toutes les
méthodes habituelles peuvent étre directement appliquées aux inéquations réduites. Dans une
seconde étape, j’ai construit plus spécifiquement un procédé d’orthogonalisation permettant de
stabiliser la résolution numérique du systéme réduit. Ce travail est présenté & la section de
ce mémoire.
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Chapitre 1

Algorithmes monotones pour le
controle optimal

Résumé : une certaine classe de schémas d’optimisation, dit schémas monotones est trés
réguliérement utilisée en controle quantique. Ces méthodes itératives permettent en particulier
de calculer des champs lasers favorisant des transformations moléculaires a I’échelle de ’atome
ou de la molécule. Ces schémas peuvent cependant s’avérer trés instables numériquement lors
d’une implémentation directe.

Cette partie commence par une présentation générale de 'approche et d'un cadre général ou
elle s’applique [K]. Une interprétation en terme d’algorithmes dits de tracking [C] est ensuite
donnée (les schémas monotones ne reposaient jusqu’alors que sur un certain nombre de ma-
nipulations algébriques). Dans un troisiéme temps, on se penche sur 'analyse numeérique de la
procédure et on établit des critéres garantissant la stabilité ces schémas [B] (voir aussi [Proc. D).
Enfin, on esquisse la preuve de convergence de la suite de controles produite par la procédure
discrétisée en temps [D] et I’algorithme général [E]| (voir aussi [Cras. @] et pour une approche
différente [Proc. [d]). Cette question de convergence restait ouverte depuis l'introduction des
schémas monotones.

En collaboration avec des chimistes, différentes adaptations ont été mises en place pour traiter
certains problémes d’intérét dans cette communauté [A] [N| Proc. [f[]. Ces contributions font
I’objet de la derniére partie du chapitre.

Introduction

Dans ce premier chapitre, le domaine d’application considéré est celui du contréle quantique :
il s’agit ici de guider a I'aide d’un laser et en un temps donné I’évolution d’un systéme quantique
vers un objectif. Celui-ci peut par exemple étre ’approche d’un état cible ou la maximisation
d’une grandeur physique associée au systéme. Deux éléments du formalisme de la chimie quan-
tique sont nécessaires & la compréhension de ce qui suit. D’une part, les systémes quantiques
sont représentés par des fonctions d’ondes, généralement notées v, & valeurs complexes, définies
sur des espaces hilbertiens paramétrant les états du systéme considéré. Le carré du module de
ces fonctions représente la densité de probabilité des états du systéme. Pour simplifier, on notera
en conséquence génériquement L? espace des fonctions d’ondes. D’autre part, a toute grandeur
physique G d’un systéme mesurable expérimentalement est associé un opérateur bilinéaire O.
La relation entre ces deux entités est G = (¢, O(v))), o (-, -) est le produit hermitien associé a
I’ensemble de définition de 3. Ces grandeurs sont appelées observables.
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Le probléme de contréle optimal peut quant & lui étre formalisé mathématiquement par l’in-
troduction d’une fonctionnelle dont on va chercher & minimiser ou maximiser la valeur. Deux
fonctionnelles représentatives sont :

T
E) = T = beell? + o /0 ()2,

T
— 2~ (U(T), eine) + /0 ()2, (1.1)

que l'on s’efforcera de minimiser, et

J(e) = (WD)OW(T)) - a /0 ()%, (1.2)

que l'on cherchera au contraire 4 maximiser. Dans ces fonctionnelles, le controle ¢ € L2(0,T)
est le champ électrique délivré par un laser, ’état ¢ est la fonction d’onde & controler, en un
temps T. Le coefficient o permet la pénalisation du controle, de sorte que sa norme L2(0,T)
reste acceptable physiquement. Dans la premiére fonctionnelle, v ;e est un état cible. Dans la
seconde, O est ’observable associée a une grandeur physique que ’on souhaite maximiser. Un
état initial ¥g étant donné, ’évolution du systéme est régie par ’équation de Schrodinger, qui
s’écrit en unités atomiques sous la forme :

i0pp = [Ho — peltp. (1.3)

Le terme Hy est appelé Hamiltonien. Il caractérise la dynamique intrinséque du systéme consid-
éré. Dans de nombreuses applications, il peut s’écrire en unité atomique sous la forme :

Hy=-A+YV,

le terme A étant le Laplacien, qui est 'opérateur associé a l’énergie cinétique du systéme, et
le terme V = V(x) € L(L?, L?) représentant le potentiel électrostatique dans lequel évolue le
systéme. L’opérateur u € L£(L?, L?) correspond quant & lui au moment dipolaire, il caractérise
I'interaction entre le systéme et le laser. Le terme pe est en fait le résultat d’une approximation :
il provient en effet de la linéarisation de modéles plus fins ot l'interaction est une fonction
complexe de . Le cadre considéré est donc celui du contrdle bilinéaire, puisque la variable de
contrdle multiplie I’état dans I’équation d’évolution.

La méthode dont il est question dans cette partie a pour but d’optimiser des fonctionnelles de
la forme de Jj et Jy. Elle fut introduite dans le cadre du controle quantique par D. Tannor [26]
(en s’appuyant sur des travaux V. F. Krotov) et par W. Zhu et H. Rabitz [31] sous deux formes
différentes. Leurs deux formulations furent par la suite unifiées dans un travail de Y. Maday
et G. Turinici [2I] qui mirent ainsi en évidence une classe plus large d’algorithmes monotones.
Depuis son introduction, de nombreuses variantes ont été proposées et testées sur différents
modéles issus de la chimie quantique. Pour autant, ces développements ont toujours pour finalité
Pétude (numérique) de 'interaction laser matiére, et trés peu de travaux portent sur les aspects
mathématiques de la méthode. L’objet de ma thése était justement de combler cette lacune, en
étudiant celle-ci sous un angle mathématique. Une grande partie de ce chapitre est consacré a la
présentation de mes contributions dans ce domaine. Elle correspond a la section [[.I1du chapitre.
Une deuxiéme partie, la section [[L2] concerne les variantes de la méthode que j’ai congues en
collaboration avec des chimistes.
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1.1. Conception et analyse des algorithmes monotones

1.1 Conception et analyse des algorithmes monotones

Dans cette partie, je présente les différents résultats mathématiques obtenus sur la méthode.
Je commence paradoxalement par le plus récent, qui concerne le formalisme général dans lequel
les algorithmes monotones s’appliquent. Dans les trois parties qui suivent, je résume les solutions
que j’ai proposées & trois problémes qui se sont posés au début de ma thése : 'interprétation
de I'algorithme, puisque celui-ci ne reposait que sur une manipulation algébrique astucieuse des
variations de la fonctionnelle; la discrétisation, puisque de nombreuses implémentations met-
taient en évidence une instabilité numérique de la méthode; la convergence enfin, qui restait a
I’époque un probléme théorique ouvert.

1.1.1 Etat adjoint et factorisation

Cette partie correspond a article [K].

Si elle permet d’introduire le calcul sur lequel reposent les algorithmes monotones, le but
poursuivi dans cette publication était avant tout de présenter un cadre général dans lequel la
méthode peut étre appliquée.

Principe du calcul

Je commence par présenter les idées sur lesquelles reposent les algorithmes monotones sur le
cas simple d’une équation différentielle ordinaire. Soit A, B, C' trois matrices carrées de M, (R),
C étant symétrique positive, et deux réels o > 0 and T" > 0. On considére le probléme de controle
optimal associé a la maximisation de la fonctionnelle J définie par :

T
J(v) = y(T) - Cy(T) — o /0 A (t)dt,

ou” -7 est le produit scalaire usuel de R™. Ici, I’état y : [0,7] — R™ et le contrdle v : [0,7] — R
sont liés par ’équation :
{ y'(t)
y(0)

la condition initiale yy étant fixée.
Etant donné deux contréles v et v ainsi que leurs états correspondants y et 7, on note tout
d’abord que

J@) = J(v) = (@T)—yT)) CHT) - y(T)) +2(HT) - y(T)) - Cy(T)

T
- a/o (o(t) — v(t)) (V(t) + v(t))dt. (1.5)

y(;x +o(t)B)y(t), vt € (0,T) (1.4)

On introduit maintenant un état auxiliaire z : [0,7] — R", souvent appelé état adjoint, associé
ay et v par

—(A* 4+ v(t)B*)2(t),

AT) = Cy(T)

—
N\
—
~~
S~—
I

ou A* et B* sont les matrices transposée de A et B. La variable z est bien entendu le multipli-
cateur de Lagrange du probléme d’optimisation associé a la contrainte (L4]).
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Chapitre 1. Algorithmes monotones pour le contréle optimal

On développe alors le second terme du membre de droite de (L3]) de la maniére suivante :

(3(T) - y(T)) - Cy(T) = /O (3(t) — v(t)) By(t) - =(t)dt.

Finalement, on obtient :

T 2
J(©) = J(v)=(5(T) —y(T)) - C(y(T) —y(T)) +a/0 (U(t) —v(t)) <EBW) ~2(t) —o(t) — v(t)> dt.

Une facon simple de garantir que v conduit & une valeur de la fonctionnelle plus élevée qu’avec
v est par exemple d’imposer que :

(50 () (285(0) - 20 = 50 = v(0)) > .

ce qui peut étre par exemple garanti en définissant v par :

o10) o) = (27020~ )~ o))

soit : 1
"t = ZBy(t) - 2(t).
@

En itérant le procédé, on obtient une suite (v¥)pey définie itérativement par 'équation implicite
oF = LByR (1) . 2K (1), oit yF+1 et 2* correspondent aux controles v* 1 et v¥ respectivement.
Cette suite optimise J de maniére monotone puisque

T
J(UkJrl) . J(?}k) _ (yk+1(T) _ yk(T)) . C(yk+1(T) _ yk(T)) + a/o (UkJrl(t) _ vk(t))2dt > 0.

Le cadre

Je commence par quelques notations : étant donné deux espaces (de Banach) A et B, on
note £(A, B) I'espace des opérateurs linéaires continus de A dans B. Etant donné une fonction a
valeurs réelles ou complexes ¢, on note par V¢ son gradient par rapport a la variable z. Enfin
les symboles D, et D, , représentent les dérivées premiéres et secondes (au sens de Fréchet) de
fonction vectorielles.

On se donne maintenant trois espaces de Hilbert E, H et V, avec V dense dans H, et on
représente par - et (-, )y les produits scalaires associés aux espaces E et V. Le probléme de
controle optimal considéré est le suivant :

min J(v),
ou .
J(v) ::/0 F(t,o(t), X(t))dt + G(X(T)).

Les fonction F: Rx ExV — R et G : V — R sont supposées differentiables et telles que les

intégrales soient bien définies. Le systéme que ’on souhaite controler est décrit par la fonction
d’état X (t) € V dont I’évolution est régie par ’équation linéaire :

HX(H) + At o)X () = B(t,o(t)) (1.6)

X(0) = Xp. (1.7)
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1.1. Conception et analyse des algorithmes monotones

ouv:[0,7] — E est le terme de controle. L’opérateur borné A(t,v) : R x E x H — H est tel que
pour presque tout ¢ € [0,7] le domaine de A(t,v)l/ 2 contienne V'; on se place de plus dans le
cas ot B(t,v) est tel que pour tout t € [0,7] et tout v € E on ait B(t,v) € L(H,H)NL(V, V™).
La formulation précise des hypothéses de régularité sur A, B, F’, G sera donnée au lemme [2] et au
théoreme [Tl

On suppose par contre dés maintenant que les fonctions F' et G sont concaves par rapport a
I’état X, dans le sens o :

VX, X' €V, G(X') - G(X) < (VxG(X), X' — X)v, (1.8)

Vt e R,Yv € E\VX, X' €V, F(t,v,X') — F(t,v,X) <(VxF(t,v,X), X" — X)v. (1.9)
Au contraire des hypothéses qui seront faites plus tard, les propriétés (L), (L9) ainsi que la
linéarité (L)) sont cruciales dans la conception d’algorithmes monotones.
Factorisation

Reprenons maintenant le raisonnement du début de cette section pour expliciter les variations
de la fonctionnelle entre deux états. Par souci de clarté, on note X, I'état associé & un controle
v via les équations (LEHLT). On commence par introduire un état adjoint, associé & un controle
v et défini par :

NHY,(t) — A*(t,0(1)) Y, (t) + VxF(t,v(t), Xu(t)) = 0 (1.10)
Yy(T) = VxG(Xu(T)). (1.11)

On a alors le résultat suivant.

Lemme 1. Pour tout v',v : [0,T] — E, notons
T (£ Xul1), 0(0),0' (1), Vo), X (1) = =(Va(), (A(4,0() = At 0(8)) ) Xor (D)v
(Y, (t), B(t,V'(t)) — B(t,v(t)))v + F(t,0' (), Xu (t)) — F(t,v(t), Xy (t)).

Alors :

T
JO) = J(v) < /O (1 X0 (0), 0(8), 0/ (1), Yo (1), X (1)) (1.12)

Les variations de la fonctionnelle sont donc majorées par une quantité qui peut étre vue
comme une factorisation implicite de la fonctionnelle par v/ — v :

T(t,Xv(t),v(t),v’(t), Y, (1), Xy (t)) = AW, V)(t) 5 (V') — v(t).

On a en particulier le résultat suivant :

Lemme 2. Supposons que :
o A,B,F soient de classe C? par rapport & v avec Dy, A, Dy, B bornés uniformément dés
que X,Y sont dans un ensemble borné ;
o V,F soit de classe C' par rapport o X ;
e Dy, F(t,-,X) soit bornée, continue positive et minorée par une certaine fonction

X = k(X))

19



Chapitre 1. Algorithmes monotones pour le contréle optimal

Alors il existe une fonction A(-,-;t,X,Y) € CO(E?, E) telle que, pour tout v,v' € E

AW, vit, X,Y) 5 (u - v) - - <Y, <A(t, o) — At v))X + B(t,v') — B(t, v)>
+F(t,v, X) — F(t,v, X).

\%

De plus, si A,B,F est de classe C par rapport a v, la fonction A(-,-;t, X,Y) peut étre définie
de maniére explicite par [’équation :

1
A(’L),,’U;t,X,Y) = / _vw(<K A(taw)X _B(t?w»v)‘
0 w=v+A(v' —v)
+ Vo F(t, v+ Av' —v), X)dA.

On remarque que v’ peut toujours étre choisi pour rendre 'intégrande négatif dans (T12)
(dans le pire des cas, ce dernier peut étre annulé par le choix /() = v(t)).
Remarque 1. Ce calcul peut également étre généralisé en wutilisant un troisiéme controle v
dans ([LI0) pour calculer la trajectoire de l'état adjoint.
Algorithme

L’estimation (LI2)) permet de construire I'algorithme d’optimisation suivant :

Algorithme 1. ( Algorithme monotone )
Etant donné un controle v°, on construit la suite (v¥)pen itérativement par la procédure suivante :

1. Calcul de la solution X de (LGIT) avec v = v*.
2. Calcul de la solution Y. de (IIHIIT) avec v = v*, partant de

Yo (T) = VxG (X (T)).
3. Calcul de vF*1 et de Xe+1 tels que pour t < 7T :

AW R (1) 5 (Wl(t) - vk(t)> <0. (1.13)
Une facon simple de garantir (LI3), est de définir v*! par 'équation :

V() — o (t) = —%A(vkﬂ,vk)(t), (1.14)

ou 6 est un nombre réel positif, qui peut éventuellement aussi dépendre de k et/ou de t. Si vkt

satisfait (.I4]), les variations de J entre deux étapes de l'algorithme vérifient :
T
T~ Jh) < —6 / (W+L(8) — ok (£))2dt.
0

Remarque 2. Comme indiqué dans la remarque [ une variante de cet algorithme consiste
a optimiser le controle également pendant le calcul de la trajectoire adjointe. Ceci revient a
introduire un controle auziliaire V*, calculé entre vF et vFT1. La factorisation doit alors étre
remplacée par une somme de deuzx termes ot apparaissent une factorisation suivant (Wf — vk) et
suivant (VFH1 — ),

20
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Reste maintenant & énoncer le résultat principal :

Théoréme 1. Supposons que A, B, F' satisfont les hypothése du lemme[d. Supposons également
que les opérateurs A, B soient tels que les systemes (LOHLT) et (LIOHIT1) aient des solutions
pour tout v € L>®(0,T; E) avec v— X, v— Y localement Lipschitz. Alors

1. Pour toutv € L>(0,T; E), il existe 0* > 0 tel que pour tout 0 > 0*, l’équation non-linéaire

0 Xy (t) + A(t, 0" ) Xy (t) = B(t,0)
vl(t) =V (t’ U(t), Xy (t)a K}(t))
Xv’(o) = Xo

ot Vo(t,v(t), Xy (t),Yy(t)) est l'unique solution de
A (1), v(t)st, Xo (1), Yo(t) = —0(0'(t) — v(t)),

a une solution. Ici, l'adjoint Y, est défini par (LIOHIIT).

2. 11 existe une suite (Oy)ren tel que Ualgorithme [ mis en cuvre avec v° € L*°(0,T; E) et
VFTL(E) = Vg, (8,07 (), Xypr1 (), Yyr () soit monotone et satisfasse

vk

J(vk+1) _ J('Uk) S _QkH,Uk?-f—l — ka%Q([O,T})'

3. Si pour tout t € [0,T] v**1(t) = v*(t) (i.e. Ualgorithme s’arréte) alors v* est un point
critique de J : V,J(v*) = 0.

Ce théoréeme garantit le bien-fondé de 'algorithme [II appliqué avec la stratégie (LI4]).

1.1.2 Lien avec la poursuite de trajectoire et stratégies d’optimisation

Cette partie correspond a l'article [C].

Telle qu’elle est présentée & la section précédente, la conception d’un algorithme monotone
repose sur l'introduction de 1’état adjoint et quelques manipulations algébriques plus ou moins
astucieuses. En particulier, ces techniques ne permettent pas de rapprocher la méthode d’une
procédure standard d’optimisation, telle qu'un algorithme de type gradient par exemple. Au
cours de tests numériques portant sur des algorithmes de controle par feedback, j’ai constaté que
le critére de monotonie (LI3]) est dans le cas du controle quantique le méme que celui assurant
la décroissance d’une certaine fonction de Lyapounov. Cette remarque a permis de donner une
interprétation géométrique aux algorithmes monotones.

Remarque 3. L’interprétation présentée dans cette partie est en fait valable dans le cadre plus
général des équations hyperboliques. Je la présente dans le cas quantique car ¢’est dans ce domaine
que j’en ai montré l'intérét.

Méthodes de poursuite de trajectoire

Les méthodes dites de poursuite de trajectoire de référence, Reference trajectory tracking, qui
vont maintenant étre présentées proviennent de I’approche standard du controle par feedback. Le
calcul du controle qu’elles proposent est en effet effectué a chaque instant en fonction de 1’état
courant et de telle sorte qu'une fonction de Lyapounov décroisse au cours du temps. Elles s’ap-
pliquent en général & des problémes de controle en horizon infini, ou I'on cherche & controler le
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comportement asymptotique d’un systéme. Un objectif ainsi fréquemment considéré en controle
quantique consiste & rapprocher la trajectoire du systéme d’une trajectoire de référence. Le calcul
du controéle est effectué a chaque instant, de telle sorte que la distance entre ’état courant et
celui situé sur la trajectoire de référence au méme moment diminue. Dans ce cas, cette distance
est la fonction de Lyapounov que 'on considére. En controle quantique, cette trajectoire est
généralement choisie parmi les états propres du systéme, c’est-a-dire —a un terme de phase prés—
parmi les vecteurs propres de I’Hamiltonien interne.

On considére maintenant un systéme quantique décrit par sa fonction d’onde v (t), dont ’évolu-
tion est régie par ’équation de Schrodinger (IL3]), ou le controle e reste & déterminer. Supposons
maintenant que ’on souhaite qu’a un temps T, le systéme soit proche d’un état cible 1.
Pour adapter la méthode au cadre du controle en temps fini, on considére comme trajectoire de
référence celle d’'un état x(t) partant de maniére rétrograde de ’état cible 1)y au temps T'. Pour
avoir un intérét du point de vue du controle, celle-ci doit relever d’une équation de Schrédinger :
dans ce cas, il suffira au systéme 1 (t) d’atteindre 'un de ses points pour qu'’il la suive jusqu’a
I’état cible. On la définit par I’équation :

i@tx = [HO_Mgref(t)]X
X(T) = wcible- (115)

ol €.¢f est un controle pour I'instant arbitraire et connu. En suivant la méthode de poursuite de

trajectoire décrite ci-dessus, on introduit la fonction de Lyapounov th, ?’i ;(t) définie par :

t T
JLEE (8) = —2R(p(1), x (1)) +a/0 a(t)th—i-a/t Eref(t)2dt.

Le premier terme de cette fonction rend compte de la distance entre les deux états puisque
lo(t) — x(t)|l 2 = 2 — 2R((t), x(t)). Le second est ajouté pour pénaliser le controle.

Remarque 4. Cette adaptation des méthodes de poursuite de trajectoire au cadre du controle
associé a une cible et en temps fini est a la base des techniques de parallélisation en temps décrites
au chapitre [l de la partie [I1

La dérivée par rapport au temps de cette fonction est donnée par :
d
%Jéfé”ﬁf (t) = (e(t) = eres(t)). (23(x(2), pto(t)) + a(e(t) + erep(t))) - (1.16)
A ce stade, il ne reste plus qu’a définir £(¢) de telle sorte que cette quantité soit négative.

Identification des deux méthodes

Oublions maintenant la méthode de poursuite de la section précédente et appliquons la dé-
marche de conception d’un algorithme monotone décrite a la section [LT.1] & la fonctionnelle J;
définie par (LI). Soit donc deux controles, € et ¢'. Le calcul de la variation suivant la méthode
des algorithmes monotones donne :

T
J() = J(e) = /0 (€'(t) — (1)) (23(x(t), ' (1)) + (€' (t) + &(1))) dit,

ou ¢’ est la solution de (I.3)) avec le controle &’ et ou x est 'état adjoint, solution de (I3
avec le controle e. Autrement dit, le critére de monotonie (LI3]) est le méme que celui obtenu a
Iéquation ([LI6]) par la méthode de poursuite.

On en déduit que D’algorithme monotone repose en fait sur une stratégie de poursuite de la
trajectoire de I’état adjoint, celle-ci étant mise & jour aprés chaque parcours de [0, 7.
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Remarque 5. Le raisonnement précédent repose fortement sur le fait que Jy dépende linéaire-
ment de l’état 1. Dans le cas ot la fonctionnelle n’est plus linéaire mais quadratique, comme c¢’est
le cas avec Jo (voir (L2)), lidentification subsiste a condition de coupler la méthode de poursuite
de la section précédente avec une méthode de la puissance, ot la fonction Y pe est mise a jour a
chaque itération par une formule du type : Yeipe = O (wk(T)) pour se rapprocher peu a peu d’un
vecteur propre de O.

Deux premiéres applications pratiques

Un premier intérét de ’identification présentée ci-dessus vient du fait que la fonction J fkwcf L (1)
ekt+l e

permet de définir une sorte de valeur courante de la fonctionnelle J pendant le calcul de g5+,

En effet, on a Jg;icf i (to) = J(e]™), on g} est défini par :

mt(t) _ ek 51 t<tp
Ck 1 5L sinon.

Si pour une raison ou pour une autre le calcul de #*! est interrompu, le travail qui aura été fait
ne sera pas perdu, puisque ei‘"t conduira & une meilleure valeur de J, qui sera de plus connue,
sans calcul supplémentaire.

Une deuxiéme application directe exploite la mesure continue du procédé d’optimisation induit
par l’algorithme monotone. A partir de cette interprétation, on peut construire un algorithme
monotone stochastique reposant sur le principe suivant : il est souvent observé que les algorithmes
monotones ont une convergence lente en fin d’optimisation lorsqu’ils sont utilisés avec une formule
du type (ILI4) ou la valeur de @ est constante. Par contre, leur convergence semble étre améliorée
lorsque la valeur de 6 varie, au cours du temps et /ou au cours des itérations. L’idée a donc consisté
a changer la valeur de 6 aléatoirement lorsque 1’écart entre les deux trajectoires ne diminuait pas
suffisamment entre deux pas de temps consécutifs. Cette stratégie met donc a profit I'indicateur
que constitue J g’:ﬁ,ek (t) pour déclencher un renouvellement des paramétres de la procédure.

1.1.3 Discrétisation et implémentation

Cette partie correspond a Uarticle [Bl] et au proceeding [Proc. [Q].

Les résultats qui y figurent furent chronologiquement les premiers obtenus, ce qui explique
que le formalisme utilisé dans la publication différe de celui employé dans ce qui suit. Ce travail
trouve sa source dans un probléme rencontré quasi-systématiquement lors de 'implémentation
d’un algorithme monotone : aprés un certain nombre d’itérations (éventuellement trés grand, si
le pas de temps utilisé est petit), ’algorithme perd sa monotonie et les controles produits n’ont
plus de sens physique.

Une maniére de résoudre ce probléme était de reprendre au niveau discret le calcul développé
dans la preuve du lemme [Il pour obtenir un équivalent discret de I'inégalité (LI2]). Plutot que
de recopier les calculs qui figurent dans ’article, j’indique les correspondances utilisées entre les
cadres continu et discret dans le cas de la fonctionnelle J = Jj.

On suit donc une démarche discretize and optimize (aussi appelée directe), c’est-a-dire que 'on
part d’une fonctionnelle discrétisée dont on résout le systéme d’optimalité. Cette approche s’op-
pose a la stratégie dite optimize and discretize (ou encore indirecte) qui consiste a discrétiser le
systéme d’optimalité de la fonctionnelle continue. On se donne donc un entier N et un pas de
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temps AT tels que T = NAT'. La fonctionnelle J :

T
J(6) = 2 — 2R (WeeU(T)) + 0 /0 £(t)2dt

est remplacée par la version discréte :

N
Iar(€) = 2 = 2R (Weipie[bn) + aAT > €3,
i=0

tandis que 1’équation de Schriodinger :

i00) = [Ho — pel,

devient

hip = efiHo%efi(Vfusj)ATefiHo%wj’
ot j est l'index correspondant au pas de temps. On choisit donc ici d’utiliser un schéma numérique
de type splitting d’opérateur de Strang. Ce choix était en fait celui qui prévalait dans les publi-
cations a ’époque du travail. Pour autant, tout ce qui suit peut étre adapté & d’autres schémas
numériques (voir par exemple [H|, ou 'on part d'un schéma de Crank-Nicholson). Dans le cas
continu, la factorisation (LI2]) s’écrit :

T
J(E) —J(e) = a/o (€ —e).(6 +e+ %a(x,mb’})dt

qui devient apres discrétisation :

N-1

Iar(e) = Jar(e) = aAT Y (e —&)).(e) + 5 + gg(ﬁjau*(ﬁj SILINE (1.17)
7=0

ou l'on a introduit (et c’est 'une des innovations apportée par ce travail) 'approximation de p

suivante : A
6—z;w:AT —Id

*
pnx) = ;
() —ixAT
et les états intermédiaires :
o JiHoRLE o _—iHoAL
Yj=e 2, Xj=¢€ 2 Xj-

Par rapport & la méthode qui donne lieu & (.12, on a mis en facteur le coefficient « par
commodité. Dans le cas continu, ’algorithme monotone consiste en la résolution itérative du
systéme
{ iGN (t) = (H = e (Ome* ()
WF(t = 0) = o
(1) = (1 - )" + T (—aSOM T Olulv* (1)
{ igx(t) = (H — H ()" (1)
X*(t =T) = Yeibie;

qui vérifie :
J(EMY) — J(¥) = —allef T — &¥)3. (1.18)
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Dans le cas discret, ce systéme devient :
. AT . k - AT
¢;§+1 _ eszoTe—z(V—uaj)ATeszoTwéc
k _
Yo = 1o

k— o k— k—1y1,7
& = (- B + g (ST (€ — <)

X;Z _ ez‘Ho%6i(V—ua§)AT6iH0%X?+1
XN = ¢ciblea
qui vérifie :
Jar(e*) = Jar(e®) = —alle ™t — |13,

Comme dans le cadre abstrait avec le lemme [2], ce schéma nécessite la résolution d’une équation
implicite pour déterminer la valeur de 5?. L’existence d’une solution est garantie dans ce cas par
le résultat suivant, qui est un cas particulier du théoréme [I1

Théoréme 2. Supposons p borné dans L(L?,L?), alors I’équation :

ef = fin(eh), (1.19)

avec
2

fin(@) = (1 - H—Q)E?_l +

2

Lo /ok—1y, # k—1y1 7k
m(‘agﬂj Wiz = )5 ),

admet une solution.

Pour résoudre (LI9)), on peut utiliser une procédure de point fixe sur f; ;. On a par exemple
obtenu le résultat suivant :

20|ull? 2 2\ AT
2 « - (L4,L , - _ T RS
Théoréme 3. Si Tg)) < 1, la procédure de point fize wppr = fjr(ue), initice avec

ug = 0 converge vers la solution de (LI9), qui est unique dans ce cas.

Ce travail fut ensuite complété par la conception d’un algorithme explicite, basé sur une
itération de Newton appliquée a U'intégrande (discret) de (ILI7). Une analyse de cette méthode
est présentée dans [D], ou je prouve en particulier le résultat (voir 'annexe, lemme 5.4) suivant.

Lemme 3. Supposons que v = o — 3ATHMH%(L2 12y Soit positif, alors :

Jar () = Jar(e®) < ="t - 3.

Ceci implique que les versions explicite et implicite possédent les mémes propriétés de mono-
tonie.

1.1.4 Convergence de 1’algorithme

Cette partie correspond aux articles [F] (qui fait suite a la note [Cras. @]) et [DY.

Cette partie peut étre considérée comme la plus importante de mes contributions sur les al-
gorithmes monotones, puisqu’elle fournit une preuve de convergence de la méthode. Une preuve
plus simple, basée sur un tout autre raisonnement a été également obtenue au prix d’une hy-
pothese plus forte (o grand). On la trouvera dans [Proc. [d], qui ne sera pas évoqué davantage
dans ce manuscrit.
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Principe de la preuve

La preuve de la convergence repose essentiellement sur trois ingrédients :

e la compacité des points critiques de la fonctionnelle,

e une inégalité due & Y.ojiasiewicz,

e une estimation du gradient.
La compacité des points critiques peut étre obtenue dans le cas quantique de deux maniéres :
soit via le Lemme d’Aubin [I], soit par en reproduisant le raisonnement de Ball et Slemrod dans
[2].
L’inégalité de t.ojiasiewicz stipule quant & elle qu’étant donné un point critique a, une fonction-
nelle I analytique et définie sur un espace de dimension finie vérifie :

IVT (@)l > |T(2),

pour un certain réel v €]0,1/2], dés que x est suffisamment proche de a. On a ici supposé
I'(a) = 0, ce qui n’est pas restrictif. Par compacité de I’ensemble des points critiques, on peut en
fait étendre pour un méme v cette inégalité a un voisinage des points critiques. Par adaptation
des travaux de L. Simon [25], cette inégalité reste de plus valable en dimension infinie lorsque
la fonctionnelle est de Fredholm, i.e. de Hessienne compacte. Ces propriétés sont en fait bien
vérifices dans le cas des fonctionnelles du controle quantique. Les preuves sont assez techniques
et je ne les développerai pas ici.

Enfin, I’estimation du gradient requise dans la preuve est la suivante :

IV IR < A+ = ¥,
ou A est un réel positif. Celle-ci s’obtient assez facilement en utilisant la formule
VJ(e) = 20e + S(x|pul¥)

et des estimations de Gronwall.

Je me contenterai ici de donner les grandes lignes de la preuve. De la monotonie de I’algorithme et
du fait que la fonctionnelle J est bornée inférieurement, on déduit que la suite de réels (J (Ek )) keN
converge vers un réel f.o. Si cette suite atteint sa limite en un nombre fini d’itérations, alors
d’aprés (LI8) (¥)ren devient constante a partir de ce méme rang, et donc converge. On peut
donc supposer que J(¢) = J(g) — £.0 ne s’annule jamais sur les points de la suite (e¥)ey. La
preuve de convergence repose sur une série d’inégalités. On a en effet successivement :

14

(J(gk))y_(j(5k+1))y > W(J(afk) — J(€k+1)) (1.20)
avl

- (j(sk+1))1fy||6k+l_5k”§ (1.21)
avl

> W\\Ekﬂ -3 (1.22)

> Dpcka ek, (1.23)

A

ou (L20) est une simple conséquence de la concavité de z +— 2, (L21)) provient de la propriété
fondamentale de 'algorithme déja évoquée par ’équation (LI8]), (L22)) est obtenue en utilisant
Iinégalité de Lojiasiewicz et (I.23]) suit I'inégalité obtenue sur le gradient.
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1.2. Applications

Soit p € N, 'inégalité (L23]) conduit a :

T _k\\v T k+p\\v avl & I+1 l
(J(M)" = (J(EP)” = ~ >l =€y
=k
avl
> THEker—ng%

ce qui démontre, puisque (J (6k)) converge, que (6k) est de Cauchy, et donc converge.

keN keN

Vitesse de convergence

La vitesse de convergence s’obtient en sommant les inégalités (L23]) entre k et +oo puis en
utilisant une nouvelle fois I'inégalité de Lojiasiewicz et celle sur le gradient. On obtient le résultat
suivant :

Théoréme 4. Soit €, la limite de (e")en. Siv < %, il existe kg et ¢ > 0 tel que :
Vk > ko, ||€% — ™|y < ck™ T

Siv= %, il existe k), ¢ et T tels que :
VEk > kp, ||leF —e®|| < de .

Le cas v = % correspond en fait au cas ou la Hessienne de J est inversible, ce qui arrive
en particulier lorsque a > 27| ,u||%( 12,12) (la fonctionnelle est alors convexe). En pratique, on
observe numériquement seulement une convergence exponentielle, méme lorsque « est petit, ce
qui laisse & penser que 'analyse peut encore étre affinée. La courbe [Tl montre ainsi une telle

convergence, alors que les paramétres sont tels que o < 1075.27|| ,u||%( 2.12)

Tog(|&k =),

L L L L L L L L L
0 100 200 300 400 %0 600 700 800 900 1000

FIGURE 1.1 — Une convergence exponentielle est observée numériquement.

1.2 Applications

Cette partie est consacrée aux résultats obtenus en collaboration ou suite & des discussions
avec des chimistes. S’ils sont le fruit d’adaptations de la procédure précédente & des problémes
souvent considérés dans les domaines d’application, ils peuvent également étre vus comme des
travaux de prospective, soulevant de nouvelles questions mathématiques.
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Chapitre 1. Algorithmes monotones pour le contréle optimal

1.2.1 Controéle de I’alignement et de ’orientation de molécules

Je résume ici les résultats présentés dans [Al. Ils constituent la prolongation de ceuz intro-
duits dans [Proc. @].

Le systéme physique considéré ici est la molécule de cyanure HCN. L’intérét porté & ce systéme
provient de son état fondamental qui correspond a une configuration linéaire. La molécule reste
dans cet état sur une plage de fréquences susceptible d’étre utilisée pour controler sa position
angulaire. Dans ce qui suit, la molécule est donc identifiée & un rotateur rigide et sa fonction
d’onde associée est décrite au moyen de coordonnées sphériques. Ce modéle constitue un exemple
simple sur lequel différentes méthodes de controle de l'orientation et de I’alignement peuvent étre
testées.

L’Hamiltonien de ce systéme est donné par :

e(t)?
H = BJ? — ppe(t) — 5 (Aacos? 6 +ay),
ou B = th avec I, moment d’inertie de la molécule, est la constante rotationnelle du systéme,

J? est Iopérateur de Laplace-Beltrami, correspondant au Laplacien, pg est le moment dipolaire
permanent de la molécule et A« et o] respectivement le moment dipolaire et le moment induit.
Du point technique, on voit que I’Hamiltonien ne contient plus seulement des termes bilinéaires,
mais aussi des puissances de €. Ce modéle rentre cependant dans la classe des problémes auxquels
les algorithmes monotones s’appliquent. Dans la littérature, d’autres stratégies d’optimisation
ont été testées numériquement. Des algorithmes stochastiques ont en particulier été utilisés pour
trouver des controles efficaces dans des familles de controles paramétrés par un petit nombre de
coefficients (pulses sinusoidaux, paramétrés par leurs fréquences, durées, amplitudes par exem-
ple). Ici, la stratégie permet au contraire de chercher des controles optimaux dans un espace de
grande dimension.

L’apport principal de ce travail fut d’obtenir des champs laser mettant en évidence des processus
de controéle facilement interprétables : un mécanisme de ladder climbing, consistant & faire monter
peu a peu le systéme dans des états d’orientation d’énergies de plus en plus élevés est révélé par
les controles optimaux. Aprés analyse par transformée de Fourier a fenétre glissante, on observe
en effet que les fréquences propres du systéme apparaissent successivement dans le controle au
cours du temps. La figure [L2illustre ce résultat. Il est connu que de telles fréquences permettent
de faire transiter le systéme entre états propres correspondants. L’algorithme retrouve donc sans
contrainte les fréquences propres du systéme.

1.2.2 Résonance magnétique nucléaire

Cette partie correspond a la publication [NJ.

Dans un second travail basé sur un modéle de résonance magnétique nucléaire et mené en
collaboration avec des physiciens, j’ai construit une stratégie de couplage entre un algorithme
monotone et un filtre fréquentiel. L’idée est d’ajouter une sous-étape d’interpolation & chaque
fois qu'un nouveau controle est obtenu. L’interpolation est réalisée entre le contrble obtenu par
I'algorithme standard o%*1 et sa version filtrée F(vF+1) :

vk—f—l _ (1 _ ak)@k-i-l +Ozkf(?7k+1),
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1.2. Applications
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FIGURE 1.2 — Les fréquences propres du systéme sont « allumées » les unes aprés les autres.

ot le coefficient o est choisi comme étant le plus grand réel tel que I’algorithme reste monotone.
Cette procédure de filtrage est en effet nécessaire d’un point de vue physique, les champs mag-
nétiques réalisables techniquement ne contenant pas de hautes fréquences.

Une autre difficulté technique est introduit par ce modele : le controle est ici vectoriel ; dans
I’exemple considéré il a 4 composantes, qui sont des coefficients intervenant linéairement dans
I’Hamiltonien. De ce fait, il faut optimiser & chaque pas de temps les coefficients de "argument
d’une exponentielle de matrice, qui ne posséde pas de propriété de commutation particuliére.
Une formule de la méme forme que (LI2) peut cependant étre obtenue : elle permet d’utiliser
une procédure d’optimisation standard (en 'occurrence une routine Matlab en dimension 4) pour
déterminer les coefficients & chaque pas de temps.

1.2.3 Construction de champs sélectifs pour 1’identification

Sur une suggestion d’Herschel Rabbitz et en collaboration avec Yvon Maday, j’ai ensuite congu
une procédure de calcul de champs discriminants dans le but de résoudre un probléme inverse
d’identification de moment dipolaire. Cette méthode met & profit les algorithmes monotones pour
calculer des champs lasers tels que les observations d’un systéme subissant leur excitation soient
trés sensibles aux variations du moment dipolaire. Le second ingrédient de ’algorithme est une
approche gloutonne : & I'étape k de construction d’une famille de champs, on commence par
chercher des paramétres dipolaires auxquels la famille courante n’est pas sensible.

De maniére plus précise, on note ¢(u, £) une observation simulée a partir d’un systéme de moment
dipolaire u éclairé avec un laser €. On note également p* le vrai moment dipolaire. Le probléme
peut étre formulé par la recherche d’une valeur de p solution du probléme d’optimisation :

inf sup  |o(p,e) — o(p*, )|
NEE(L2§L2)€€L2(O,T)’ (k) ( )

Une hypothése de controlabilité du systéme permet de garantir I'unicité de la solution de ce

probléme. [’objectif est maintenant de construire itérativement une famille de L champs sélectifs,
ot L est le nombre de coefficients de p* & identifier. L’algorithme proposé est le suivant.
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Chapitre 1. Algorithmes monotones pour le contréle optimal

Algorithme 2. (Algorithme glouton de calcul de champs laser sélectifs) Soit €' un champ laser
solution du probléme :

sup  |p(p1, )]
e€L2(0,T)

Supposons qu’a Uétape k, avec 1 < k < L, un champ €1 ait été calculé. Le calcul de €* est
effectué suivant la procédure suivante :

1. Probléeme de minimisation : trouver (af)j:17___,k_1, solution du probléme

k—1
e 5o abpd, ety = (ke
k— i .
p(ChTlakpd em) = p(uk,em)
k— . _
(5T okt by = p(uk, e,

au sens des moindres carrés.

2. Probléeme de mazimisation : trouver £*, solution du probleme :

k
e = argmaz, €L20T|go,u £) Za,u £)

, la famille (p’ ); est une base de l’ensemble des opérateurs p, tirée aléatoirement. Le
probléme de minimisation se résout par une procédure standard appliquée & :

1

k—1
Kra) =Y Jo(uF,e™) — o> apd, e™))?
j=1

k—
m=1

Le probléme de maximisation se résout & l'aide d’un algorithme monotone appliqué & :

J(€) = (H(T) = D(T) |0y, |(T) — H(T)) — B /0

ot Oy, = Y1401 avec 11 un état fixé arbitrairement. Une fois les champs sélectifs calculés, ils
sont utilisés dans une procédure standard de moindres carrés appliquée au probléme inverse
concernant p*

el e = (e
) | :

p(Oj il ) = p(p*,eF) (1.24)
L i -

\ @(ijlaj,uﬂ,gL) = @(M*,gL),

ou les valeurs (cp(u*,ak)) sont obtenues expérimentalement. La procédure a été testée

k=1,...,L
sur I’exemple donné dans [17] "Le moment dipolaire a été retrouvé avec une précision relative
de 1074, en 10 min CPU (sur un processeur Intel Core2 Duo 2.6 GHz). Il est intéressant de
voir différentes allures de la fonctionnelle de cotit associée a la procédure de moindres carrés
associée & (L24)) au voisinage de la solution. Celles-ci n’apparaissent pas dans le proceeding, et
sont représentées sur la figure [L23] sur deux exemples. La surface apparait donc comme étant

beaucoup plus facile & optimiser dans le cas ou ’on utilise les champs produits par ’algorithme.
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1.2. Applications

FIGURE 1.3 — Surface des moindres carrés associée au systéme (L24]) autour de la solution(xg =
.5, yo = .5), avec des champs de type cos(wt) (& gauche) et avec les champs obtenus par 1’algo-
rithme 2] (& droite).
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Chapitre 2

Quelques méthodes numériques pour le
transport optimal

Reésumé : on propose ici trois algorithmes dédiés a la résolution de problémes de transport.
Les deux premiers, qui concernent la dimensions 1 ont pour objectif de combler le vide laisser
par ’absence de solutions explicites dans le cas du transport en coiit convexe sur le cercle et
dans le cas du transport en cotit concave sur la droite. Dans le premier cas, ’algorithme permet
de trouver un point de section du cercle permettant de se ramener & la situation rencontrée sur
R. Dans le cas du transport en coiit concave, on construit une classe d’indicateurs permettant
de détecter des appariements entre points consécutifs. Le troisiéme algorithme concerne un
probléme de transport simplifié, ou I’état final n’est pas fixé précisément. Il donne lieu & une
résolution numérique trés rapide. Dans un dernier travail, il est appliqué & un probléme de jeu
a champ moyen.

Introduction

Cette partie de mon travail concerne la conception d’algorithmes efficaces pour le transport
optimal. Le but est ici de calculer rapidement des plans de transport optimaux entre deux
mesures, c’est-a-dire des mesures v solutions du probléme de Monge-Kantorovich :

min {/QXQ c(x,y)y(dz, dy),y € Mk, V)} ;

ou ) est le domaine considéré, ¢(z,y) est le coit de transport entre deux points x et y et II(u, v)
est ’ensemble des plans de mesures marginales fixées p et v. On se référera a [28] pour une revue
des résultats mathématiques concernant ce type de probléme.

Trois types de méthodes sont généralement considérées pour traiter ce probléme. Le premier type
consiste en une approche combinatoire, ot I’on aborde la question sous I’angle d’un appariement,
et donc de la programmation linéaire. C’est une démarche souvent suivie en logistique et dans
de nombreuses applications liées aux mathématiques de la décision. Une revue de 1’ensemble
des algorithmes correspondant est fournie par [7]. Une deuxiéme classe de méthodes utilise des
formulations du probléme sous forme de systéme d’équations aux dérivées partielles traduisant
loptimalité du déplacement d’une densité de masse. Cette approche fut développée par exem-
ple par Brenier et Benamou [3], ou encore par Loeper et Rapetti [19]. La derniére approche est
géométrique : les masses & déplacer sont discrétisées sous forme de polyédres dont on simule I’évo-
lution & l'aide d’équations différentielles ordinaires. Cette approche fut par exemple développée
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Chapitre 2. Quelques méthodes numériques pour le transport optimal

par Cullen et Purser dans le cadre de ’étude des équations semi-géostrophiques [9).

Les algorithmes présentés dans cette partie relévent plutdt des deux premiéres approches. La
premiére partie de ce chapitre est consacrée a deux algorithmes pour la dimension 1, I'un concer-
nant le calcul de plans de transport en cotit convexe sur le cercle, ’autre concernant le probléme
du transport en cotit concave. Ici, le travail se situe plutét dans le domaine de la combinatoire et
de optimisation discréte. La deuxiéme partie de ce chapitre traite au contraire d’un algorithme
obtenu par une approche utilisant une formulation par EDP d’un probléme de transport.

2.1 Algorithmes pour la dimension 1

Les résultats décrits dans cette partie ont été obtenus en collaboration avec Julie Delon et
Andrei Sobolevskii. Sur la droite réelle, il est connu que le ré-arrangement monotone est la
solution explicite des problémes de transport optimal associés & des cotits de transport convexes
par rapport a la distance. Deux problémes restaient cependant ouverts dans ce cadre simple de
la dimension 1 : le cas du cercle en cotit convexe d’une part et la cas des cotits concaves (sur la
droite réelle et sur le cercle) d’autre part. Ces deux problémes font I'objet de cette section.

2.1.1 Coit de transport convexe sur le cercle

Cette section décrit les résultats obtenus dans [M.

On rencontre parfois des problémes de transport optimal dans le domaine du traitement

d’image, ou il peut étre utile d’apparier deux histogrammes de mesures angulaires. N’ayant dans
ce contexte pas de solution explicite, méme en considérant des fonctions de coiit convexes, une
méthode consiste & sectionner le cercle en un certain nombre de points et & calculer les coiits
résultants du ré-arrangement monotone sur les segments obtenus. Dans un premier travail, on a
démontré que cette stratégie était fondée, dans le sens o il existe effectivement dans le cas des
fonctions de cofits convexes un point de section pour lequel le plan de transport optimal sur le
cercle et sur le segment résultant de la section coincident.
Décrivons de maniére plus précise la démarche suivie. Etant donné fig, [i; deux mesures sur le
cercle T x T, on définit un cout de transport é(-,-) sur T x T tel que é(z,y) = inf ¢(x,y), ou
¢(+,+) est un coit défini sur R x R vérifiant ¢(x + 1,y + 1) = ¢(x,y). L’infimum est défini sur
I’ensemble des x, y choisis respectivement dans les classes de & et de . On reléve ensuite les
mesures [ig et fi; to R, pour obtenir des mesures ug, p1 périodiques et localement finies. Ceci
fait, on remplace le probléme de transport optimal sur le cercle par celui de la minimisation de
I'intégrale

I(y) = //]RXR c(z,y) y(dz x dy).

Dans cette formule, on garde la notation - pour la mesure associée au transport de pg sur
sur R x R. Bien stir, cette intégrale est infinie mais on peut tout de méme définir les plans de
transport localement optimaux de ce probléme comme étant ceux vérifiant I(y + ) — I(vy) > 0,
ol § est une mesure signée a support compact, de masse nulle et de variation totale finie.

On suppose de plus que la fonction ¢(z,y) satisfait la condition dite de Monge :

c(z1,y1) + c(@2,y2) < c(x1,Y2) + c(z2, Y1)
pour tout x1 < 9 et y; < yo. Cette propriété, légérement plus générale que celle de convexité
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2.1. Algorithmes pour la dimension 1

Fy

of u

Fy't(v)  (F)H(v)

A —0

FIGURE 2.1 — Construction d'un plan de transport localement optimal ~y.

du coﬂt, implique que si 'ordre de deux éléments est inversé par le transport, le cotit peut étre
réduit en échangeant les deux appariements. Elle est donc a la base du ré-arrangement monotone
et il s’en suit que les plans de transport localement optimaux sont ceux qui préservent 1’ordre
spatial.

On note alors Fy et F} les fonctions cumulatives de pg et p1 s’annulant en 0, que 1’on considére
comme étant continues, quitte a les rendre multivaluées dans le cas ou pg, et /ou p1 contiendraient
des atomes. Leurs graphes respectifs permettent de définir des fonctions réciproques F{,” Lot Fr L
qui induisent une correspondance entre la mesure de Lebesgue et po et py respectivement. Soit
maintenant FY(u) = F}(u)—6. La fonction (F{)~! est la composée d’une translation de @ suivant
I’axe des ordonnées et Fl_l.Un plan de transport -y qui envoie un élément de masse Fj 1(1})
sur (F?)~!(v) couple de maniére monotone g et u1. On peut en déduire qu'il est donc localement
optimal. Réciproquement, on prouve que tout plan de transport localement optimal peut en fait
étre construit de cette maniére, en choisissant correctement le paramétre . La figure 2.1 illustre
cette construction. Enfin, on définit le cott moyen Cjp, g1(0) d'un plan 74 sur une période par :

1
Ciror)(6) = /0 e(Fy (v, (FO) L)) do.

On montre alors que la condition de Monge implique la convexité de Cig, )(0) et que le minimum
global de cette fonction coincide avec la valeur minimale du cotit de transport sur le cercle.

Ce résultat est complété par la construction d’un algorithme dans le cas ol ug, g1 sont purement
atomiques, c’est-a-dire dans le cas discret. Dans ce cadre, la fonction C' est affine par morceaux,
et on peut calculer son minimum & I’aide d’une recherche par dichotomie. Etant donné une borne

L des valeurs de C[’ Fo, 1]’ Palgorithme est le suivant :

Algorithme 3. Choisir deuz valeurs initiales < 0 et 1 < 0, ainsi qu’une valeur de tolérance e.
1. Poser 6 := (0 +0).

2. Calculer C[IFO,Fl}(H —0), [’F()’FI](H +0).

3. Si C[,Fo,Fl](e —-0) <0< C[,Fo,Fl](9+0)’ alors 0 est le minimum requis. Arréter [’algorithme.

1. Elle est en effet vérifiée pour les cotits de la forme c(z,y) = g(Jy — z|), avec g convexe.
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4. Si0—0<e/L :
(a) calculer Cip, (0), C[Fo,Fl](g) ;

(b) redéfinir 6 comme la solution de
C[FO,Fl](Q) + C[/FmFl} (Q + 0)(9 - Q) = C[FO,Fl](a) + C[IFmFl} (5 - 0)(9 - E); (2-1)

(c) stop.
5. Sinon, poser 0 := 0 si C[IFO (0 +0) <0, ou 0:=0 si C’['FO (0 —0) > 0.
6. Aller a l'étape (1)).

La borne L peut étre obtenue & 'aide de formules explicites, je renvoie & ’article pour plus
détails & ce propos.
La complexité de cet algorithme est O((ng + n1)log(1/e)), ou € est la précision avec laquelle on
souhaite obtenir la valeur du coiit de transport optimal. Dans le cas ou les masses considérées
sont rationnelles, on obtient la solution exacte en O((ng+mn1)log M) calculs, on M est le PGCD
des masses.

2.1.2 Indicateurs d’appariement locaux pour les coiit concaves

Cette section décrit les résultats obtenus dans [B, Cras. [B, Proc. [g/.

Si les cotits de transport convexes par rapport & la distance donnent lieu & des solutions
facilement calculables via les ré-arrangements monotones, les fonctions de cotit concaves s’avérent
plus adaptées a de nombreux modéles économiques. Il n’existe hélas dans ce cas pas de solution
explicite au probléme de transport optimal. Pour combler cette lacune, on va construire une classe
de d’indicateurs permettant de détecter des appariements entre points consécutifs. Commencons
par présenter quelques propriétés propres au transport en coiit concave.

Reégle de non-croisement et chaines

Un exemple de différence entre le cas concave et le cas convexe est représenté sur la figure 2.2
On constate que dans le cas ot la fonction de cofit est concave, les trajectoires sont soit disjointes,

A

FIGURE 2.2 — Solutions associées & un cotit concave (a gauche) et & un coiit convexe (a droite).
Les sources sont représentées par des points et les puits par des croix.

soit incluses les unes dans les autres. C’est en fait une régle générale, habituellement appelée régle
de non-croisement.

Cette propriété en implique une autre, que I'on appelle parfois propriété d’équilibre local : entre
un puits et une source appariés dans un plan de transport optimal, il y a autant de sources que
de puits. Dans ce cadre, on peut construire des chaines, c’est-a-dire des ensembles alternés de
sources et de puits dont deux points consécutifs vérifie ’équilibre local. On voit facilement que
ces ensembles sont stables par le plan transport optimal. Un exemple de partition en chaines est
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FIGURE 2.3 — Exemple de partition d’un probléme en deux chaines.

montré sur la figure 23] Ce raisonnement permet de partitionner un probléme et de le restreindre
aux problémes associés a ses chaines. Mon travail dans ce cadre a débuté par une remarque
simple : étant donné une chaine, la régle de non-croisement implique que celle-ci contient au
moins deux points consécutifs appariés dans le plan de transport optimal. L’idée de départ était
donc de détecter de tels couples de points, pour retirer itérativement deux par deux tous les
points du probléme considéré.

Indicateurs d’appariements locaux

On peut maintenant présenter une classe d’indicateurs d’appariements locaux permettant de
détecter des points consécutifs appariés dans la solution optimale. Etant donné un entier N,
on considére deux ensembles de points de R, P = (p;)i=1,..N et Q = (¢i)i=1,.. N, représentant
respectivement des sources et des puits tels que :

P1<q1<..<pi<g<Dpit1 <giy1 < ... <pN <gN.

On considére donc

C(J) = Z C(pia QU(i)),
4,J

ol o est une permutation de {1,..., N} et on s’intéresse au probléme :
min C(0).
g
Les indicateurs sont alors définis comme suit.

Définition 1. (Indicateurs d’appariements locauz d’ordre k)
On pose :

N

-1 k

(i) = e(pi, Gik) + D c(Pivest Give) — D e(Dite, Give),
=0

~
Il
o

ou k et i sonttels que l <k < N—-1etl<i<N-—k, et

k

c(piter Give) = Y e(Diter ive)s
1 =0

E

I,Z(i) = c(Pitht1, %) +

~
I

ou k et i sont tels que l <k < N—-2and1 <i<N-—-k—1.

La figure 2.4] représente schématiquement un indicateur d’ordre 2. L’intérét de ces fonctions
réside dans le résultat suivant :
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FAA N

FIGURE 2.4 — Représentation schématique d’un indicateur (ici d’ordre 2).

FIGURE 2.5 — Représentation schématique du théoréme [5] dans le cas ou k = 1.

Théoréme 5. Soit kg € N tel que 1 < kg < N —1 et ig € N (resp. ity € N), tel que 1 < iy <
N — ko (resp. 1 <iyg < N —ko—1).
Supposons que
1. IX(i)) >0 pour k=1, ..., kg —1,1 <i < N —k,
2. INi') >0 pourk=1,..,kg—1, 1 <i' <N—-k-1,
8. I (io) < 0 (resp. I} (ip) < 0).
Alors, la permutation o* associée au plan de transport optimal satisfait o*(i) = i — 1 pour

i=1dg+1,....90 + ko (resp. o*(i) =i pour i =ig+1,...,79 + ko).

I1 est donc possible, en utilisant les indicateurs de la définition [l de trouver des appariements
du plan optimal par un calcul uniquement local. La figure 2.8lillustre le résultat dans le cas k = 1.

Algorithme

L’utilisation hiérarchique de ces indicateurs permet ainsi de construire en un nombre fini
d’itérations le plan de transport optimal. L’algorithme précis qui découle de cette idée est le
suivant :

Algorithme 4. Soit P = {p1,...,pN,q1, -y qn}, P = (1,....; N), €2 = (1,....,N), et k = 1.
Tant que P # 0 et k < N — 1 faire :

1. Calculer I} (i) et I}(i') pour i =1,...N —k eti' =1,..,N —k—1.
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2. Définir
Zp = {ip,1 < ip < N — k, I} (ip) < 0},
Ig = {io,l <iw<N-k-— 1,[2@0) < 0},
et faire :
(a) si ¥ =0 et I} = 0, incrémenter k =k +1;
(b) sinon, faire :
e pour tout ig dans I,I: et pour i =19+ 1,...,59 + k, faire :
- Définir o*(£2) = 0],
— Retirer {pff’qu_l} de P,
— Retirer (% et 0] de (P et (7 respectivement.
Pour tout i, dans I}! et pour i = i(+ 1,...,4) + k, faire :
— Définir o*(£7) = ¢,
— Retirer {p;,q;} de P,
~ Retirer (¥ et £] de (P et {1 respectivement.
Poser N = %C’ard(?), et renommer les points de P de telle sorte que

P - {p17 PN, q1, - qN}a

P1<q1 <..<pi <@ <pPit+1 < Gi+1 < ... < PN < gN-

o Ré-indexer en conséquence les entiers de (P et de (9.
o Poser k= 1.

Sik=N—1, pouri=1,...N poser o*(¢) = ¢1.

On peut montrer que cet algorithme a une complexité comprise entre O(N) et O(N?).

Théoréme 6. Soit CT(N) le nombre d’additions requis pour calculer un plan de transport opti-
mal entre N couples par Ualgorithme[f} On a la borne :

Ct(N) <3N? - 6N.

Le pire des cas est celui ou 'algorithme ne trouve que des indicateurs positifs et le cas le plus
simple est celui ou tout les points sont appariés grace a des indicateurs négatifs d’ordre 1.

Adaptations et extensions

Le résultat obtenu au théoréeme [ et I'algorithme H peuvent étre étendus et appliqués a

des situations plus générales. On a ainsi adapté les indicateurs au cas du cercle, ainsi que sur
des problémes ou le nombre de sources différe du nombre de puits. L’adaptation au cercle est
relativement simple : il suffit de ne pas autoriser 1'utilisation d’indicateurs tels que le segment
considéré lors du calcul ne dépasse pas la demi circonférence. L’adaptation au cas déséquilibré
consiste en fait & montrer que la démarche suivie reste valable, depuis la construction des chaines
jusqu’au théoréme Bl Un certain nombre de résultats techniques supplémentaires permettent
d’obtenir ce résultat.
Enfin, on a construit une méthode pour traiter le cas ou les masses ne sont plus unitaires, mais
entiéres : dans cette situation, le plan de transport optimal peut étre obtenu en répartissant
chaque masse entiére m considérée en m masses unitaires réparties dans un intervalle de taille ¢
autour du point o est situé m. On montre alors (facilement) que pour ¢ suffisamment petit, le
plan de transport obtenu est optimal.
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2.2 Algorithme pour les dimensions supérieures, application aux
jeux a champ moyen

En dimension supérieure et dans le cas de coiits de transport convexes, plusieurs algorithmes

ont été proposés. Un algorithme de type combinatoire bien adapté aux problémes discrets sou-
vent utilisé est 1'algorithme de Bertsekas [4]. Plusieurs algorithmes basés sur des formulations
EDP ont également été proposés. L’algorithme de Brenier et Benamou [3] en est un représen-
tant désormais classique. Citons également 1’algorithme de Loeper et Rapetti [19], basé sur une
méthode de Newton et plus récemment 1’algorithme de Haber, Rehman et Tannenbaum basé sur
une formulation variationnelle du probléme et une discrétisation assurant la conservation de la
masse [14].
Ces algorithmes ne s’appliquent qu’au cas convexe et aux situations purement hyperboliques,
i.e. sans diffusion. Pour palier ce probléme et proposer une méthode plus rapide, j’ai construit
un algorithme reprenant les idées des schémas monotones présentés au chapitre [l de la partie [Tl
Le probléme considéré est celui d’un déplacement de foule en présence de bruit, dont le mouve-
ment est gouverné par une équation de type Fokker-Planck. Une simplification a été introduite
puisqu’on ne prescrit plus 1’état final, mais on cherche & minimiser un potentiel. La convergence
numérique de ce schéma s’avére extrémement rapide.

2.2.1 Algorithme monotone adapté

Cette section correspond a l'acte de conférence [Proc. @].

Le probléme considéré ici est celui de la minimisation de la fonctionnelle définie par :

T
E(v) = %/0 /Qp(x,t)v2(x,t)dwdt+/QV(x)p(x,T)dx,

ott  C RY est borné, T' le temps de controle, p est la variable d’état, controlée par le champ de
vitesse v suivant I’équation de Fokker-Planck :

Oip(x,t) — 2 Ap(z,t) + div(v(z, t)p(x,t)) = 0, (2.2)
p(z,0) = po(),

ol pg est I’état initial et € est un paramétre de diffusion. La fonction V représente un potentiel. Ce
probléme peut étre vu comme une version simplifiée d’un probléme de transport optimal, puisque
I’état final n’est pas prescrit. Il modélise un déplacement de foule composée d’agents rationnels,
cherchant & minimiser le cott de leur déplacement, tout en ayant un objectif & optimiser au
temps 1. Le modéle prend aussi en compte le bruit dans le déplacement, en faisant intervenir un
terme lié & la diffusion correspondant & une partie brownienne dans le mouvement des agents.
Cet aspect n’est généralement pas pris en compte dans les problémes de transport optimal.

Discrétisation

Une partie importante de ce travail concerne la discrétisation, qui fut le point de blocage qui
résista le plus longtemps lors du développement de la méthode.
Soit M, N deux entiers et un réel positif L. On se place pour simplifier sur un intervalle [0, L],
mais tout ce qui suit s’adapte sans probléme aux dimensions supérieures et aux domaines adaptés

aux schémas aux différences finies. Soit le pas de temps At = % et le pas d’espace Az = %
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2.2. Algorithme pour les dimensions supérieures, application aux jeuz o champ moyen

Pour j =0,....,M,i=0,..., N, on note pé lapproximation numérique de p(i.At, j.Az). La vitesse

v§+1/2 est définie aux points (i.At, (j+1/2).Ax) et est notée v’ On considére des conditions

' ' J+1/2°
de Neumann pour p et on impose v§/2 = v§\471/2 = 0 pour tout ¢ = 0...N — 1, de sorte que le

schéma aux différences finies

A A N o
it = py et 5P = 205+ pj)
At : . .
~ Ay Pit1/2Vj1/2 = Pio1/2Vj-1/2)- (2.3)
ou ' A
A 3 if o <0
P}H/z = pj;'rl .f %+1/2 >0 (2.4)
pj Zf Uj+1/2 - Y

préserve la masse numériquement. Comme le montre ces équations, on utilise un schéma aux
différences finies comme méthode numérique pour résoudre (2.2)). Si dans cette approche la
partie parabolique est discrétisée par une approximation centrée pour le Laplacien, on utilise un
décentrage (parfois appelé up-winding) pour la partie hyperbolique, comme le reflete ([2.4]). Cette
technique garantit la positivité de p au niveau discret, sous réserve que la condition CFL

. ; Az 1
Vj=1..M —1, |v;+1/2| <\: 2_~

soit vérifice. Ceci constitue en fait une propriété cruciale puisque ce schéma va étre couplé avec
une procédure de minimisation, qui pourrait tirer parti d’erreurs numériques pour accentuer les
valeurs négatives éventuelles de p et faire tendre E(v) vers —oo.

Pour simplifier les notations, on écrit (2.3]) sous la forme matricielle

pH = (A+ B, (2.6)

ou A correspond & la premiere ligne de (23] et B & la deuxiéme, la partie hyperbolique de
I’équation de Fokker-Planck (2.2]). On garde également les notations v et V' pour désigner les
vecteurs (v]i.+1/2),~7j et V; = V(j.Ax) respectivement.

La fonctionnelle & optimiser est discrétisée de la maniére suivante.

N—-1M-1 1 o M—-1
Eatpne(v): = AtAz Z Z §q]-(vl)p;- + Ax Z Vj,oév
i=0 j=1 =1
N-1 1.
= Aty (o a@) + (0", V)

oil (-,-) est le produit scalaire sur RM~1 défini par :
M-1
(u,v) = Az Z u;v;.
j=1

Le vecteur q(v') = (gj(v"))j=1..m—1 est défini par :

(V) _1/2)* + (V] 11)9)”

g;(v") = 5
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Procédure d’optimisation

On reprend maintenant la démarche suivie habituellement dans la conception d’un schéma
monotone. Soit donc deux contréles v et v ainsi que les états (p')i—o._n et (ph)i=0..N associés,
solutions de (2.6]). Soit également ¢ = (¢;)i—o..n 'état adjoint correspondant & v défini par
I’itération rétrograde :

oM =V,
i * *(, 0 i+1 At 7
o= (A B+ Sl (2.7)
La démarche présentée au chapitre [I de la partie [ débouche sur
N—1M-2
Earae(v') — Baraz(v) = AtAz Y Y Al v),
i=0 j=1
ou
; ; j 2 j 2
AL, v) = P+ P <(”3‘Z+1/2) — (W5412) )
A 2 2
‘ ‘ i ' ¢zi11 _ pitt
+(P;Z+1/2U3‘2+1/2 - ,0’]-+1/2v;-+1/2> <7J Az —). (2.8)
Ici, on a introduit :
;/i' _ p;?ﬂ if v;.+1/2<0
j+1/2 p;.l if U;‘+1/2 > 0.

Si v est fixé, cette formule est quasi-explicite par rapport a vf : le seul aspect implicite concerne
p;.i +1/2 dont la valeur dépend du signe de v La fonction v} — A’(v/,v) est donc une fonction
continue, polynomiale de degré 2 par morceaux.

On se donne maintenant un réel 6, et on définit v}i comme la solution de

i P+l i
Aj(vl,v) = —9%(1’;“/2 - Uj+1/2)2- (2.9)

D’aprés les remarques précédentes, cette équation a entre une et quatre solutions, incluant la

solution évidente v;-i = v; On choisit de définir v;-i comme la racine de (2Z3) la plus proche

de vé lorsqu’il y a plus d’une solution et par v}i = v;. dans le cas contraire. La monotonie de
lalgorithme est de toute fagon garantie. Une modification doit cependant étre faite pour que v’
vérifie la CFL (Z3)), mais on peut facilement faire en sorte que celle-ci soit compatible avec la
monotonie.

Algorithme
Donnons maintenant précisément 1’algorithme.

Algorithme 5. Supposons v* déja calculé. Le calcul de vt se fait de la maniére suivante.
o Calculer ¢* par Z7) avec v = vF.
e Poser p® = pqg et calculer itérativement p' a partir p"~! par :
— pour tout j = 1,..,M — 1, calculer la racine v}iﬂ/g de 28) (avec ¢ = ¢, v = %) la

plus proche de (vk);_1 si elle existe. Si elle n’existe pas, poser (vk+1)§_1 = (vk)é._l, st
;*1 = sign(v”?

elle existe poser (vF*1) 12

) min(A, |v;.i+1/2|).
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2.2. Algorithme pour les dimensions supérieures, application aux jeuz o champ moyen

— calculer (pkH)i par (Z3) avec vi~! = (vk+1)i.

Un critére d’arrét possible consiste en la vérification des conditions d’optimalité discrétes.
Etant donné un seuil Tol > 0, ce critére s’écrit alors :

)i+ ) [ kv
su ( J Jj+ 4
1<i<N-1,1<j<M-1 2 ( )]+1/2
; (") (")
M1 )S Tol.
Exemples de résultats numériques
Cet algorithme a été appliqué & un exemple bidimensionnel avec Q@ = [0,1] x [0,1]. On

considére la densité initiale :
p(0,z,y) = e~ 10(z—0.2)? + 6—10(;,-0.2)2,
et le potentiel (représenté sur la figure [2.0])

V(z,y) = 40(1 + e~ 10w-08)* _ o~10(z-08)*
_{_6710(y70.5)2 _ 6710(9370_5)2)‘

L’évolution de la densité p au cours du temps est représentée sur la figure 271 La convergence

FIGURE 2.6 — Représentation du potentiel V (z,y).

numérique est obtenue en une centaine d’itérations.

2.2.2 Application a la théorie des jeux & champ moyen

Cette section correspond aux résultats obtenus dans [Q].

Dans un second temps, cet algorithme a été adapté de maniére & proposer un premier schéma
numérique pour résoudre des problémes issus de la théorie des jeux & champ moyen. Cette
théorie, développée par Jean-Michel Lasry et Pierre-Louis Lions donne également lieu & des
problémes d’optimisation auxquels peut étre adaptée la méthode générale qui vient d’étre décrite.
En collaboration avec Gabriel Turinici et Aimé Lachapelle, j’ai ainsi considéré le probléme de
jeux & champ moyen suivant :

J(v) = /Q <p<t><1 B+

co- 2 v2(t)
_l’_
c1 + cop(t, 2) 2

) o(t, 2)dz,
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FIGURE 2.7 — Evolution de p. Haut : densité initiale. Milieu : densité aux temps t = 0.5 et
t = 0.75. Bas : densité finale.

44



2.2. Algorithme pour les dimensions supérieures, application aux jeuz o champ moyen

FIGURE 2.8 — Evolution des choix sociaux lorsque le coiit de chauffage est nul (figure de gauche),
moyen (figure du milieu) et élevé (figure de droite). L’abscisse correspond au niveau d’isolation,
I’ordonnée au temps et la cote a la densité.

FIGURE 2.9 — Deux équilibre différents sont obtenus pour un méme jeu de parameétres.

ou B, cp,c1,co sont des constantes positives, et ou p(t) est une fonction positive. Cette fonc-
tionnelle traduit une situation de choix social simple, ou des populations ont a choisir entre un
niveau d’isolation z élevé, ou au contraire un rapprochement les unes des autres. Le premier
terme rend ainsi compte du cott de chauffage, le second modélise le bénéfice apporté par une
agglomération et le coiit d’entretien. Le dernier terme représente le coiit de changement d’état.
L’équation d’évolution de I’état p est I’équation de Fokker-Planck (2.2). Puisque la fonctionnelle
J est concave par rapport a I'état p et la dynamique est linéaire, on est dans le cadre d’applica-
tion de la procédure précédente. Je renvoie a larticle [O] pour une description plus compléte du
modeéle et des détails techniques. Je me contente ici de présenter quelques résultats numériques.
La figure 2.8] montre les choix effectués par les joueurs lorsqu’ils font face & trois cofits de
chauffage différents. Dans les trois cas, la solution correspond & l'intuition : les joueurs décident
soit de s’agglomérer lorsque le cott de chauffage est élevé, soit de rester proche de leur config-
uration initiale lorsque le cofit est moyen, soit de s’isoler lorsque le coiit est nul. Dans chacun
des cas, I'un des trois termes de la fonctionnelle est prépondérant. L’étude du modéle menée par
I'intermédiaire de l'algorithme a également mis en évidence 'existence de plusieurs équilibres
pour un jeu de paramétres donné. Ces différents équilibres peuvent étre obtenus en changeant
le controle v utilisé pour initialiser 1’algorithme. La figure 2.9 montre deux de ces équilibres.
Ces deux situations peuvent s’interpréter en terme de croyance, révélée par la condition initiale :
selon qu'un agent pense que les autres vont choisir un niveau d’isolation élevé ou non, il aura
tendance a effectuer le méme choix. Ce phénomeéne est communément appelé hearding.

45



Chapitre 2. Quelques méthodes numériques pour le transport optimal

46



Deuxiéme partie

Analyse numérique

47






Chapitre 1

Parallélisation en temps de méthodes
de controle

Résumé : je présente dans ce chapitre deux algorithmes de parallélisation en temps permet-
tant d’accélérer la résolution de problémes de controle optimal. Ces algorithmes reposent sur
un découpage de l'intervalle de temps sur lequel le systéme est controlé ainsi que sur un sys-
téme spécifique de cibles intermédiaires. La méthode développée dans les deux cas permet
de transformer le probléme de controle initial en N sous-problémes de controle indépendants,
pouvant donc étre résolus en paralleéle. Des théorémes garantissent alors la convergence de la
suite de controles obtenus par concaténation vers un point critique de la fonctionnelle initiale,
ce qui rend transparente la parallélisation en temps. Ces procédures, testées sur des exemples
standards, permettent de gagner au moins un ordre de grandeur dans le colit computationnel
du contréle optimal.

Introduction

La décomposition de domaine est un théme faisant 'objet de nombreux travaux depuis une

vingtaine d’années. Le but est d’accélérer les calculs en les répartissant sur plusieurs processeurs.
Si de nombreuses techniques de parallélisation par une décomposition en espace sont maintenant
maitrisées, la question de la décomposition en temps est une thématique qui est 'objet diverses
recherches ces derniéres années. Longtemps laissée de coté, elle trouve son origine dans les tech-
niques dites de multi-shooting [6] développées initialement pour traiter des problémes de controle
d’équations différentielles ordinaires.
Plus tard le découpage en temps fut considéré pour traiter la résolution d’équations différentielles
et aux dérivées partielles. Un algorithme appartenant a cette classe est 'algorithme pararéel intro-
duit par Jacques-Louis Lions, Yvon Maday et Gabriel Turinici [I8]. Il fut développé et appliqué a
de nombreux domaines. Une analyse mathématique de cette algorithme a été présentée dans [12].
Dans toutes ces méthodes, l'intervalle de temps considéré est partitionné et des points intermédi-
aires sont définis de maniére itérative pour pouvoir calculer I’évolution sur chaque sous-intervalle
de maniére indépendante. Mon travail sur cette problématique a consisté & construire une méth-
ode dédiée spécifiquement & la résolution de systémes d’optimalité associés & des problémes de
controle. Le point commun aux algorithmes qui sont présentés ici est la définition de cibles
intermédiaires, rendant cohérents le probléme initial et les problémes parallélisés.
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Chapitre 1. Parallélisation en temps de méthodes de controle

1.1 Algorithme pour les équations hyperboliques

Cette section correspond aux résultats obtenus dans [B).

Durant ma thése et en collaboration avec Yvon Maday et Gabriel Turinici, j’ai construit une
méthode de parallélisation en temps pour le contrdle optimal d’équations hyperboliques. L’idée
initiale était de coupler le schéma pararéel décrit dans [I8] avec un algorithme monotone du
type de ceux décrit au chapitre [l de la partie [l Finalement, méme si la stratégie d’optimisation
proposée partage avec la schéma pararéel 1’idée d’utiliser une trajectoire grossiére, les deux al-
gorithmes s’avére de nature totalement différente. Les controles virtuels sont en particulier mis
a jour selon une formule complétement différente.

Dans le cadre considéré, on cherche & atteindre en un temps 7' un état cible en partant d’une
condition initiale fixée. Pour paralléliser la résolution, on fixe des états intermédiaires jouant tan-
tot le role de condition initiale, tantdt celui de cible selon le sous-intervalle de la décomposition
que 'on considére. Des controles optimaux partiels peuvent alors étre calculés en paralléle puis
concaténés pour permettre une mise & jour des états intermédiaires. L’algorithme qui en résulte
utilise fortement 1'idée de poursuite de trajectoire évoquée plus haut : les états intermédiaires
sont en effet construits par interpolation de la trajectoire directe et d’une trajectoire de référence
conduisant & I’état cible au temps T
Ce qui suit décrit la procédure et ses propriétés dans le cas du controle de I’équation de Schrodinger.
Pour autant, la démarche et la plupart des résultats restent valables dans le cas plus général des
équations linéaires hyperboliques. J’entends ici par équation linéaire hyperbolique une équation
de la forme :

aty = A(C)y + B(C)’

ou y € H est ’état du systéme (avec H un espace hilbertien) et A est un opérateur anti-symétrique
ou anti-hermitien.
1.1.1 Le probléme

On considére le probleme de controle optimal, déja présenté au chapitre [ de la partie [II
associé & la minimisation de la fonctionnelle :

T
JE) = () - Yeneld +a /0 <(t)2dt,
T
= 2 RO(T), i) + 0 /0 ()%t (1.1)

On rappelle que le controle € est le champ électrique délivré par un laser, 1’état v est la fonction
d’onde a controéler, en un temps 7T'. Le paramétre o permet la pénalisation du contréle, et e
est un état cible. L’évolution du systéme est régie par I’équation de Schrodinger qui lie le controle
et I’état selon

10" = (H — )i
Ve (t = 0) = Yinit- (1.2)

La fonction v;,,;; représente 1’état initial du systéme. Je renvoie a I'introduction du chapitre [[ de
la partie [l pour plus de détails sur ce probléme de controle ainsi que sur les opérateurs H et p,
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1.1. Algorithme pour les équations hyperboliques

dont on n’utilisera ici seulement la symétrielg. Dans la suite, il sera souvent appel a I’état adjoint
x° défini par 1’équation :

10y X" = (H —ep)x*®
Xs(t = T) = Yeible- (13)

1.1.2 Cadre adapté a la parallélisation

Pour N > 1, on introduit maintenant une partition de l'intervalle de controle [0, T
[O’ T] = UéV:BI [Tf’ Tf-i-l]’

avec Ty = 0 et Ty = T ainsi qu’une suite d’états A = (Ag)e=1,.. N—1, aveC Ao = Yinit €t

>\N = ¢cible-
Plutot que d’attaquer directement la résolution du probléme initial associé a (I.I), on considére
le probléme de controle consistant en la minimisation de la fonctionnelle

Jj (e, A) Z Bellvily,,, — Ml + e Z/

et ou l'état ¢ est la solution de

0yt = (H— ey

Tot1

avec [y = T Te

YEE=T) = A, £=0,.,N—1,

ol g est la restriction de € a [Ty, Ty41] (avec £ = 0,..., N — 1). Par cette équation, ¢, dépend
donc aussi de A; jomettrai cette dépendance par simplicité dans la suite. La fonctionnelle Jj
peut étre décomposée de la maniére suivante :

N-1
Jy(e,A) = Z BeJe(ee, Moy Aeg1),
=0
ou Jy sont des fonctionnelles partielles définies par :
€ 2 / Ters 2
Je(ees Aes A1) = 10" (Tew1) — Aeallz + Oéz/ ey (t)dt,
Te
avec :
=
£ B

Une propriété intéressante de la fonctionnelle J| est qu’a controle € fixé, le minimum par rapport
a A est calculable explicitement et vérifie certaines propriétés décrites dans le théoréme suivant.

Théoréme 7. On pose A® = (A7)y=1,.. N—1 avec :
A= (1 =7)Y*(Te) + vex" (Th),
ot ladjoint x¢ est défini par ([L3)) et ot v = T“L Alors :
A® = argmin (J (g, A)). (1.4)
De plus :
Jy(e,A%) = J(e).

La trajectoire A® est donc construite par interpolation des trajectoires de 1’état ¢° et de 1’état
adjoint y°.

2. plus précisément : on utilisera I'antisymétrie de iH et ipu.
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Chapitre 1. Parallélisation en temps de méthodes de controle

1.1.3 L’algorithme

L’idée est donc d’appliquer une méthode de descente par directions alternées, en optimisant
J)| tour a tour par rapport a e (en parallele!) et par rapport & A (cette étape étant explicite,
d’apres le théoreme [7). Ceci conduit a 1’algorithme suivant :

Algorithme 6. Etant donné un controle initial €0, un réel v > 0 et le critére d’arrét

N-2

c(e) = J(e) +v Y lee(Tepr) — e (Tepr) [,
=0

supposons qu’a Uétape k on dispose d’un controle €¥ et d’une variable Tol > 0. Le calcul de e5+1

est effectué selon :
. Sic(e¥) < Tol, arréter le calcul. Sinon passer a 'étape [

. Caleuler * = ¢=" | la solution de () avec e = &~

. Caleuler A¥ = A*" & Uaide de ¥ et x*, selon ().

1

2

3. Calculer x* = X":k, la solution de (L3 avec € = €*.

4

5. Sur chaque intervalle [Ty, Ty11], calculer en paralléle un controle EIZH solution du probleme

- k ok
min Jo(g0, g s Ai41)-

6. Définir e**t1 comme la concaténation des controles 5?“ ainsi obtenus.

7. Assigner k < k + 1. Retourner a [’étape [1

Une solution simple pour effectuer 1’étape [l consiste & appliquer quelques itérations d’un
algorithme monotone, décrit au chapitre [l de la partie [I.
L’algorithme [6] est décrit schématiquement sur la figure [[L11

1.1.4 Convergence

L’atout majeur de l'algorithme précédent est qu’il converge vers un point critique de la
fonctionnelle J (c.f. (1)) initialement considérée.

Théoréme 8. Supposons o > 0. Etant donné un controle initial €9, soit la suite (Ek)keN obtenue
par algorithme [0, ot ’étape [A est effectuée par un nombre fini non nul d’itérations d’un algo-
rithme monotone. Alors, la suite (Ek)keN converge vers un point critique de J.

Ce théoréme est en fait valable dans des cadres plus larges : j'utilise un algorithme monotone
a Pétape [l car c’est & ma connaissance la méthode la plus adaptée & ce probléme. Le résultat
reste cependant valable si on utilise un autre algorithme convergent pour résoudre les N sous-
problémes de I'étape [l 11 reste également valable, si, au lieu de résoudre & chaque itération
précisément les équations de Schrédinger aux étapes 2l et Bl on les résout de maniére approchée,
mais de plus en plus finement. Cette derniére démarche permet de gagner du temps lors du calcul
effectif. Dans tous les cas, le calcul du controle est effectué uniquement en paralléle.
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1.2. Algorithme pour les équations paraboliques

wtarget

Yinit 7, ‘

T

0 Temps de controle

FiGURE 1.1 — Représentation schématique de l'algorithme. L’optimisation est réalisée en paralléle
sur chaque intervalle [Ty, Ty41]. La suite d’états A} est mise a jour & chaque itération.

1.1.5 Reésultats numériques

Toutes les expériences qui suivent ont été réalisées sur le probléme du controle de I’orientation
et de 'alignement de la molécule HCN décrit plus précisément a la section [L2.1] du chapitre [II
de la partie [[l et surtout dans larticle [A]. La figure montre 1’évolution du contréle au cours
des itérations de l'algorithme [@] ainsi que le controle optimal, obtenu sans parallélisation.

On voit que les discontinuités disparaissent peu a peu au cours des itérations. Le nombre de
sous-intervalles joue un role important dans la procédure d’optimisation, comme le montre la

figure [[L3]

Des tests numériques simples montrent que l'algorithme permet de diminuer d’a peu prés un
ordre de grandeur le temps de calcul d’un controle optimal.

1.2 Algorithme pour les équations paraboliques

Dans un travail en cours et en collaboration avec Yvon Maday et Kamel Riahi, j’ai proposé
un algorithme pour un probléme standard de controle de ’équation de la chaleur. Ce travail a
avant tout pour but d’étendre ’approche des cibles intermédiaires & des cadres ne présentant pas
les particularités de symétries propres aux équations hyperboliques. Je présente ici une premiére
méthode, qui reprend certaines idées de la section précédente.
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temps de méthodes de controle
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FIGURE 1.2 — En haut : controle calculé en paralléle aprés une (a gauche) et 10 itérations (a droite)
par Palgorithme [6l En bas : controle calculer en paralléle aprés 250 itérations par l'algorithme
et par un algorithme monotone (N = 1), également aprés 250 itérations.
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FIGURE 1.3 — Evolution des valeurs de la fonctionnelle de cotit au cours de 500 iterations, avec
différents nombres de sous-intervalles.

1.2.1 Le probléme

On se donne une nouvelle fois un temps de contrdle 7' > 0 et un parameétre de pénalisation
a > 0. Le probléme de controle que I'on considére consiste & résoudre le probléme d’optimisation :

min

J(v),
veL([0,T];L2(Q))
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1.2. Algorithme pour les équations paraboliques

ou J est la fonctionnelle :
1 9 T 9
T@) = GIT) = argel3 + 5 [ (D)2

Le domaine ) est une partie bornée et connexe de R2. L’état y évolue & partir de la condition
initiale yo sur [0, 7] selon I’équation

Oy — vAy = Bu.

Dans cette derniére, A est le Laplacien, v est le terme de contrdle, qui consiste en une source de
chaleur agissant sur une partie €2, de (). L’opérateur B est l'injection canonique de 2. dans 2.
Le systeme d’optimalité de ce probléme peut s’écrire comme suit.

{ Oy —vAy = Bv on [0,7] x (1.5)
y(0) = Yo, '

{ dp+vAp = 0 on [0,7T] x © (1.6)
p(T) = y(T) — Ytarget, ’

av + B*p =0, (1.7)

ou B* est I'opérateur adjoint de B.

Ce probléme est bien posé puisque la fonctionnelle est strictement convexe (& cause du terme
a > 0). Le systéeme (LBHLT) a par conséquent une unique solution, notée dans la suite v*. On
note de plus y*, p* I'état et I'état adjoint associé.

1.2.2 Parallélisation

Présentons maintenant un cadre adapté & la résolution en paralléle de ce probléme.
On considére N > 1 et une partition de [0, 7]

[0’ T] = UnNzio1 [tf’ tf-l-l]'

Etant donné un controle v et les état et état adjoint associés y, p, on définit une trajectoire cible,
arrivant au temps 7' sur I’état désiré :

{ X = y—p sur[0,T]xQ
X

(T) =  Ytarget- (18)

Celle-ci est bien str I'analogue de la trajectoire interpolée A® qui a été introduite au théoréme [7]
dans le cas des équations hyperboliques. Elle n’est pas non plus la solution d’une équation
particuliére mais va nous servir a définir un ensemble de cibles utilisées dans les sous-problémes
traités en paralléle :

min Jg Vy),
v L2 ([tete1 ;L2 () (ve)
avec
1 9 o Totr 9
Ttor) = gloe(tesn) = xtterdlB+ 5 [ Ten(®l2 (19)
4
oil || - ||e2 désigne la norme L? associée au domaine (2. et oit la fonction y, est définie par

{ Oy —vAy, = Buy sur [te, te1] x Q2 (1.10)

Ye(te) = y(te).
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Chapitre 1. Parallélisation en temps de méthodes de controle

Ce sous probléme de controle optimal est donc paramétré par v, via les états y et p. Sa structure
est la méme que le probléme de controéle original et en particulier également strictement convexe.
Son systéme d’optimalité est donné par (LI0) et les équations :

{ Ope +vAp, = 0 sur [tg,ter1] X Q (1.11)
peterr) = yltera) = x(teyr),
avg + B'pe =0, (1.12)

On note v} sa solution.
L’intérét de toute cette construction réside dans le résultat suivant.

Lemme 4. Notons x* la trajectoire cible définie par (L8) avec y = y*, p = p* et y;,p}, v} les
solutions de (LIMHIT2) avec y = y* et p=p*. On a :

* %
Ve = Y[ty teqa]"

Ce lemme peut étre vu comme un résultat de consistance apportant une garantie en cas de
convergence d’une méthode de résolution du probléme parallele (LEHLT]).

1.2.3 L’algorithme

Présentons maintenant une telle méthode.

Algorithme 7. Etant donné un controle initial v°, un réel v > 0 et le critére d’arrét

N-2

c(v) = J(0) +v Y l[ve(Ter1) = veer (Tee) 2 2,
£=0

on suppose qu’d une étape k, le controle v* ait été obtenu. Le calcul du controle v*+1 est effectué
comme suit.

1. Calculer y*, p* et la trajectoire cible associée x* selon (L3), (LB) et (L8] respectivement.

2. Résoudre en paralléle les N sous-problémes (L9)) . Pour ¢ =1,...,N, soit f}erl leurs solu-
tions.

3. Définir VRt comme la concaténation des controles (?7?4_1)5:07“,7]\/,1.

Je n’ai pas détaillé I'étape de résolution en paralléle (étape [2) de maniére & proposer une
méthode générale de parallélisation. Les sous-problémes étant strictement convexes, on peut par
exemple effectuer quelques itérations d’'une méthode de gradient conjugué.

1.2.4 Convergence

La convergence de la procédure précédente est garantie par le théoréme suivant.

Théoréme 9. Etant donné un contréle initial v°, la suite (v¥)pen obtenue par Ualgorithme [,
ou étape [Q est effectuée par un algorithme convergent, converge vers v*.

De méme que dans le cas hyperbolique, ce résultat peut donner lieu & de nombreuses varia-
tions. L’usage d'une méthode de résolution grossiére dans les premiéres itérations de ’algorithme
peut par exemple en constituer une.
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1.2. Algorithme pour les équations paraboliques

1.2.5 Résultats numériques

Je termine cette section par quelques résultats numériques, obtenus sur 'exemple d’un do-
maine carré de R? a I’aide du logiciel freefemﬁ. Quel que soit le critére de mesure du temps de
calcul utilisé, on observe, par rapport & une méthode standard, une accélération importante de
la résolution par l'algorithme [7l Dans ces deux exemples, on a considéré comme critére le nombre

; ; ; ; ; ; . ; — ; ; ; ; ; ; ; ;
. N1 N=1 +
| Vi o 9 Vo2 i
L N 4 N=d4
ot . N :
\‘ Vs A
| gl B
8| 1
\
\
s ‘\‘ 1 +
.
i 2oer t ]
=
~ N
.
| sEoR |
Y
3
.
.,
I " .,
| at » b, g
% gy,
» T
-
_ .
- A 3+ e “’”H**H*HHMHHHHHHHHHHH’
STTT I
; [T A N e o i
2 . . . ! ! i ) ) L . . . ) ! ) ! )
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 0 50 100 150 200 250 300 350 400
Nombre de multiplications cPU

de multiplications matrice-vecteur effectué et le temps CPU effectif lors d’'une implémentation
paralléle basée sur MPIH. L’accélération observé est de I'ordre de 10 dans les deux cas.

3. http://wuw.freefem.org/
4. http://www.lam-mpi.org/
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Chapitre 2

Analyse numérique et formulation
co-rotationnelle

Résumé : les schémas numériques de simulation en élastodynamique présentent de nombreuses
faiblesses lorsqu’on considére de grandes vitesses de rotation. Sauf & utiliser de trés petits pas de
temps, les modéles non-linéaires engendrent des boucles internes de résolutions qui convergent
difficilement et leurs versions linéarisées donnent des simulations médiocres. Pour résoudre ces
problémes, on utilise souvent une formulation, dite co-rotationnelle, dans laquelle le mouve-
ment est décomposé en une partie solide et une partie élastique de petite amplitude [G]. Mon
travail dans ce cadre a consisté & construire des discrétisations conservant ’énergie ainsi que
le moment cinétique et & en étudier les propriétés. Des simulations démontrent leur efficacité
par rapport aux méthodes classiques.

Par la suite, j’ai étudié le couplage de I’approche co-rotationnelle avec des algorithmes permet-
tant de prendre en compte des phénomeénes de contact avec et sans friction [I] : & chaque pas de
temps, trois boucles sont en fait mises en ceuvre pour calculer ’angle, les points de contact et
leur situation vis-a-vis du cone de Coulomb. La stratégie proposée repose sur une combinaison
stable de différents algorithmes. Ce travail est complété par des tests numériques.

Introduction

La discrétisation en temps des problémes d’élastodynamique est connue pour étre un prob-

léme compliqué : des lois non-linéaires sont souvent nécessaires & la description correcte du
mouvement et des systémes complexes d’équations doivent étre résolus & chaque pas de temps.
La question devient encore plus difficile lorsqu’on souhaite simuler des mouvements de rotation
rapide. Dans ce cas, I'usage d’un pas de temps petit est nécessaire pour préserver la convergence
des méthodes itératives utilisées dans les boucles internes. Des artefacts numériques apparaissent
aussi parfois, en se manifestant sous forme d’oscillations. Une linéarisation des équations s’avére
de plus inefficace : en pratique celle-ci se traduit par une contribution exagérée de la rotation
dans la déformation élastique.
Pour résoudre ces problémes, une démarche consiste & décomposer le mouvement en une partie
solide et une partie relevant de la déformation élastique. Cette approche fut initialement intro-
duite par Maurice Biot et Jacques Romain dans [5] pour traiter des problémes issus de I’aéronau-
tique. L’idée fut reprise et formalisée dans un cadre abstrait par Fraejis de Veubeke dans [27] ou
il proposa plusieurs critéres pour garantir I'unicité de la décomposition. De nos jours, de telles
décompositions sont souvent utilisées sous la dénomination formulation co-rotationnelle.
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Chapitre 2. Analyse numérique et formulation co-rotationnelle

En collaboration avec Barbara Wohlmuth et Alexander Weiss, mon travail sur ce théme a con-
sisté & concevoir un schéma numérique associé a une telle formulation. De nombreux algorithmes
avaient, bien entendu, déja été proposés (voir a ce propos la présentation trés compléte de Felippa
dans [I0]) mais & ma connaissance aucun n’assurait la préservation de 1’énergie et du moment
cinétique au niveau discret ou ne bénéficiait d’'une analyse de stabilité. C’est sous cette con-
trainte qu’ont été congus les algorithmes de ce chapitre. Il s’est avéré par la suite que les schémas
permettaient de travailler avec des pas de temps beaucoup plus grands que ceux utilisés dans les
méthodes usuelles.

2.1 Schéma conservatif pour la formulation co-rotationnelle

Cette section décrit les résultats obtenus dans [G.

A part dans la derniére section, le probléme est abordé dans le cadre de la dimension 2.

2.1.1 Le modéle

On considére un domaine borné Q C R? de frontiére I' := 9N suffisamment réguliére par
morceaux ainsi qu'un solide élastique de densité p(x). Quitte & opérer une translation, on peut
supposer que le centre de gravité est situé en (0,0), c’est-a-dire que fﬂ px = 0. Ce solide est
soumis & des forces volumiques f(z,t) et de bord g(x,t). On note ¢ : Q x [0, 7] — R? la fonction
décrivant sa déformation. Dans un cadre complétement non-linéaire, ’évolution de ¢ est décrite
sous la forme faible suivante :

/Qpcb-nJr/ﬂa%W(E(d)) :FTVn=/Qf-n+/Fg-n, (2.1)

oil 1) est une fonction de V := [HY(Q)]?, d := ¢ — x et
F:=Vy=I+Vd (2.2)

est le gradient de la déformation. Le tenseur de Green-Lagrange E est défini par
1
Euyziwd+mﬂ+v5v®

On considére de plus que le solide suit le modéle de Saint Venant—Kirchhoff ot I’énergie emma-
gasinée W (E(d)) est calculée par

W (E(d)) = g (e (E(d)))? + putr (E(d)?),

ol A et u sont les paramétres de Lamé. Pour ce type de matériaux linéaires le second tenseur de
contrainte de Piola-Kirchoff ¥(d) := iW(E(d)) s’écrit

T OFE
$(d) = 2uE(d) + MrE(d)Id, (2.3)

avec Id la matrice identité de R3.
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2.1. Schéma conservatif pour la formulation co-rotationnelle

2.1.2 Deécomposition co-rotationnelle

I’idée est donc maintenant de décrire le mouvement en terme de déplacement solide et de
déformation purement élastique. Une telle décomposition s’écrit sous la forme générale

o(x,t) = 7(t) + Ry (x + u(z, t)) (2.4)

Dans cette équation 7(t) € R? et Ry correspondent respectivement a la translation et a la rota-
tion solide par lesquelles on décrit le mouvement global. Une propriété intéressante du paramé-
trage (2.4) est qu'il préserve le tenseur E :

E(d) = E(u),

ce qui montre que le modéle non-linéaire élimine naturellement la partie rigide du mouvement
apparaissant dans ¢. Pour garantir I'unicité de la décomposition, on impose en plus les relations

/puzO, /pu-szO,
Q Q

avec II la rotation de 7/2. Ces relations traduisent 'orthogonalité de la déformation u par
rapport aux translations et aux rotations et garantissent donc, en ce sens, le caractére « pur »
de la déformation élastique. Le paramétre u est donc recherché dans I’espace X := X'rans n xrot

Xtrans::{uev; /pu:()}, Xrot::{uev; /pu.H(L':O}.
Q Q

En posant v = R;n, ce changement de variable transforme (2.1]) en I’équation :

défini par

/Qp<[9—i—9H5)-v+/QE(u):FTVv:B9(v) Vv e X, (2.5)

avec F':= I + Vu et
By(v) ::/f-Rgv—}—/g-Rgv
Q r

et ou la vitesse relative s est définie par
s(z,t) = R;—(t) (p(z,t) = 7(t)) = u(z,t) + G(t)H(x + u(z,t)). (2.6)
L’accélération est quant a elle définie par
P, t) = 7() + Roq <$(m, t) + 0(t)IIs(x, t)) . (2.7)

L’équation (23] n’est qu’une implication de (2I]), puisque son inconnue est dans un espace plus
petit. Pour obtenir une description compléte, il faut ajouter les relations de conservation de la
quantité de mouvement et du moment cinétique (qui sont également des conséquences de (2.1))) :

M%:/Qer/Fg, (2.8)

J = By(Il(z +u)), (2.9)

et

ol M et J sont définis par

M::/p, j::/ps-ﬂ(x—i—u).
Q Q
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2.1.3 Linéarisation

Pour accélérer le calcul et dans le cadre de petites déformations, on peut considérer une
version ot le terme élastique de (2.0]) est linéarisé. Celle-ci s’écrit :

/Qp (S —{—QHS) X —}—/Qa(u) : Vo = By(v), (2.10)

ou o(u) := 2ue(u) + Atre(u)ld. Deux approximations ont été introduites. L'une sur le tenseur
E:
L T
E(u) = e(u) = §(Vu+ Vu'),

I'autre sur le gradient de la déformation F' & Id. Pour ce modele, I'existence et 1'unicité d’une
solution au systéme ([Z8HZ.I0) a été obtenue par Céline Grandmont, Yvon Maday et Paul Metier

dans [13].

2.1.4 Discrétisation en temps et schémas de résolution

Les discrétisations de (Z8H2I0) que j’ai congues dans ce cadre conservent ’énergie au niveau
discret. Expliquons briévement la démarche suivie lors de leur construction. En utilisant (2.0])

et (1), on peut écrire
d .
= o) s (2.11)

RiG-7) = (2

= <%+9H>2(x+u)
— it <%(e’m) +éu> (02 +w). (2.12)

Le premier schéma proposé repose sur une discrétisation de chaque terme de (2.12]). Dans le
second schéma, on discrétise tout d’abord s = (% + 0I0) (z + u) (voir ([Z2I)) puis R)(p—7)
via (2II) (voir le premier terme de (2.20)). Des deux approches, seule la deuxiéme garantit la
préservation du moment cinétique.

Un ingrédient essentiel dans ce qui suit est la discrétisation au point milieu qui vérifie :

Ant1/20n41/2 + Any 12004172 = [abl,, g,
ol les notations suivantes ont été utilisées :
L *n+1 + *n . L *n+1 — *n
*n41/2 = — 5 *n+1/2 = N

Ici, At est le pas de temps considéré et * est une quantité générique.
Avant de présenter les algorithmes, il reste & définir ’énergie et le moment cinétique discret. A
un pas de temps t,, on les calculera par

1 1 1
&= gMit+ 5 [t [ o) setu). (2.13)
2 2 Jq 2 Jo

et
Tn 1= / psn - (x + uy).
0

Ici s, est une discrétisation de (2.0]), qui n’est pas la méme dans les deux schémas, schémas que
I’on peut (enfin!) expliciter.
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2.1. Schéma conservatif pour la formulation co-rotationnelle

Algorithme 8. Soit 79 € R?, 79 € R?, 6y € R, 90 € R, up € X, et des forces extérieures
(fn41/2)neN €t (gny1/2)nen données. On suppose que Ty, Tn, On,Opn et up,u, € X ont déja été

calculés. Le calcul de Typi1, Tnt1, Ont1, Ont1 €8 Unt1, Unt1 € X est effectué en résolvant

MTy1)2 = /an+1/2 + /an+1/2a (2.14)
1 . . Hn Upa1 + 9nun .
— (/ POn1 (T + upi1)? — / pOn(x +un)2> + / plp 2t g1 /2
At \Ja 0 Q 20,112
= By12(I(z + tpq1/2)), (2.15)
i} Oniiting1 — Optin, . o
/QP <Un+1/2 + I Zt + 110, 12001172 — Onbntar(z + Un+1/2)> v
+ [ ot ):6(0) = Buaajalo) Vo X. (2.16)

o
Bpy1/2(v) = / fn+1/2'v+/gn+1/2'v-
Q Q

Dans ce schéma, la discrétisation de la vitesse relative est effectuée selon
Sn 1= U + OpII(z + uy,). (2.17)

Le moment cinétique discret n’est conservé qu’a lordre At? par l’algorithme. En revanche, le
schéma, suivant le conserve exactement.

Algorithme 9. Soit 7o € R?, 7 € R%, 0y € R, ug € X, sg € [H'(2)])? et des forces extérieures
(frt+1/2)nen, et (gny1/2)nen données. On suppose que Tn, Tn, On,On et up,un, € X ont déja été

calculés. Le calcul de Typi1, Tnt1, Ong1, Ont1 €8 Unt1, Unt1 € X est effectué en résolvant

MTpi12 = /an+1/2+/rgn+1/2, (2.18)
Tni1jz = Buprp(l(@ +upiis2)), (2.19)
G(Snﬂ/z,5n+1/2,9n+1/2aun+1/2;v) = Buii2(v) Yv e X, (2.20)
avec
G(5,s,0,u;v) == / p(é+9Hs)-v+/ o(u) : e(v)
) Q Q

$n+1/2 = ?:Ln+1/2 +én+1/2H(.%'+’U,n+1/2). (221)

C’est en fait 'équation (2.19]) qui garantit la préservation du moment cinétique.
Comme annoncé précédemment, ces deux algorithmes préservent I’énergie au sens du théoréme
suivant.

Théoréme 10. Les algorithmes [8 et [ définis par 2I4H2TI6) et (ZI8H220), respectivement,

vérifient

Ent1 —&n = A75(/an+1/2 : Sbn+1/2 + Agn+1/2 : Sbn+1/2)-
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Chapitre 2. Analyse numérique et formulation co-rotationnelle

Ici , &, est 'énergie totale du systéme définie par (ZI3) ou s est définie par [2IT) dans [’algo-
rithme [8 et par 221)) dans l'algorithme [d. La discrétisation en temps de ¢ est donnée par

Pni1/2 = Tnr1j2 T Bo, y Snt1/2-

2.1.5 Discrétisation en espace et caractére bien posé de ’algorithme

On se restreint dans la suite & I'algorithme [@ On discrétise maintenant les déformations wu,
suivant un espace d’éléments finis V},, en gardant les mémes notations que précédemment pour
simplifier 1a présentation. Pour garantir que la discrétisation compléte de w,, appartienne & X, il
est nécessaire d’introduire deux multiplicateurs de Lagrange o, 112 € Ret B, 412 € R? associés
respectivement aux contraintes d’orthogonalité u, 1o € X" et wu, 1/0 € X' Le systeme
complétement discrétisé qui découle de (2:20)) est alors le suivant :

G($n+1/27$n+1/270n+1/27un+1/2;v) + Oén+1/2/ﬂpv -z + /ﬂpﬂnH/Q U= Bn+1/2(?)) Vo € Vp,

/qunﬂ/z'ﬂl“ = 0, (2.22)

/Pun+1/2 = 0.
Q

S’il est facile de calculer directement 3, /9, par

1 .
Pryi2 = M </Q R;—n+1/2fn+1/2 + /FR;—nﬂmg’H’l/z) - R;—n+1/27—"+1/2’

le calcul de a1 /9, parametre associé a la rotation doit faire 'objet d’une sous-boucle. Les deux
premiéres équations du systéme ([2.22)) sont alors réécrites sous la forme :

G (041 — O, Al) ‘ Mz Un1/2 Cnt1/2(Ons1 — On, AL)
- , (2.23)
(MTiz) " ‘ 0 i1 /2 0
ou B
o G(6,At) := M (21 +611)* + A#2S,
® Cpp12(6,At) == M(QI + 6H) (2uy,, — O6Ilx) 4+ 2M Ats,, + AtQBnH/Q,
b Bn+1/2 = Bn+1/2 - fQ PRJHI/Q%nH/z - v.
Dans ce cadre, I'équation (2.19)) s’écrit
h(0ni1 — 0n, At) = 0, (2.24)
avec
h(,At): = 46(x + upy1/2) - M(z + Upy1/2)

+ <—5M(m + up) + 28t MTLs,, + APTIR, 5By /2) (@ + sy ),
ol Uy, 1/2 est la solution de ([223)) qui correspond & 6,41 — 6, = 6. On a alors le résultat suivant :
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2.1. Schéma conservatif pour la formulation co-rotationnelle

VYV AT
SRR, SRR,
PR EER
RO RREREKLY

VAV LR

FI1GURE 2.1 — Déformation du maillage et contrainte élastique & différents pas de temps, simulée
a ’aide du schéma co-rotationnel.

Théoréme 11. Etant donnés Epmar > 0, Bpaz > 0, v > 0, supposons qu’a un temps t, on ait
En < Emazs |1Bryiy2ll < Bmaz, ot || - || est une norme sur Vj, et

v<x-M(x+upy). (2.25)

Alors, il existe At* > 0 dépendant de Emaz, Bmaz, €t V tel que, étant donnés At < At*, 7,, T,
Ony Un, Sn, et les forces extérieures fny1/2 et gni1/2, il eviste 0,11 € R satisfaisant 2.24) (avec
Up41/2 la solution correspondante de ([2.23))).
De plus, il existe 6T (At), 6~ (At) tels que

o limas 00T (AL) = 2,

e limpay 00~ (At) = =2,

o 0,41 € [0+ (AL),0, + 5 (AL))].

Notons que la condition (225]) avait déja été obtenue par un autre biais dans [13].

2.1.6 Cas de la dimension 3

L’algorithme [ a ensuite été adapté au cas de la dimension 3. Dans ce cadre, le moment
cinétique ne peut plus étre préservé strictement. Son module 1’était cependant. Je ne détaille
pas plus ici 'algorithme, qui bien que plus technique, reprend les idées de la dimension 2, et je
renvoie & la publication [G] pour une description compléte.

2.1.7 Tests numériques

Les algorithmes précédents ont été testés sur de nombreux exemples. Je n’en reproduis
qu’un seul ici, en renvoyant une nouvelle fois & la publication elleeméme pour d’autres résul-
tats numériques. On considére un disque élastique, lancé en rotation sans déformation initiale.
La solution numérique reproduit donc une oscillation entre I’énergie de rotation et 1’énergie
élastique emmagasinée. La suite de figures 2.1l montre le résultat de la simulation obtenue par
Palgorithme @l I’évolution des différentes énergies et de le vitesse angulaire est représentée sur la
figure 2.2l On peut aussi comparer sur cet exemple simple différents schémas. Plusieurs qualités
des schémas ont été mis en évidence par les tests numériques. Le principal avantage réside dans
la possibilité de travailler avec des pas de temps beaucoup plus grands (10 fois plus grands dans
certains exemples) que dans les approches standard.
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Chapitre 2. Analyse numérique et formulation co-rotationnelle

2
g ° 300—= — )
g = oL a0 | —E tot
% 15 S _ vy oy ws s umrEocin
%) g 2000 = v WV NeeeE élas.
2 10 —co-rot. lin. = — Mo. cin.
£ ---co-rot. nonlin.| 3100 ;& & non s
g 5 --nonlinear & IR A
=} ol ‘..' Ad : " l “.l
0 0.2 0.4 a 9 05
Temps Temps

FIGURE 2.2 — A gauche : vitesse angulaire obtenue avec les schémas standard, co-rotationnel et
co-rotationel non linéaire. A droite : évolution des différentes énergies et du moment cinétique
dans le cas du schéma co-rotationnel linéarisé.

2.2 Prise en compte du contact et de la friction

Cette section décrit les résultats obtenus dans [I].

Cette partie concerne un second travail, réalisé en collaboration avec Barbara Wohlmuth,
Alexander Weiss et Patrice Hauret, ou D’algorithme [ a été adapté pour pouvoir traiter des
problémes de contact.

2.2.1 Modéle

On ajoute maintenant au modele présenté a la section 2. 1.1]1a prise en compte de contact avec
friction. On garde les notations précédentes. Pour étre modélisé, le contact nécessite I'introduction
d’une fonction v¢o : ' — R qui modélise la distance entre la partie I'c € 0f) susceptible de
rentrer en contact avec la frontiére I', d’un obstacle €2, suivant le vecteur normal v par la formule :

Yo = (T — ) - v,

o 7, est la projection le long du vecteur normalfd v, comme l'illustre la figure 2.3l On introduit

X

\K‘

v, [ 80
™ ()

FIGURE 2.3 — Définition de y¢

également le tenseur des contraintes de Cauchy o défini par

_ 1
det F

o FTYSF,

5. Cette fonction n’est pas la projection sur 'obstacle.
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2.2. Prise en compte du contact et de la friction

ou X et F sont respectivement définis par (23) et par (2.2)). Pour exprimer les conditions de
non-pénétration et de friction, il est utile de définir la pression de contact et la force tangentielle
exercée par le solide par

o, = (Jl/) ‘U, Oy:i=0V— 0,

Il sera également fait appel aux déplacements normaux et tangentiels :
dy,:=d-v, d;:=d—d,v.

On rappelle que le déplacement d est défini par d(z) := ¢(z)—z. La condition de non-pénétration
de I'c dans €2, peut étre exprimée via les conditions de Karush-Kuhn-Tucker :

o >0, o0,<0, 0,7 =0. (2.26)

La premiére relation correspond & la condition de non-pénétration. La deuxiéme correspond & la
réaction du support. En présence d’'un phénomeéne de friction modélisé par la loi de Coulomb de
coefficient §, une force tangentielle résistante s’applique au solide selon

lor| = Flow| <0, dr + B%0. =0, dy(Jos] —Flow|) =0, (2.27)

ot 32 est le coefficient de frottement dynamique. )
Résoudre le probleme de dynamique associé a ce contexte revient alors a trouver (d,\) tels que
pour presque tout ¢t € [0,T], d(t) € V, A(t) € M(\) et

m(d,n) + an(d,n) +b(n, ) = F(n), nev,

. ~ 3 (2.28)
br(d,pp = A) < (yospw — A)y € M(N),

ou V représente l'espace des déplacements, M est ’espace de multiplicateurs de Lagrange, espace
dual de la trace W de V restreint a I'¢ et ou

M) i={pe M: (&) <F(\, &), pour tout € € W tel que &, < 0}

et

; . ow
m(d,n) = / pd-n,dz, any(d,n) == G—E(E(d)) S (FTVn)d
Q Q

b(n, ) == by (n, p) + br(n, n) == (M, ) + (117, ir) ::/1“ Uu#ud8+/r Nrhrds.
C C

2.2.2 Décomposition co-rotationnelle
En appliquant les mémes raisonnements qu’a la section 2.1.2] pour introduire les variables de
la formulation co-rotationnelle, on obtient les correspondances suivantes :
m(d,n) = m(s + 0TLs, Ry 7).

ow

anl(da 77) = 0 a—E(E(u)) : ((FTRJVTI> dr = anl(u’R;—n) ~ a(ua R;r’r/)a

o, toujours comme a la section [Z1.2] on a linéarisé le terme associé a ’élasticité par a(u,n) :=

fQ o(u) :e(n).
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Chapitre 2. Analyse numérique et formulation co-rotationnelle

Le reste du travail de reformulation concerne les termes associés au contact et a la friction. On
utilise les approximations suivantes :

V= RGVO, T= RGTOa

ou vy et 79 sont respectivement les vecteurs normaux et tangentiels de la configuration initiale,
c’est-a-dire de 2. Ceci conduit a

Yo (@) = (TRyw Ro(x + u) — Ro(z + u)) - Rovo
= (RgﬂngoRg(x +u)— (z+uw) v

= (RJTI'RQVORQ(x +u) — ) vy — Uy,

oll Uy, := u - vy. Pour continuer & simplifier I’écriture du modéle, on remarque qu’appliquer une
rotation au solide puis appliquer une projection revient au méme que d’appliquer une projection
suivant v sur I'image de I’obstacle par la rotation inverse (voir la figure 2.4)) :

T 6
Re WRQVORG = Trl/o’

ot on a noté 79 la projection sur R, ().

FIGURE 2.4 — Composition de la projection avec la rotation. A gauche : opérateur RJT('RQVORQ,

a droite : opérateur 7730.

En utilisant 'approximation x + u ~ z, on déduit :

Yo () = Yo — Uy,

ot la fonction ¢ g est définie par ¢ g := (79 z — 2) - 1. La condition de non-pénétration (2.20)
s’écrit alors
Uy < YC.65 &Vo (u) < 07 &Vo (u)(uw) - 70,0) = 07 (2-29)

ou & = R, o Ry, tandis que la condition de friction [Z27) devient :
o ()] = Blowg ()] <O, sny + oy (u) = 0, sz, (| (u)] = Flow, (w)]) = 0,

ot on a posé s, := s — (s - 1p)vp. En introduisant A := R X et I'espace

X:z{uéV,/pu-Hsz},
Q
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2.2. Prise en compte du contact et de la friction

on déduit de I'équation (2.28) que le probléme exprimé dans les nouvelles variables revient &
trouver (u, A, 0) avec u(t) € X, A(t) € M(X(t)), 6(t) € R tels que
m(s + 611, IIr) = Fy(IIr) — b(IIr, \),
m( + 01Ls,v) + a(u, v) + b(v,A) = Fy(v), veX, (2.30)
bl/()(unu - )‘) + b’m (S,ILL - )‘) S <’.YC,€7/’LV0 - )‘l/()>7 1% € M()‘)a

ou l'on a posé Fy(v) := F(Ryv). Dans la premiére équation, on a posé r = x + u.
Ce systeme d’équations assure la conservation de ’énergie dans le sens suivant.

Lemme 5. La solution (u,\,0) de [230) vérifie
E = Fy(s) — bry(s, ),

ot l’énergie £ est définie par

&= % (/Q pls|* + /Qa(u) : 5(u)> = %(m(s,s) + a(u,u)) .

La conservation du moment cinétique est aussi vérifiée au niveau continu.

Lemme 6. La premiére équation de (230) est équivalente a la conservation du moment ciné-
tique :

J = Fp(Ilr) — b(IIr, \)

avec

j::/ps-Hr:m(s,HT).
Q

2.2.3 Discrétisation en temps et schémas de résolution

L’adaptation des techniques présentées a la section 2.1.4] permet de discrétiser sans difficulté
les deux premiéres équations du systéme (2.30). La condition de non-pénétration donnée par
la troisiéme équation est par contre plus délicate & traiter. D’un point de vue technique, la
conservation de 1’énergie au niveau discret lors d’un contact nécessite d’imposer une relation
dite de persistence, introduite par Laursen et Chawla [8, [16]. Cette relation s’écrit o,d, = 0
et traduit le fait que la vitesse normale est nulle tant que le contact a lieu. Malheureusement,
Laursen et Chawla ont également montré que cette relation était incompatible avec la condition
de non-pénétration (2.29]). Celle-ci est donc remplacée par la condition de persistance :

by (s"T2, AF2) = 0, (2.31)

On peut montrer qu’avec cette modification, on autorise des pénétrations de 'ordre de sAt. En
contrepartie, la nouvelle relation permet d’obtenir la conservation de 1’énergie. Combinée avec
les conditions de frottement, ’équation (2:31]) devient :

1
b(s"™ %, 1= NFT) < (Al tiy — Avg 2), € M(NYFE),

On obtient finalement le schéma suivant :
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Chapitre 2. Analyse numérique et formulation co-rotationnelle

Algorithme 10. Etant donnés 0y € R, ug € X, so € [H'(Q)]?, des forces extérieures (f”+%)n€N
et (g"Jr%)neN, supposons que 0" € R, u™ € X, s ont déja été calculés. Le calcul de "1 € R,
utl e X, st e Vet ATtE € M()\"Jr%) est effectué en résolvant :

m(™ 4 0" I ) b A — ),
m(SnJr% + 9n+%H5"+%,v) + a(u"+%,v) + b(v, )\"+%) = F"+%(v) vEX, (2.32)
B(s™E, = XRY < (3 g, — A %), € M(ATH),
systéme qui est complété par la contrainte cinématique :

1 . 1 n42 1
"t ="t g 2qpnta,

On peut alors montrer le théoréme suivant.

Théoréme 12. L’algorithme[I0 préserve ’énergie et le moment cinétique au sens ot
= En <AL (P (7)< by (s, X))

ol l’énergie discrete est définie par

1
E" = §(m(5", s") 4+ a(u™,u")),
et

JrH - g = A (FrE (M) - b )
ot le moment cinétique discret est défini par
J" = m(s" IIr").

On peut également construire une version simplifiée de ’algorithme [0, en remplagant le
terme 7 par x. Je renvoie aux tests de la section 225 a I'article [I] pour plus de détails sur cette
approche.

2.2.4 Reésolution des non-linéarités

Pour résoudre le systéeme (2.32]), on a recours & une méthode de résolution d’inégalités vari-
ationnelles introduite par Kunisch et Ito [I5]. Dans le cadre considéré ici, cette méthode d’acti-
vation de contraintes consiste & chaque pas de temps en la réalisation d’une boucle interne de
mise & jour des points de contact, jusqu’'a ce que les conditions de 'inéquation de (2:32]) soit

satisfaite. Cette itération est effectuée en méme temps qu’une boucle de Newton pour trouver la
1

valeur de 6 )

2.2.5 Quelques tests

Encore une fois, je ne reproduis qu’un seul test ici, en renvoyant & la publication elle-méme
pour d’autres résultats numériques. On considére un disque élastique entrant en contact avec
un plan. Le contact a lieu avec un frottement. La figure montre différents instants au cours
de I'impact. Les figures et 2.7 montrent I’évolution de différentes grandeurs au cours de la
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2.2. Prise en compte du contact et de la friction

simulation. Sur cet exemple, on observe des résultats quasi-identiques avec trois algorithmes : un
schéma, de résolution standard non-linéaire, ’algorithme [10l et une version complétement linéaire
ou l'on a fait la simplification r ~ x.

Le gain apporté par les deux schémas issus de la formulation co-rotationelle se mesure en terme
de nombre de sous-boucles de résolution effectuées a chaque pas de temps. Celui-ci est divisé par
3 ou 4 dans les schémas co-rotationnels.

FIGURE 2.5 — Disque rebondissant sur un plan avec friction. Simulation & différent instants.

S(l%lséma co-rotationnel 10\/ersion linéarisée §gbéma non-linéaire
X X X

g° g° g°
) ‘ ) ] = ]
3 4 —}‘; t(?t. - s 4 —E t(?t, _ 3 4 —E t(.)t. B
g —E. cin. g —E. cin. g —E. Fm.
Iy —E. élas. o2 —E. élas. o2 —E. ela.s.
50 — Mo. cinl. 50 — Mo. cinl. ‘50 — Mo. cin.
— — —
o0 o0 o0
g g <
= oo 0.05 01 ™o 0.05 01 ™o 0.05 0.1
temps temps temps

FIGURE 2.6 — Energie et moment cinétique au cours de la simulation avec 'algorithme [0 (&
gauche), sa version linéarisée (au milieu) et un schéma de résolution non-linéaire standard (&
droite).

Translation Vitesse de rotation Angle
8 P 0.05
= corot
6 T —linr 0
4 I3 —nonlin ~0.05
> g 0 .

2 —corot 3 -0.1) [—corot
— o _ e | |

0 linr } 2-1 ~0.15 linr )
—nonlin —nonlin

% 2 4 6 % 005 01 015 0.2 0% 005 01 015 02

X temps temps

FIGURE 2.7 — A gauche : translation. Au milieu : vitesse de rotation .A droite : angle de rotation.
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Chapitre 3

Algorithmes d’accélération par
pré-calcul

Résumé : dans cette derniére partie, on présente deux méthodes permettant d’accélérer la
résolution d’EDP grace & une phase de pré-calcul.

La premiére méthode est dédiée a la résolution de I’équation de Schrédinger instationnaire
décrivant l'interaction d’une particule quantique avec un laser. Le pré-calcul consiste a cal-
culer un certain nombre d’opérateurs associés a ’évolution sur un pas de temps. Le paramétre
d’indexation de cet ensemble est celui de la valeur du champ délivré par le laser. La méthode
numérique résultante est dans certains contextes plus performante que la méthode du splitting
d’opérateurs de Strang, habituellement utilisée.

La deuxiéme méthode concerne quant & elle un probléme elliptique de minimisation sous con-
trainte d’inégalité, tel qu’on peut en rencontrer en simulation de contacts mécaniques. Le cadre
de travail est celui des méthodes de base réduite, ot I'espace de résolution est généré & partir
d’échantillons obtenus par des calculs trés précis de type éléments finis. Le cadre que I'on pro-
pose permet de résoudre le probléme d’optimisation & 'aide d’outils standard et une méthode
d’enrichissement est présentée pour assurer le bon conditionnement du systéme d’optimalité et
donc la stabilité du calcul.

Introduction

Cette derniére partie est consacrée & deux méthodes basées sur des techniques de pré-calcul.
L’idée est ici de profiter d’'une phase préliminaire éventuellement cotiteuse en temps pour, le
moment venu, résoudre rapidement un probléme donné.
La premiére méthode fut en fait introduite par des chimistes pour traiter des problémes de
controle quantique. Comme je I’ai expliqué au chapitre [l de la partie [l de ce mémoire, ce domaine
requiert de nombreuses résolutions de ’équation de Schrodinger. L’idée de la méthode consiste
a pré-calculer un certain nombre de matrices intervenant dans ces résolutions.
La deuxiéme méthode concerne une méthode de base réduite dédiée aux inégalités variationnelles.
Le travail a consisté & trouver une formulation de problémes d’optimisation elliptiques sous
contrainte d’inégalité adaptée aux bases réduites.
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3.1 Meéthode du Toolkit

Cette section décrit les résultats obtenus dans [L].

Les problémes de controle optimal nécessitant souvent de nombreuses résolutions de ’équation
d’évolution considérée, il est crucial de disposer de méthodes de résolution efficaces. La méthode
dite du Toolkit, basée sur une discrétisation des valeurs du controéle, a ainsi été introduite par
des chimistes pour traiter des problémes de controle bilinéaires. Cette technique correspond & la
notion de quantification que ’on rencontre dans le domaine du traitement du signal. Dans un
premier temps, on a proposé une premiére analyse de ce type de schéma [[J. Cette analyse est
complétée par 'introduction de modification permettant d’augmenter ’ordre de convergence en
temps et de rendre transparent l’effet de la quantification des valeurs du controle. Enfin, on a
indiqué comment coupler cette méthode aux schémas monotones présentés a la section [].

3.1.1 Présentation de la méthode

La méthode dite du Toolkit fut introduite dans |29, B0] pour résoudre rapidement des équa-
tions de Schrodinger de la forme suivante :

{ iopp(z,t) = H(e(t), )y (x,t), = €R (3.1)
Y(x,0) = Po(x), z €RY, ‘

ou H(e(t),z) = Hy—pu(x)e(t) avec Hy = —A+V. Le terme A est le Laplacien, qui est opérateur
associé a I’énergie cinétique du systéme, et le terme V = V' (x) représente le potentiel électrosta-
tique dans lequel évolue le systéme. Je renvoie a 'introduction du chapitre [[ de la partie [l pour
plus d’informations sur les différents termes de cette équation.

L’idée de la méthode est de calculer dans une phase préliminaire des d’opérateurs de la forme
exp(—iH (e, z)At) associés & un ensemble discret de valeurs de la variable €. Concrétement, ceci
revient a construire une famille de matrices indexée par des valeurs quantifiées du controle. Le
travail qui suit ne traitant pas des questions de discrétisation en espace, les résultats et algo-
rithmes seront présentés sous forme continue en espace.

Dans tout ce qui suit, on suppose le controle €(¢) borné en norme L.

Vi € [0,T], &(t) € [emin, Emax)- (H)
La méthode repose sur une discrétisation des valeurs du controle selon :
€¢ = €min + lAe, £ =0...m, (3.2)
ot Ac est le pas de discrétisation du champ et m = =mexcimin T algorithme est le suivant.

Algorithme 11. (Méthode du toolkit)

1. Pré-calcul. Calculer le toolkit, c’est-a-dire ’ensemble des opérateurs
S¢(At) for £ =10,--- ,m,

ot (Sp(t))ier est le semi-groupe a un parameétre généré par lopérateur Hy — uéy, la suite
(€0)e=0,-.. m, €tant définie par ([B.2).

2. Etant donné un controle € satisfaisant Uhypothése [H) et une condition initiale 1/15( = o,
la suite d’approzimations (¢JK)]-:0,___,N de (¥(t}))j=o,..N, est obtenue itérativement suivant
la boucle :
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(a) Trowver :
b = argmine_y i {le(ty, 1) — &),

(b) Calculer ]ﬁl = Szj(At)l/f]K-

Dans sa forme originale, la méthode ne stipulait pas de considérer la valeur du controle

e(t i+l ) au point milieu. Ce choix permet cependant de gagner un ordre de convergence.
2

3.1.2 Analyse de la méthode

L’intérét de ’algorithme apparait dans le résultat suivant.

Théoréme 13. Soite € W°°(0,T) et 1 la solution correspondante de ([B.1). Soit également
Uapproximation de ¢ obtenue par l'algorithme[l1l avec un pas de temps At > 0 et de discrétisation
du controle Ae > 0. Il existe A\; > 0, Ag > 0, indépendants de ||e|| 1o 1) tels que :

[9(T) =™ (1) 2 < MAe + XAt
De plus, il eziste v1 > 0, va > 0 dépendants de |||ly1.101) tels que :
[(T) = ™ (D)l gz < v1le + A2,

Un avantage important de cette méthode est donc que 'approximation obtenue ne dépend pas
de I’amplitude du controle considéré. Cette propriété n’est pas vérifiée dans d’autres algorithmes
souvent utilisés, comme par exemple le Splitting de Strang.

3.1.3 Variantes et augmentation de 1’ordre de convergence

L’analyse développée pour obtenir le théoréme [[3] a permis de construire deux variantes de
I’algorithme 1] dont les ordres de convergences sont meilleurs.

Cas des champs faibles

Cette premiére variante permet d’augmenter 'ordre de convergence par rapport au paramétre
At.

Algorithme 12. ((Méthode du toolkit améliorée dans le cas des champs faibles)

1. Pré-calcul. Calculer le toolkit, c’est-a-dire ’ensemble d’opérateurs
S¢(At) for £=0,--- ,m,

ot (Sp(t))ier est le semi-groupe a un parameétre généré par lopérateur Hy — uéy, la suite
(€0)e=0,... ,m, €tant définie par [B.2). Ajouter a cet ensemble les deux éléments spéciaux

1 3 4 3
Q = eHoHAY o — gaguit’,

2. Etant donné un controle € satisfaisant ['hypothese [H) et une condition initiale wéK = 1o,
la suite d’approzimations (¢]I~K)j:0,___,N de (Y(t5))j=o0,...,N, est obtenue itérativement suivant
la boucle :
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Chapitre 3. Algorithmes d’accélération par pré-calcul

(a) Trouwver :
;= argming_; ., {le(tj11/2) — Eel},

(b) Calculer o et B; tels que :

e(ty —e(ty .
aj = (]Jrl)At (]) — 6(7fj+%) —}—O(AtQ),

e(tjrr) — 2e(t; 1) +e(ty)

Bj = Ap = &(t;, 1) + O(AP).

(c) Set Jlfl = ng(At)QaJ'@ﬁn/ij.K.

Cet algorithme est analysé dans le théoréme suivant.

Théoréme 14. Soit ¢ € W2°°(0,T) et 1) la solution correspondante de (3.1)). Soit également
W Dapprozimation de 1 obtenue par Ualgorithme 12 avec un pas de temps At > 0 et de
discrétisation du controle Ae > 0. II ewiste Ny > 0, Xy > 0, avec \| indépendant de ||| 1o 1)
tels que :

[O(T) — 95Tl < X, Ae + NpAE.

La dépendance de A, a la norme du contrdle est révélée dans I’étude de convergence par le
fait que 'erreur dépend du commutateur [[Ho, ul, Ho— ,ue‘} . Ce terme apparait dans I’analyse par
I'intermédiaire de la fonction ¢;(s) := S;(tj41 — s)uS;j(s —t;) et de ses dérivées. Dans la preuve
théoréme [[3] seule la premicre dérivée de ¢;, dont la norme est indépendante de |[e]|ze (0,7
intervient. L’analyse menée dans la preuve du théoréme [I[4] montre par contre que la dérivée
seconde y joue un role. Or la norme de cette fonction dépendant de ||| o (o,7)-

Cas des champs forts

Pour diminuer la taille du terme d’erreur associé a la quantification, on a proposé ’algorithme
suivant.
Algorithme 13. (Méthode du toolkit améliorée dans le cas des champs forts.)

1. Pré-calcul. Calculer le toolkit, c’est-a-dire l’ensemble d’opérateurs
Sy¢(At) for £ =0,--- ,m,
ot (S¢(t))ier est le semi-groupe a un paramétre généré par 'opérateur Hoy — péy, la suite
(€0)0=0,... .m, €tant définie par ([B2).
2. Etant donné un controle ¢ satisfaisant Uhypothése [H) et une condition initiale Q/JE]IK = 1y,

la suite d’approzimations (¢}IK)J‘:O,...,N de (¥(t}))j=0,...N, est obtenue itérativement suivant
la boucle :

(a) Trowver {; tel que :
e(tjy1/2) € [Ee;580,41]-
(b) Calculer o et B; tels que :

ajée, + B = ety
Oéj—}—,ﬁj = 1.
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3.1. Méthode du Toolkit

(¢) Calculer 37_{_(1 = ng_,_l(At)ﬁngj (At)ajd)}]K.

Dans cette derniére méthode, on doit calculer deux exponentiations a chaque pas de temps de
la simulation. On peut cependant réduire ce cotit a trois produits matrice-vecteur en pré-calculant
les matrices permettant le passage entre deux bases diagonalisant deux éléments du toolkit liés &
deux termes consécutifs. L’analyse de cette derniére méthode débouche sur le théoréme suivant.

Théoréme 15. Soit ¢ € W3°(0,T) et 1) la solution correspondante de ([B.1)). Soit également
K Dapprozimation de 1) obtenue par Ualgorithme avec un pas de temps At > 0 et de
discrétisation du controle Ae > 0. Il existe A{ >0, Xy > 0, indépendants de ||| Lo (0,1 tels que :

[9(T) = 75 ()2 < X AeAt + AL,

3.1.4 Tests numériques

Une série de tests numériques a ensuite été réalisée pour vérifier d’'une part que les ordres
obtenus dans les théorémes étaient optimaux, d’autre part pour comparer les méthodes avec la
méthode standard du splitting d’opérateurs de Strang. Toutes les expériences qui suivent ont
été réalisées sur le modele de la molécule HCN décrit plus précisément & la section [[.2.1] du
chapitre [l de la partie [l et surtout dans I’article [A].

Ordres de convergence

Dans une premiére série de tests, on a évalué numériquement les ordres de convergence des
différentes méthodes. Les résultats, tels qu’ils apparaissent sur la figure B.I, montrent que les
ordres des théorémes correspondent & ceux obtenus empiriquement.

1
T F
—o— splitting a=1.9979 [ Tookit_a=0.98935]
& -t [| T Infinite Toolkit a=2 ~
,410 E| —+— Improved Toolkitl a=3.103 3 ~
_ —&— Improved Toolkitll a=2.0001 .
~~i02 —
=~ &~
g -3 \-/S 107
10 "¢
S 3
S} S
[ |
—~ 10"
S &~
0 —
10° L 107 .
10° Tpfa 100 107 0° 02
At/ Ac/emax

FIGURE 3.1 - A gauche : erreurs en fonction de At, lorsque Ae = 0 pour la méthode du Toolkit,
la premiére variante correspondant & l’algorithme et la seconde variante, correspondant &
lalgorithme [I3], testée avec Ae = cAt, avec cR™ . Ici, 1)™%™ représente I’approximation obtenue
par les différentes méthodes. Le coefficient a est la pente des droites, calculée par régression
linéaire.
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Chapitre 3. Algorithmes d’accélération par pré-calcul

Coit de calcul

Une seconde série de tests a permis de calculer effectivement le nombre de produits matrice-
vecteur nécessaires pour obtenir une précision Tol fixée a I’avance. Le tableau B.1] rend compte
de ces valeurs. Il a été obtenu en divisant itérativement par deux les pas de temps et de discréti-
sation du contréle jusqu’a ce que ’erreur soit inférieure & Tol. On a également testé une version
quantifiée de la deuxiéme variante, ou les coefficients a; et §; sont également quantifiés (sur 100
valeurs) et ou les produits ng“(At)Bﬂ' Sp; (At)% sont pré-calculés. Ces résultats montrent que

N = Alt Produits Matrice-Vecteur | m = =qax
Splitting d’opérateurs 16384 32768 -
Toolkit (Algo. [II)) 8192 8192 16384
Variante champs faibles (Algo.[12]) | 1024 2048 16384
Variante champs forts (Algo. [13)) 4096 12288 16
Version quantifiée (Algo. [13) 4096 4096 6400

TABLE 3.1 — Valeurs numériques correspondant & une précision de T'ol = 5.1073.

les méthodes de Toolkit donnent systématiquement des meilleurs résultats que le Splitting de
Strang.

Il faut également noter que la seconde variante rend la quantification des valeurs du controéle en
quelque sorte transparente puisqu’un petit nombre d’éléments pré-calculés suffit & obtenir une
bonne approximation.

3.1.5 Couplage avec les schémas monotones

Cette section décrit les résultats obtenus dans [J].

Un second travail a consisté & mettre en place un couplage entre la méthode du Toolkit
présentée ci-dessus (dans la version correspondant a l'algorithme [I1]) et un algorithme monotone
tel que présenté au chapitre Il de la partie[ll Un couplage naif des algorithmes monotones et de la
méthode du toolkit, peut par exemple consister en une simple projection & chaque itération du
controle sur I’ensemble des valeurs quantifiées associées au Toolkit. Cette approche ne fonctionne
généralement pas. La monotonie de ’algorithme n’est en effet pas garantie par ce procédé. La
stratégie que j’ai proposée avec Gabriel Turinici et Mohammed Belhadj consiste & utiliser la
factorisation présentée au chapitre [l de la partie [l pour en tirer un critére de choix d’une valeur
optimale du contréle & chaque pas de temps. Dans le cas d’une résolution a 'aide de la méthode
du Toolkit, cette factorisation est de la forme :

N-1

J() = J(e) = At > (¢ — e JK (x5 U511, (3.3)

J=1

pour une certaine fonction K. Dans cette équation, J est la fonctionnelle & minimiser, € est un
controle connu, & valeurs quantifiées (permettant I'utilisation de la méthode du Toolkit) et &’ est
un controle & valeurs arbitraires, qui reste & déterminer pour optimiser J(g’).

On peut maintenant expliciter I’algorithme. Dans la formule (8.3), ¢ et €’ correspondent respec-
tivement & deux controles successifs e* et ¢+l
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3.2. Méthode de base réduite pour les inégalités variationnelles

Algorithme 14. Supposons qu’on dispose a Uétape k d’un controle ¥ = (egk)j=1,.,N—1, 0T Eé?
est Uindice correspondant & la valeur quantifiée du contréle utilisée au pas dejtemps 3. Le calcul
de €11 ou, de maniére équivalente, de (T’f+1)j:1,___,N—1 est effectué séquentiellement par rapport
aj en 4 étapes.
o Calculer une valeur € du contréle minimisant le terme courant de la factorisation (3.3)),
e Projeter cette valeur sur le Toolkit. On note €F;c+1 cette valeur.

k+1

Calculer (afé_cﬂ - Erf)K(X} §I+1)

Si cette quantité est positive, garder [’ancienne valeur du contréle en posant rf“ = rf.
Sinon mettre a jour cette valeur en posant 7“;.“'1 = f}“l.

Avec la méthode du Toolkit, seule la premiére des 4 étapes est coﬂteuse@. Ce résultat s’est
traduit dans les tests numériques par le fait que cette méthode permet de reproduire & moindre
colt les performances d’autres algorithmes, en particulier des algorithmes monotones.

3.2 Meéthode de base réduite pour les inégalités variationnelles

Les méthodes de base réduite [23 [11], 20] font 1'objet de nombreux travaux depuis une dizaine
d’années mais n’avaient pas été utilisées dans des problémes contenant des contraintes d’inégalité.
Dans un travail en cours mené en collaboration avec Barbara Wohlmuth et Bernard Haasdonk,
j’ai construit un cadre permettant un traitement efficace de tels problémes.

3.2.1 Probléme considéré

Le probléme que l'on considére ici est elliptique. Son cadre est le suivant. On considére
deux espaces de Hilbert V, W de dimension finie. En pratique, ces ensembles seront des espaces
d’éléments finis. Les produits scalaires correspondant sont notés (-, )y, (-, )y et || -|lv, || |lw. On
se donne ensuite un ensemble X C V convexe fermé non vide et un cone convexe M C W. Le
modéle auquel on s’intéresse est décrit a l'aide d’un vecteur de paramétres p € P C RP p € N.
Pour construire le systéme d’équations, on introduit une forme bilinéaire a(-,-; ) continue et
elliptique sur V' x V. Les constantes de continuités et d’ellipticité sont notées respectivement
Ya(p) et a(p). On considére également une seconde forme bilinéaire continue b(-,-) cette fois-ci
définie sur V' x W. On note =, > 0 sa constante de continuité. On la suppose de plus inf-sup
stable c’est-a-dire qu’il existe 5 > 0 tel que

inf sup b(v, n)/([[v[|v [[nllw) = 8 > 0.
neW yev

Enfin, on se donne deux formes linéaires continues f(-;p) € V' et g(-; u) € W’. Les constantes
de continuités vy,(p), a(p) ainsi celles de f et g sont supposées uniformément bornées inférieure-
ment par rapport au vecteur de parameétres .

Etant donné g € P, le probléme général que ’on envisage dans ce chapitre consiste & trouver
un couple (u(p), \(p)) € V' x M vérifiant :

a(u(p),v;p) +b(v,A(w)) = flosp), veV (3.4)
blu(p),n —Ap) < gn—Ap)ip), neM. (3.5)

L’existence et 'unicité de la solution sont bien stir garanties aux vues des hypothéses considérées.
Ce type de formulation s’applique par exemple a des problémes de contact statique.

6. Mais cette étape peut-étre parallélisée, comme 'explique le chapitre [l de la partie [l

79



Chapitre 3. Algorithmes d’accélération par pré-calcul

3.2.2 Trois formulations adaptées aux bases réduites

Plutot que de considérer une approche par éléments finis pour résoudre (34H3.5), on souhaite
profiter d’une phase de pré-calcul permettant de construire une base de résolution de petite
dimension. La premiére difficulté consiste a garantir la stabilité inf-sup du probléme réduit ainsi
obtenu. Dans ce but, on introduit un opérateur B : W — V défini par application du théoréme
de représentation de Riesz selon la formule :

<U’B77>V = b(”ﬂ?), \V/U € V,77 € W

En suivant la démarche proposée dans [24], on utilise cet opérateur pour construire ’espace
réduit de la maniére suivante :
e Soit S = {pqy,...,un} C P un échantillon fini de paramétres et les couples de solutions
(w(pe;), A(t;))i=1,...N correspondants.
e On définit Wy := span{)\(ul)}N | C W comme espace réduit de dimension NV := dim Wy
et de base {1 1 C M) HY
e L’espace redu1t est défini par

Vi 1= span{u(p,), BA(ui)} € V (3.6)

. . . \4
On note sa dimension NV := dim Viy et une de ses bases orthonormales {¢;} .

e On définit alors le cone
NW
> i)l > 0
i=1

qui est également un sous ensemble de M convexe et fermé.

Ici, indice N n’est pas forcément égal a la dimension. Il représente le nombre d’éléments con-
sidérés pour construire la base réduite. L’enrichissement de la base, spécifié par (3.6]) joue dans
la suite un role aussi bien théorique que pratique. Il permet en effet de garantir ’existence et
l'unicité d’une solution au probléme réduit qui va étre construit (voir le théoréme [T6]) et garantit
le bon conditionnement de ce dernier (voir les tests numériques présentés a la section B2.0).
Notons également que ’on peut choisir la base (él)f\!f de Wy de telle sorte que b soit diagonale,
ce qui se traduit algébriquement par

b(pi, &) = ij. (3.7)

Cette propriété des bases (wl)fg et (fz)f\g est parfois appelée b-bi-orthogonalité.
Notre but est maintenant de calculer rapidement une solution réduite uy () € Vi, An(p) € Wy
en résolvant, pour pu € P, le probléme :

a(un(p),on; ) +b(on, An(p)) = flunsp), wvnv € Vy (3.8)
blun(p),ny —An(r) < gy —An(p);m), 71y € My (3.9)

Dans ce probléme, les solutions ne sont plus recherchées dans les espaces de grandes dimensions V
et W, mais dans des espaces potentiellement plus petits. En introduisant les matrices et vecteurs

An(p) = (alps i >>£VjileRNVXNV,
By = (e &N " e RNV,

Fo) = (fleam)is 1€RN

gy = (g )Yy e RN,

on peut aussi écrire ce probléme sous la forme discréte décrite dans le lemme suivant.
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Lemme 7. La solution (un(p), An(p)) du probléme (F.813.9) avec UN(H) = Zf\i‘; un,ip; et
An(p) = ZZ]\L‘T AN ot uy = (UN,z)f\;‘i e RN and Ay = ()\NZ)Z 1 € RN est également
l"unique solution du systéme

An(puy(p) +An(p) = (1)
An(p) = 0
In(p) — Bluy(p) >
Av(w)" (g, (1) — Byuy(p)) = 0.

Enfin, dans le cas fréquent ot a est symétrique, le vecteur uy(p) est 'unique solution du
probléme de programmation linéaire :
1
min  $v " An(p)oy — fy(p) oy

t.q.  Bruy(p) <g,(w).

Dans ce cas, la composante duale Ay (p) est 'unique solution de ’équation
Ayuny + ByAy = [y

avec (Ay)i = 0si (Bhuy — ¢ g,)i < 0. Cette derniére formulation permet de résoudre le prob-
léme réduit par des outils standards d’optimisation quadratique. L’équivalence entre ses trois
formulations est assez facile & obtenir. Plus délicate est la preuve du résultat suivant.

Théoréme 16. En gardant les notations précédentes, on a les deuzr assertions suivantes.
i) Le probléme réduit (3. 813.9) posséde une unique solution (un(p), An(p)) € Viy x Wy
i) Si pour un certain p € P, u(p) € Vy et A(n) € My, alors un(p) = u(p) et An(p) =

().

Dans la preuve de ’existence et de 'unicité, le fait d’avoir enrichi ’échantillon joue un role
fondamental. Cette technique permet en effet d’obtenir une constant inf-sup pour la forme réduite
By . De plus, cette constante est indépendante de N, ce qui garantit un bon conditionnement du
probléme.

La deuxiéme assertion du théoréme est généralement appelée propriété de reproduction des so-
lutions, puisqu’elle donne lieu au recouvrement des éléments de 1’échantillon initial.

3.2.3 Pré-calcul et résolution en ligne

Si I'on suppose que a, f et g peuvent étre décomposées selon des familles (a9(-,-))g=1,....Qu>
(f9() € V'))g=1,...q; et (97(-))g=1.....@, selon

a(u,v; ) = 29‘1 yal(u,v),
floiw) = Zé’j’e(u)fq(v)
q=1

Qy
glsm) = ) 63(m)g"(n)
q=1
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Le pré-calcul consiste en I’assemblage des matrices et vecteurs suivant :

1% \%
AL = (@) e RNTONY =1 Q,

(
(b(@ugj))ﬁ;zﬁv GRNVXNWa
o= (fie >>iZeRNV, ¢=1,...,Q;

( (gl))z 1 GRN ’ q:17"'7Qg-

et le calcul en ligne se compose de 'assemblage (peu cotteux dés lors que Q,, @, @4 ne sont
pas trop grands) des matrices et vecteurs suivant :

Qa
Ay(p) = ) 01(u)AS
q=1

By =

q
In

Qy
() = D 0% [
q=1

Qy
gy() = D> 0%(u)gl
q=1

ainsi que de la résolution d’une des versions du probléme réduit présentée a la section précédente.
Cette étape est également peu cofiteuse car indépendante des dimensions de V et W.

3.2.4 Meéthodes numériques utilisées

Pour la mise en ceuvre pratique de la démarche décrite dans les paragraphes précédents, on
utilise trois méthodes numériques. Les résolutions du probléme initial qui permettent de constru-
ire les échantillons (u(p;), A(4;))i=1,... nsont effectuées a I'aide d’un algorithme d’activation de
contraintes dans une version correspondant & celle présentée dans [I5]. L’extraction de la base
réduite (¢;);—1 v se fait par un algorithme de décomposition en valeur singuliére. Celui-ci per-
met de plus de sélectionner le nombre de composantes principales que 1’on souhaite considérer,
ce qui fait qu’en pratique on ne travaille pas forcément avec une base de Vj, mais juste avec
une famille orthonormée plus petite. Enfin, pour résoudre le probléme réduit, on applique a sa
troisiéme formulatlonlj un algorithme d’optimisation quadratique standard.

3.2.5 Test numériques

Je présente ici quelques exemples d’application de la démarche précédente basés sur un modéle
simple de chainette élastique.

Le modéle

On considére donc un probléme de dimension 1, consistant en la simulation d’un fil élastique
suspendu au dessus d’un obstacle. Le domaine d’espace Q) est le segment [0, 1], discrétisé unifor-
mément par selon un pas d’espace Az := 1/K avec K € N. L’espace de V est celui des éléments
finis P! :

Vi={ve H&(Q)‘U‘[kAx,(k-i-l)Ax} €eP,k=0,....,. K —1}

7. on ne considére dans la suite que le cas ot a est symétrique.
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qui est donc de dimension HY = K — 1.
L’espace dual est obtenu en utilisant une base duale d’éléments finis de W = V’, ce qui permet
de travailler avec une matrice B vérifiant la propriété (B3.7).

Exemple d’application

Dans un premier test, les parameétres sont choisis dans I’ensemble P := [—1, —0.2]x[5.1073,1072]
R? et le vecteur des paramétres s’écrit sous la forme g = (p1, u2). Les formes bilinéaires a et b
sont données par :

a(u,v;p) = /Qy(u)Vu(x) -Vo(x)dx , v,ueV
blu,m;) = nu), uweV,neW.

oit v(p) = po caractérise I'élasticité de la chainette. La matrice B est 'identité entre les NV
premiers éléments des bases de Viy et Wyy. Les fonctions f et g sont définies par

fosw) = [z, vev

ou y(x; pu) := v = 1 correspond a la gravité, et par

o) = [ Bl ) T(o)(a)do
qui représente 1'obstacle, défini dans cet exemple par
h(z; p) = —4(sin(wz) + py sin(3wx)) — 5.

J'ai ici noté J linjection canonique W — L?(£2). Des exemples de solutions du probléme initial
sont représentés sur la figure B2l On choisit seulement 4 composantes principales, représentées
sur la figure B3] pour décrire 'espace réduit V. Bien que la base réduite soit de petite dimension,
on approche correctement la solution obtenue par éléments finis comme le montre la figure 3.4l

Mesure de I’accélération

Dans un second exemple, on cherche & quantifier ’efficacité de notre méthode. On garde pour
le modele précédent, en choisissant toutefois une fonction h la fonction affine h(x) = 5z — 10 et
un ensemble de paramétres de dimension 1 P := [102,10%] C R associé a D'élasticité v(u) = p.
Dans un premier exemple, on calcule ’erreur d’approximation entre 'approche par base réduite
et la méthode d’éléments finis lorsque IV et u varient. Par simplicité, on ne représente que les
solutions primales. Les résultats sont décrits par la figure On s’intéresse maintenant aux
bénéfices apportés par l'enrichissement de la base, stipulé par (3.6]). Pour ce faire, on calcule la
valeur des constantes inf-sup Sy avec et sans cet enrichissement. Les résultats sont reportés dans
la table suivante.

N | BN avec enrichissement | logio(8n) sans enrichissement
5 1.000000 -2.566240
10 1.000000 -5.647559
15 1.000000 -8.562339
20 1.000000 -11.409922
25 1.000000 -15.048048
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FI1GURE 3.2 — Echantillons correspondant au probléme de la chainette. Les paramétres considérés
sont associés a l'obstacle (figures du haut) et a I’élasticité (figure du bas). Les solutions primales
et duales sont représentées respectivement sur les figures de droite et de gauche. Les échantillons
sont représentés en bleu et les obstacles en noir.
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3.2. Méthode de base réduite pour les inégalités variationnelles
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FIGURE 3.4 — Solutions associées au paramétre g = (—0.7,0.01) obtenues par éléments finis et
par base réduite. A gauche : solutions primales. A droite : solutions duales. Les solutions éléments
finis sont représentées en vert et celles associées & la base réduite en rouge.
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FIGURE 3.5 — Valeurs numériques de |Ju(p) — un(p)|lv . A gauche : le paramétre p décrit une
grille fine de P. Comme prévu dans le théoréme [I6] ’erreur s’annule lorsque p prend des valeurs
de I'échantillon. A droite sont représentées les valeurs de maxpep ([[u(p) — un(p)||v) en fonction
de différentes valeurs de N. Les valeurs numériques sont représentées par des croix bleues et une
régression linéaire effectuée sur les 5 derniéres valeurs est représentée en vert.
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La constance de Sy donne lieu & un meilleur conditionnement du systéme réduit qui se traduit
numériquement par une diminution du temps de résolution. Ceci apparait trés clairement sur la,
figure ou I'on mesure les temps de calcul et nombre d’itérations requis pour la résolution en
ligne du systéme réduit. Enfin, pour mesurer 'apport de I’approche par base réduite proposée

0.045 50
x
a5} x

0.04f i 3
@ x
<] 40 M
8D o035 «
= s x
g 0.03 x

@ 30t %
E g .
3 0.025F 2 x
= i h
x
© 002} = M
) D ool
kS = *
x

@ 0.015F 15k N
Q‘ x
aE: 001f oL %
=

0.005 1 5F

xxxxxxxxxxxxxxxxxxx
. L . o ; ; ;
5 10 15 20 25 5 10 15 20 25
N N

FIGURE 3.6 — Effet de D’enrichissement. A gauche : temps de calcul de la phase en ligne. A
droite : nombre d’itérations de ’algorithme d’optimisation quadratique nécessaire & 1’obtention
d’une solution du probléme réduit.

face a la méthode des éléments finis, on a tracé sur la figure 3.7 les temps de calculs nécessaires a
I’obtention de la figure B.5l ou les deux solutions, par base réduite et par éléments finis devaient
étre calculées.

Temps de calcul total

FIGURE 3.7 — Temps de calcul de la méthode des éléments finis et de la méthode par bases
réduites nécessaires & ’obtention de la figure La ligne rouge représente le temps de calcul
des solutions réduites et la ligne verte celui des solutions éléments finis. Le nombre de résolutions
est noté K.
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J'indique dans cette derniére partie les différents travaux qui pourraient prolonger les résul-
tats décrits dans ce mémoire.

Les algorithmes monotones

Les algorithmes monotones tels qu’ils ont été présentés s’appliquent & des équations d’évolu-
tion linéaires et des fonctionnelles de cotit concaves par rapport a ’état. Une extension naturelle
de I’approche consisterait donc & adapter la méthode a des équations non-linéaires et & des fonc-
tionnelles convexes. Une possibilité pour effectuer ce pas serait de considérer une factorisation
implicite par rapport & I’adjoint et a introduire une sous-boucle de résolution & chaque étape de
I’algorithme. Des tests effectués pendant le stage de M2 de Mehdi Benamouche ont montré la
pertinence de cette approche. Avec Karine Beauchard, nous étudions actuellement cette méth-
ode.

Une seconde piste & explorer consisterait a dégager des critéres généraux de convergence des
schémas. Dans ’état actuel des choses, celle-ci repose sur la compacité des points critiques et
I’analyticité de la fonctionnelle de cotit. Ces hypothéses peuvent certainement étre affaiblies.

Transport optimal

Comme indiqué au chapitre 2 de la partie 1, les indicateurs d’appariement locaux ont été
utilisés pour mettre en place un algorithme de calcul de plans de transport optimaux. La méthode
suivie est assez simpliste, puisqu’elle consiste & appliquer séquentiellement les indicateurs sur
tous les sous-ensembles de points du probléme. Une démarche plus astucieuse doit étre mise en
place pour ordonner et réduire le nombre de calculs d’indicateur. Cette démarche pourrait par
exemple reposer sur un classement des sous-ensembles suivant des propriétés lices aux distances
respectives entre leurs points.

Evidemment, il serait également souhaitable de mettre en place une stratégie de calcul pour les
colits concaves en dimension supérieure.

Parallélisation en temps

Les algorithmes de parallélisation présentés au chapitre 1 de la partie 2 devraient pouvoir étre

interprétés en terme de solveurs basés sur un pré-conditionnement des systémes d’optimalités
considérés. Des résultats de ce type ont par exemple d’ores-et-déja obtenus par Sarkis et al
dans [22]. Une telle analyse donnerait sans doute lieu & des améliorations de la méthode.
Les deux méthodes présentées traitent d’équations linéaires hyperboliques et paraboliques. Une
autre piste consisterait donc a adapter ’approche a des équations non-linéaires. Un tel travail
commencerait sans doute par une nouvelle définition de la trajectoire de référence utilisée pour
construire le systéme de cibles intermédiaires. Cette piste est actuellement étudiée par Kamel
Riahi dans le cadre d’une thése que je co-encadre avec Yvon Maday.

Formulation co-rotationelle

Le premier travail & mener pour approfondir la compréhension des schémas proposés au
chapitre 2 de la partie 2 consiste en une analyse d’erreur. Celle-ci pourrait partir du résultat
d’existence et de régularité de la solution du systéme non discrétisé obtenu dans [13].

Une seconde étape pourrait en étre l'adaptation & des modeéles d’interactions fluide-structure.
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Des tests ont par exemple été effectués dans ce sens en collaboration avec Benjamin Mauroy
dans le cadre de la simulation de globules rouges.

Usage du pré-calcul

La méthode de base réduite proposée au chapitre 3 de la partie 2 a uniquement été testée
sur ’exemple simple d’une chainette. Des études complémentaires pourraient donc étre menées
sur des exemples plus complexes, comme les inégalités variationnelles que ’ont peut rencontrer
en élasto-dynamique ou encore en finance, dans le cas de la simulation d’options américaines.
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