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On rappelle que

— la loi normale N (u,0”) a pour densité f, ,2(z) = e_(x_“)2/(2"2)/ 2o

— la loi Exponentielle £()\) a pour densité fi(z) = Ae 1,450

— la loi Beta(a, B) a pour densité fo(z) = 2% (1 — )" 'L,e0,yI(a +b) /T (a)T'(b)
— laloi I'(a,b) a pour densité fau(z) = lasoz® 'e "*b*/T'(a)

Exercice 1 (5 pts)

Dans cet exercice il vous est demandé de donner la bonne réponse, seules les réponses
justifiées seront validées. Il n’y a pas de points négatifs.

1 Un modele statistique est associé au vecteur (X7, ..., X,,) en supposant que X N (u, 07 2,
avec u et les o; supposés inconnus. Pour une observatlon (z1,...,Ty), un estimateur du maxi-
mum de vraisemblance de u est donné par

(@) p=a2  (b) o= (@14 ..t2a)/n () Siy(@i—@)~ =0 ()il = min o]

2 SiXy,...,X, et Yy,...,Y, sont des échantillons iid aléatoires de lois £(A) et E(1/N),
respectivement, ’estimateur du maximum de vraisemblance de )\ associé a 1’ensemble des
observations (z1,...,%n,Y1,...,Yn) est donné par

@A=g/z OMA=@+p)/2 (©Ar=vas DAi=V5z () A= aly.

3 Si Xi,...,X, est un échantillon iid de loi Beta(\, 1), 'estimateur du maximum de vrai-
semblance de A associé a ’échantillon (z1,...,z,) est donné par

a)A=—n/31 log{zi} ()A=1/z (c ) K — i log{zi}/n (d) A= —log{IT}-, (1

4 FEtant donné X1, ..., X,, un échantillon iid de loi £()), on observe (Z1, ..., Z,) = (I(X; <
9),...,I(X1 < 9)), avec § connu. Si (z1,...,2,) = (0,...,0), Pestimateur du maximum de
vraisemblance de \ est donné par :

(@A=1/z OA=d6 ()A=z (DA=1/8 (e)A=+c ()=

5 Etant donné X1, ..., X, un échantillon iid de loi £()), on observe (Z1, ..., Z,) = (I(X; <
0),...,I(X1 < §)), avec 6 connu. Si z; = 1 et (22,...,2,) = (0,...,0), Iestimateur du
maximum de vraisemblance de A est donné par :

(a) A=—log{®}/5 (b)) A=L0 ( A= (@) A=2H () A=0

Exercice 2 (7 pts)

Soit un échantillon aléatoire

X1, Xo, .., X RSN(0,62), 6>0

— l‘l)} .



1 Représenter ce modele comme une famille exponentielle : donner la paramétrisation na-
turelle, la représentation minimale, et indiquer si la famille est réguliere.

2 Donner une statistique exhaustive minimale T" associée a ’échantillon et sa densité.

3 Donner un estimateur sans biais de ®(—1/6) fondé sur X, noté §(X1). Indication : Re-
marquer que ®(—1/60) est la probabilité que X; soit inférerieur a une valeur p a déterminer.

4 Donner la loi conditionnelle de X; sachant T'(Xy,...,X,). Indication : Elle doit étre
constante en 6.

5 En déduire 6*(X1,..., X,) = E[6(X1)|T(X1,...,X,)]. Expliquer pourquoi la variance de
0*(X1,...,X,) est inférieure a celle de 0(X7).
Exercice 3 (8 pts)

Soit un échantillon aléatoire Xy, -, X,, de variables indépendantes et identiquement dis-
tribuées selon une loi £(A), A > 0. On observe une réalisation (z1,...,z,).

1 Ecrire la fonction de vraisemblance de 1’échantillon.

2 Calculer le maximum de vraisemblance de A et déterminer sa loi pour tout n > 1. Indi-
cation : On commencera par montrer que » . ; X; suit une loi Gamma dont on donnera les
parametres.

En déduire l'estimateur du maximum de vraisemblance de exp{—\}.

3 On considere, dans une approche bayésienne, une loi de probabilité a priori Gamma sur
A, A~ T(a,b).

Pour tout (a,b) € (RT*)2, déterminer la loi a posteriori de A et en déduire que la famille des
lois Gamma est une famille conjuguée pour le modele £(A).

4 Déterminer l'espérance a posteriori E™[A\| X1, -+, X,], issue de la loi a posteriori de la
question précédente. On notera A} cette quantité.

5 Montrer que /n(AF — \) converge en loi vers une loi normale dont on déterminera
I’espérance et la variance.

Exercice 4 (4 pts)
1 Donner la définition d’une statistique exhaustive.

2 Dans une famille exponentielle
fo(w) = h(w)e” T (1)

donner l'expression de I'espérance et de la variance de T(X) en fonction des dérivées de .



3 Calculer I'information de Fisher en 6 dans le modele (1).

4 Quelle est 'expression analytique de la variance associée a la distribution bootstrap de
Péchantillon (z1,...,2,)7

French — English Lexicon

bayésien(ne) — Bayesian

échantillon — sample

famille exponentielle — exponential family
loi a posteriori — posterior distribution
loi a priori — prior distribution
statistique exhaustive — sufficient statistic
vraisemblance — likelihood



