
LM 250 Feuille 6 Oct-2013

Exercice no1

1/ Vérifier que pour tout n ∈ N, n 6= 2,
1

n2 − 4
=

1

4

(
1

n− 2
− 1

n+ 2

)
.

2/ Pour tout n ≥ 3, calculer
N∑
n=3

1

n2 − 4
.

3/ Montrer la convergence de
∑
n≥3

1

n2 − 4
et calculer

+∞∑
n=3

1

n2 − 4
.

Exercice no2

Soit pour tout n ∈ N, Jn =

∫ π/4

0

tann t dt. Montrer que
∑

Jn diverge.(
Calculer Jn + Jn+2 ou poser u = tan t.

)
Exercice no3

1/ Pour tout n ≥ 1 et x 6= 1 vérifier que
n∑
k=1

kxk−1 =
1− (n+ 1)xn + nxn+1

(1− x)2
.

2/ Montrer que
∑ n

2n
converge et calculer

+∞∑
1

n

2n
.

Exercice no4

Soit (xn)n≥1 la suite définie par xn =

(
n∑
k=1

1

k

)
− lnn.

Soit (un)n≥1 la suite associée définie par u1 = x1 = 1 et pour n ≥ 2, un = xn − xn−1.

Pour tout n ≥ 1 soit fn =
1

[X]
sur [1, n[.

(
Pour x ∈ R, [x] est la partie entière de x.

)
0/ Calculer

∫ n

1

fn(t) dt.

1/ Montrer que un = O

(
1

n2

)
en +∞.

(
ln(1 + x) = x+O(x2) en 0

)
2/ Conclusions et interprétation graphique ?

(
lnn =

∫ n

1

dt

t

)
3/ Pourquoi fallait-il utiliser Taylor-Lagrange et non Taylor-Young : ln(1+x) = x+ o(x) en 0 ?

Exercice no5

Soit
∑ 1

n3
la série dont la somme est ζ(3) =

+∞∑
1

1

n3
. Pour N ≥ 1, RN =

+∞∑
N+1

1

n3
.

1/ Vérifier que pour pour tout n ≥ 1,
∫ n+1

n

dt

t3
≤ 1

n3
≤ 1

2

∫ n

n−1

dt

t3
+

1

2

∫ n+1

n

dt

t3
.

2/ Trouver N minimum tel que RN < 1/1000.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Partie_enti%C3%A8re_et_partie_fractionnaire
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Exercice no6

Soit (xn)n≥1, (yn)n≥1, (un)n≥1 les suites définies par

xn =
nn+1/2

n!en
, yn = lnxn, u1 = y1 et un = yn − yn−1 pour n ≥ 2.

Soit fn la fonction définie sur [1, n] en posant pour 1 ≤ k ≤ n− 1 et t ∈ [0, 1]

fn(k + t) = (1− t) ln k + t ln(k + 1).

0/ Calculer
∫ n

1

fn(u) du.

1/ Montrer que un = O

(
1

n2

)
en +∞.

(
En 0, ln(1 + x) = x− x2

2
+O(x3)

)
2/ Conclusions et interprétation graphique ?

(
n lnn− n+ 1 =

∫ n

1

ln t dt

)
Exercice no7

Soit (xn)n≥1 la suite définie par xn =
(2n)!

√
n

(n!)2 4n
.

Pour n ≥ 2 on note un = lnxn − lnxn−1.

Montrez les assertions suivantes :

1/ ∀n ≥ 2, exp

(
n∑
k=2

uk

)
= 2xn.

(
Faire une récurrence

)
2/ ∀n ≥ 2,

(
xn
xn−1

)2

= 1 +
1

4n(n− 1)
.

3/ ∀n ≥ 2, 0 < un <
1

8

(
1

n− 1
− 1

n

)
.

4/ (xn)n≥1 converge vers une limite L 6= 0.

5/ L <
e1/8

2
.

6/ ∀n ≥ 2, un >
1

8

(
1

n− 1
− 1

n

)
− 1

64
(
n(n− 1)

)2 .
7/ ∀n ≥ 2,

1(
n(n− 1)

)2 ≤ 1

3

(
1

(n− 1)3
− 1

n3

)
.

8/
+∞∑
n=2

1

n2(n− 1)2
≤ 1

3
.

9/ L >
e23/192

2
.


