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1 Le problème

Ici, nous voulons résoudre l’équation pour u ∈ H2(I)
−d2u

dx2
+ u = f sur I =]0, 1[,

u(0) = u(1) = 0.

(1)

Les conditions u(0) = u(1) = 0 sont appelées conditions aux limites de Dirichlet.
Nous nous concentrons sur des méthode d’éléments finis de Lagrange, à savoir que nous projetons les solutions

sur un sous-espace caractérisé par une interpolation polynomiale par morceaux.
Même si le principe est assez simple : discrétisation, choix d’une base, calcul des matrices puis résolution d’un

système linéaire, la pratique recèle une bonne quantité de techniques qu’il n’est pas si facile de maîtriser.
Ici, nous proposons un choix d’interpolation polynomiale 1D, noté P1 dans le cas d’une équation unidimen-

sionnelle.

Formulation variationnelle

Question 1 : Montrer que le problème est équivalent à

Trouver u ∈ H1
0 (I) tel que pour tout v ∈ H1

0 (I), on a

a(u, v) = `(v),

où a(·, ·) est une application bilinéaire, et ` une application linéaire.

Maillage 1D

Pour un intervalle, une subdivision raisonnable est une décomposition en segments successifs. Subdivisons
l’intervalle en n− 1 segments :

[0, 1] =

n−1⋃
i=1

Ei, Ei = [xi, xi+1],

avec les nœuds
0 = x1 < x2 < · · · < xi < xi+1 < · · · < xn = 1.

On appelle cette subdivision maillage par analogie au cas 2D déjà étudié en TP.
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Méthode de Lagrange

Dans ce TP nous allons implémenter la méthode des éléments finis dits P1, c’est à dire que nous allons recher-
cher des solutions au problème discrétisé sur l’espace

Vh =
{
v ∈ C0(I), v(0) = v(1) = 0, et ∀i ∈ {1, . . . , n}, v|Ei

∈ P1(Ei)
}

On rappelle que P1(Ei) =
{
v ∈ C0(I), v|Ei

est polynomiale de degré 1
}
.

On définit une base de Vh

Vh = Vect
{
φi, φi(xj) = δi,j , ∀(i, j) ∈ {1, . . . , n}2

}
.

0 xi−1 xi xi+1 1

1
φi

Dans cette base, pour chaque vh ∈ Vh, on a la décomposition

vh(x) = viφi(x).

Construction de système linéaire

On cherche donc maintenant à résoudre le problème suivant

Trouver uh ∈ Vh tel que pour tout vh ∈ Vh, on a

a(uh, vh) = `(vh),

où a(·, ·) est une application bilinéaire, et ` une application linéaire.

Le problème est alors équivalent à résoudre le système suivant

∀j ∈ {1, . . . , n},
n∑

i=1

uia(φi, φj) = `(φj) (2)

Cela peut-être vu comme un système linéaire en l’inconnue U = (ui)16i6n :

AU = L.

Conditions aux bords

Ici, on cherche uh telle que uh(0) = uh(1) = 0. Dans un soucis de généralité, supposons qu’on cherche uh telle
que uh(0) = ũ0 et uh(1) = ũ1. On pourrait alors écrire dans l’espace de fonction discrétisé

CU = g,

où C est une matrice à définir, et g =

(
ũ0
ũ1

)
.

Notons L1 la liste des nœuds sur lesquels une condition au limite est imposée (ici il s’agit de L1 = {1, n}). On
définit également le complémentaire L2 (ici L2 = {2, . . . , n− 1}), tels que

L1 ∪ L2 = {1, 2, . . . , n},
U(L1) = CU = g,
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Question 2 : En réarrangeant la matrice A, montrer que l’on peut se ramener à un système de taille (n−2)×(n−2)
prenant en compte les conditions au bord dans le cas général CU = g.

Assemblage de la matrice A

À partir de l’équation (2), et puisque le forme bilinéaire est symétrique, on peut définir A comme une somme
de matrices élémentaires

A =

n∑
i,j=1

AijEi · ET
j , (3)

où, pour tout i dans {1, . . . , n}, Ei = (eij)j=1,...,n est un vecteur colonne tel que eij = δi,j . Aij est alors défini
comme a(φi, φj).
Question 3 : Déterminer sous quelles condition sur i et j le coe�cient a(φi, φj) est non nul.
Question 4 : Montrer que la matrice A peut se décomposer en somme de deux matrice notée K et M

A = K +M.

Résolution numérique

Question 5 : Construire la matrice dans votre code C++ en utilisant la structure de matrice creuse CSR définie
dans le TP précédent. Comparer la matrice obtenue avec la matrice des di�érences finies obtenues dans un TP
précédent. On prendra un n pas trop grand pour la comparaison (n = 10).
Question 6 : Résoudre par une méthode directe le système pour un second membre constant f(x) = 1. Prendre
n = 1000 au moins.
Question 7 : Résoudre le système à l’aide du gradient conjugué.

Pour aller plus loin

Question 8 : Que se passe-t-il si on cherche à résoudre le problème
−d2u

dx2
= f sur I =]0, 1[,

u(0) = a, u(1) = b.

Comment peut on régler le problème ?
Question 9 : Résoudre le problème

−d2u

dx2
+ u = f sur I =]0, 1[,

u′(0) = 0, u′(1) = 0,
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