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∑
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üþý�ú¿û��

l∞
U3ù!�����¶��ù

X
+

|u|∞ = max
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���
'�$H���
��%ü��£úqû

2α
N�����ùcú������
�>��ù

f 0
L üþù"�
����< bac N4üþý�ú¿û�� ü�ùcú��
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��ü��&�Ïù!����ù���<^ü1�
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��ÿ£ú@<�������ý��
�F����ù=:��5I^ý�'�$�ý���úK�
�

Z 0q û��Püþù���ü��#�Tú����A�*'�ù��pú¿ü���ù��
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����ùcú¿ü��
$����?N�úqû���ý�'�$��£ü�Y��
����ùcú¿ü]�?����
�!'��
��ý�ú����Çýqüþù�������ú��Ïù�+�úqû��(�
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ü�ý&�Tù%����������ù�ú��
�

Y 0
(∂1u)(i, j) =

{

u(i + 1, j) − u(i, j)
ü1�

i < nx

0
ü��
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��ý[ý��
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




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


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∑
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ū = ΠK(ū − tη) -{��076
�=2

ΠK(·) ����ù��Ïú���ýÜúqû��K�o'��
�þü����
�Ïù$ÿ����g������ú����&��ù K
N��Ïù��

η
ü�ý&�Ïù=<P����������ù�ú��
�

∂J(ū) 0
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L ü���'���� 6 + W �qü���ü�ù"�?�)�k�
��$"�
���!ü��B�?���

t uÐ�C÷�ð�ï ô$õ��(Û�÷sñ�G ñ#ó �Có\ÛJëC¡
lp

Ü$òuóKÞ%Û5¡&ß �
v�¤/¥ õ;Ñ�¨

BV − lp
÷�®nÒ�¨s¸

ø3ù$úqû�ü�ý1ý��
�pú¿ü���ù)N ���(���T�����Tú&��ý��
�
�Ïù��%�Ïÿ�ÿ��þü��#�Ýú¿ü��ÏùB�
�r��'!�k����ù!�
���?�d�*���
����������� 0b[ ���
����ü�ùcú�������ý[ú����$ü�ùú¿û����*�������c�%ü�ù���ÿ�����$!���
�,+
inf
u∈X

λ|u − f |pp + J1(u) -{�!07� .32
�*���

p ∈]1,∞[ 0M[ �K��ü�ù�ü��;ü�R
��úqû�� ú��Ïú��
�):?�
�qü��Tú¿ü���ùLý�'�$G���
��ú�ú����
lp

�
�Ïù�ý[ú����Ïüþù�ú 0�[ û���ù p = 2
úqû�ü�ý���T���
�vü�ý�ú¿û!�\v W(L ��� �!�
�ow 6�ygz�0b[ ��ú����#�ÝúÜúqû��(�#�Ïý��

p = 1
ý���ÿ��
���Tú��
�1< 0C��Ïú��!ú¿û"�ÝúÍúqû��mý�����'�ú¿ü��Ïù��?� -��!07� .32 üþýK'£ù�ü�QG'�����'���ú��	ý�ú��[ü���úK����ù=:��5I�üÆú@<x�Ïù!���
�T�
����ü1:�üÆú@<;�
�1úqû��

lpù������ 0
[ ��4"�qý�ú����
�
�
���Ný������^�{�
��úqý��?�X����ù=:��5I��Ïù��
��<-ýqüþý - ý��
��w .#�?z N �*���&��������ÿ����pú��^�����*�
����ù���� 2J0
Λ : X → Y

����ù!�Ïú���ýC�>�þü�ù��
�
�(��ü�Y��
����ùcú¿ü��
�p��ÿH�
���Ýú���� 0 Λ∗ : Y → X
üþýPüÆú¿ýK��'"�
�p��ÿH�
���Tú���� 0 ��<����44ù£üþú¿ü���ù)N!�*�
�&�Ïù=<

u ∈ X
N
q ∈ Y

N �A�Íû"�#:���+
< Λu, q >Y =< u, Λ∗q >X -{�!0è�
6�2

a ��ú F : X → D �Ïù!�
G : Y → D $H�mú@���F�
��ù=:
�5I ÿ!����ÿH�
�O�*'£ù���úqü���ù�ý 0�a ��ú P No$H�;úqû���ÿ��[ü����
�ÿ�����$!���
�h+

.c�



L ü���'!��� � + q&a + � �
�[ú�� �ÏùÇÿ"�
�[úo�*�
�bv W�L ���T�����GU q v­+ q �5I-ú�'����%ÿ"�
�[úo�*�
�ov W�L ���T�����GU_f a + � �
��ú��T��ùÿ"�
�[ú��g� ú��
� � ý��
�
�Ïù���ýnU�f�v�+ q �5I-ú�'!��� ÿ"�
��ú��?� ú���� � ý��
����ù���ýnUM� a + � �
�[ú�� ��ùLÿ��
�[ú��?� ú��
� � ��ü�ùG'£ú���ýAU�kv�+ q �5I-ú�'����Pÿ��
�[ú��?� ú��
� � �;üþùG'£ú���ý

.#�



inf
u∈X

G(Λu) + F (u) -��!07�
�=2
q û��(��'��
�Cÿ����
$������ P∗ ü�ý�úqû���ù%���544ù��
�>$=<F+

inf
q∈Y

G∗(−q) + F ∗(Λ∗q) -{�!07�?�G2
a ��ú ū

�Ïù!�
q̄
$��?úqû���ý�����'£ú¿ü���ù�ýk�?� P �Ïù�� P∗ ����ýqÿH�
��úqü�:
�
��< 0pq û���ý�� ý�����'£úqü���ù£ýn�
�������
���Tú�����ú¿û�����'���ûú¿û��(�5I-ú����
���
�þüþú@<����
���Tú¿ü���ù�ý^+

F (ū) + F ∗(Λ∗q̄) =< Λ∗q̄, ū >X -{�!0è�
��2
G(Λū) + G∗(−q̄) =< −q̄, Λū >Y -{�!0è�?�=2

ø3ù$ú¿û��(�*�������c�%ü�ù��
p′
ü�ýFú¿û��(����ùg��'���'��Tú��(�
�

p 0p[ û���ù p ∈]1,∞[
N
p′ = p

p−1
0p[ û���ù p = 1

N
p′ = ∞ 0[ û���ù p = ∞ N

p′ = 1 0
WPêwé�X�éoì#Á*ÂcÁ8éHÀxwsÄ�Ã)Ä + �
	 � �2���2$-
� �1Z��	�!y ÿ [@z�*�]S{�ap��� � 	�|%��	 � 1Z}b6

inf
{q∈Y,||q||∞≤1}

< −div(q), f >X −β|div(q)|p′p′ -{�!0è�
y�2
� �
	�
�	g6

β = (λp)−1/(p−1) − λ(λp)−p′ -{�!0è�?�=2
WPêwéNé�h¿í"ø3ù%��'��n�
�Ïý��

Λ = ∇ N
Λ∗ = −div

N
F (u) = λ|u − f |pp

N��Tù��
G(q) = ||q||1 0

L ü��qý�ú#N ���K���
�
�
���fú¿û"�Tún�*����� 8I~��������Fü�ù���QG'"�
��üÆú@<����Íû"�#:����*���
p ∈ [1,∞[∪{∞} +

sup
{r∈Y,||r||p=t}

q · r = t||q||p′ -{�!0è�?�=2
q ûG'�ý�N

G∗(−q) := sup
r∈Y

< −q, r >Y −||r||1 -{�!07�
�=2
= sup

t>0
sup

||r||1=t

< −q, r >Y −t -{�!0³�!.32
= sup

t>0
t||q||∞ − t -{�!0³�=6�2

= χK(q) -{�!0³���=2
[ û������ K

N4ü�ý�úqû�� ý��pú {q ∈ Y, ||q||∞ ≤ 1} 0
L ��� 1 < p < ∞ +

.3�



F ∗(−div(q)) := sup
u∈X

< −div(q), u >X −λ|u − f |pp -{�!07�?�G2
= sup

v∈X
< −div(q), (v + f) >X −λ|v|pp -{�!07����2

= < −div(q), f >X + sup
t>0

sup
|v|p=t

− < div(q), v >X −λtp -{�!07�
�=2
= < −div(q), f >X + sup

t>0
t|div(q)|p′ − λtp -{�!07��y�2

= < −div(q), f >X +β|div(q)|p′p′ -{�!07�
�=2
q û����]�Ïý�úX��QG'"�Tú¿ü���ù�üþý_�
$£út�Ïüþù��
�\$=<O�
�Ïù��
����üþù���úqû��A�����qü1:
�Ýú¿ü�:
���?��ú¿û��M�*'�ù��pú¿ü��Ïù t → t|div(q)|p′−λtp 0T9��ü�ù!��ý���N����K44ù!�

β = (λp)−1/(p−1) − λ(λp)−p′ 0
�

WPêwé�X�éoì#Á*ÂcÁ8éHÀxwsÄ�Æ)Ä + �
	�	@n��;
�	�!(��������}(
�	��f�����4 "�2�������� � �/ e���
 � 6
ū = f − βp′|div(q)|p′−2div(q̄) -��!0³���=2

WPêwéNé�h¿í L ü��qý�úk���\���
�#�?���vúqû"�Tú F ∗∗(u) = F (u) 0
m �Çúqû"�Tú F (ū) = supv∈X < ū, v >X −F ∗(v) 0
q û���4"�[ý[ú��5I-ú����
���
�þüþú@<����
���Tú¿ü���ùP�
�þý��E��ü�:
��ý

F (ū) =< −div(q̄), ū >X −F ∗(−div(q̄)) 0
q û��Ïý���ú@�A���
QG'"�Túqü���ù£ýFü���ÿ���<�ú¿û"�Ýú −div(q̄)

�#�Ïù����
�þý%úqû��(���
�[ü�:?�Túqü�:����?�
v →< ū, v >X −F ∗(v) 0

m �Çúqû"�TúK+
(ū − f) + βp′|div(q̄)|p′−2div(q̄) = 0 -�� 0èy
��2

[ û�ü��­û>��ù���ýFú¿û!�Íÿ!���T�
� 0
�

q û���ùG'������qü��#�
�Füþù�ú��
����ý[ú��
���!'"�
��üÆú@<Jüþý;ÿ�����ú[ú@<u�����
�
� 0Ê[ ��ù��c� û"�#:��'ú��hý�����:
������ü�Y��
����ùcú¿ü��
$����ÿ�����$!���
� '£ù����
�A�\����ù=:��5I��
��ù£ý[ú����Ïü�ùcú
N-üþù�ý[ú��#�
���
�Cû"�#:-ü�ù!�C�Pù!��ùB��ü1Yd������ù�úqü]�
$!���%ÿ����
$������ 0`[ ���#�Ïù�'�ý��ú¿û��p�
�Ïù�ý[ú��Ïùcúuý�ú���ÿPÿ����g���
�pú����\�����
��ü���ùcúr����ý��
��ù�ú�ú��%ý�����:
��üþú 0`L ��� p = 2
N3j 03� û"�?�C$��
�����uü�ùEw ygz NTÿ�����ÿH��ý�����\�
�ÏùG:
�
������ùcún�?�������[üþúqû�� ú���ý�����:
�Üÿ!����$����
� -{�!0è�
y�250 ø3ù�w �?z û������
���
���-ýyú¿û��Túyú¿û��Üÿ������*�����B�Tù��
��ý��
�fú¿û�üþý�
�����
�qüþúqû�� ý��
����ú��E$H�Íý���ü���ûcú���<;ü�ù �*�
�qü����
N�ú��Çúqû�� ÿ����g������ú��
���
���
��ü���ùcú&����ý��
��ùcú 0

v�¤�£ õ;Ñ�¨
BV − l1

÷�®nÒ9¨s¸
[ � ù��c� ý�ú�'��!<mú¿û�� ÿ�����$������Ð+

inf
u∈X,|u−f |1≤λ

J1(u) -{�!07y .32
q û�üþý^��� �����_�A�Ïý�ü�ù£üþú¿ü��
���1<�ÿ�����ÿH��ý�����ú��P�������c:
�Çü���ÿ�'���ý���ù��Ïü�ý�� 0�[ �	�����*�
��ú��;w . N 6
� N .�. N .363z �*��������T� ���c:�����:-ü��5�ñ�
�&úqû��Íù�ü����Pÿ�����ÿH�
�[úqü���ý��?�&ú¿û£ü�ý&���T����� 0p[ �k��'�ý[ú������#�
���Nú¿û"�Ýú�üÆúÜü�ý���ý[ü���ÿ���<B�
��ù=:
�5I�*'�ù���úqü���ùdN�ý��'úqû"�Tú�úqû��
����ý[û���'���� ù!�Ïú($��E'�ù£ü�QG'���ù!��ýqý\�
�¦ú¿û��!ý��
��'£úqü���ù~üþù��
��ù������
� 0 ø3ù^úqû��	�*�������3�%üþù���N�A�Íýqû��c� û!�3�­�A�(�
�Ïù��Tÿ�ÿ���<B��'"�
�þüþú@<;ú��Çú����Ïù�ý��*�
����üÆúFü�ùcú��	�*����� -V.�0�.c250

.c�



WPêwé�X�éoì#Á*ÂcÁ8éHÀxwsÄÉÈrÄ + �
	 � �2���2$-
� �1Z��	�!y ÿ [@z�*���{�ap��� � 	�|%��	 � 1Z}b6
inf

{q∈Y,||q||∞≤1}
< −div(q), f >X +λ|div(q)|∞ -{�!0èy
6�2

[ �(���#�#:
� úqû�� ÿ����T�
�r�*����úqû��(���#�?���
��N��Ïý%üþú%ü�ýk:
�
�/<$ýqü���ü����
�yú��Çú¿û��
lp

�
�Ïý�� 0q û��O���
���Tú¿ü���ù�ý�$��pú@�A����ù=ú¿û��O��'"�
�_�Ïù���úqû���ÿ��[ü����
�Cÿ����
$������h�
���O�������\�
����ÿ��þü��#�Ýú��
�'ú¿û"�Tù�ü�ù	úqû����ü�Y��
����ùcú¿ü��
$������
�Ïý�� 0
WPêwé�X�éoì#Á*ÂcÁ8éHÀxwsÄ�Ë)Ä þ²ÿ

div(q̄) 6= 0 �%���
	������
	e	@n��;
�	�!(��������}p
�	��f���;�4 "�2����	�� � �/ '6
ūi = fi + λγi

(−div(q̄))i

|(div(q̄))i|
-{�!0èy?�=2

� ����� γ = (γ1, γ2, ..., γn) ∈ D n �������o���2���,6






γi ≥ 0 ∀i ∈ {1, 2, ..., n}
|γ|1 = 1
γi = 0 � ÿ |(div(q̄))i| < |div(q̄)|∞

-{�!0èyg�G2
WPêwéNé�h¿í | ýqüþù��Çú¿û���4"�[ý[ú��5I-ú����
���
��üÆú@<B���
���Tú¿ü���ù)N��Tù��'úqû����{�
��úFúqû"�Tú

F ∗∗ = F
N �A�K����ú(+

F (ū) = < −div(q̄), ū >X −F ∗(−div(q̄)) -�� 0èy��
2
= sup

u∈X
< ū, u >X −F ∗(u) -{�!07y
�=2

q û�üþýFü���ÿ���ü���ý1úqû"�Tú(+
0 ∈ ū − ∂F ∗(−div(q̄)) -�� 0èy�y
2

| ýqü�ù!�����
���B�
11

N��­û��Ïÿ£ú����
5
üþù�w 6
�3z N����K�#�Ïù'ýqû��c�Ó�#�Ïý[ü���<;ú¿û"�Ýú%ü��

v 6= 0
N£ú¿û���ùe+

(∂F ∗(v))i = fi + λγi
vi

|vi|
-{�!0èy?�=2

[ üÆú¿û γi

ý��Túqü�ý��²<-üþù��P+






γi ≥ 0 ∀i ∈ {1, 2, ..., n}
|γ|1 = 1
γi = 0

ü1� |vi|2 < |v|∞
-{�!0èy?�=2

�

q û�üþýA���
�]�Ýú¿ü��Ïù����T��ýAù��Ïúk�
�����3�§ú��C����ú��qü��5:��
ū
�*�����

q̄ 0 C��5:��
��ú¿û�������ýqýFüþú���ü1:���ý1ý������Wüþù!�*�������Túqü���ù	��ù
ū 0

[ �(�#�Ïù�ù��Ïú¿ü��
�?úqû"�Tú���ù'ÿ�ü1I �
�þýn�%û��
��� |(div(q̄))i| 6= |div(q̄)|∞
N
ui = fi 0Mq û�ü�ý&���#�Ïù£ý%úqû"�Tú����Ïù=<ÿ�ü1I �
�þýA�%ü��������
���Ïüþù�'�ù��­û"�Tù����
� 0Mq û£ü�ý�üþý1ü�ù��
�������
����ùcúk�%üÆú¿û�ú¿û!�9�{�
��ú1ú¿û"�TúAú¿û�üþýk��� �����füþýk�
���Ïÿ£ú�����ú�����
���c:��Íü���ÿ�'��þýqü�:
�?ù���üþý��	+���'�ý�ú%ú¿û�� ù���üþý�<Lÿ£ü1I �
�þýFýqû���'!����$��(�­û"�Tù����
� 0

[ � û"�#:��Íù��Ïú&'�ý��
��úqû�� ý����
��ù��%�5I-ú����
���
�þüþú@<����
���Tú¿ü���ùB<��pú 0 øÓú����#�?��ý�ú��Çú¿û!�(�*�
�����c�%üþù��C����ý�'��Æú(+
WPêwé�X�éoì#Á*ÂcÁ8éHÀxwsÄ�w)Ä

(∇ū)i = |(∇ū)i|2q̄i -{�!07�
�=2

.3y



WPêwéNé�h¿í
G(∇ū) = G∗∗(∇ū) -{�!0³�!.32

= sup
q∈Y

< ∇ū, q >Y −G∗(q) -{�!0³�=6�2
= < −q̄,∇ū >Y −G∗(−ū) -��!0³���=2

q ûG'�ý −q̄
ý�����:
��ýÍÿ����
$������ -��!0³�=6�2J0�q û£ü�ý�<-ü��
����ý�ú¿û����5I�üþý[ú���ù��
� - �5� 0 w �!.
z]2 �
�k�C'!�þú¿üþÿ���ü��
�[ý

µi

ý�'��­ûú¿û"�TúK+
(∇u)i − µiq̄i = 0 -{�!0³�
�G2

[ üÆú¿û µi = 0
ü1� |q̄i|2 < 1

N����
µi > 0

ü1� |q̄i|2 = 1 0 ø3ù%$��Tú¿û��#�Ïý���ý&�A�(���pú
µi = |(∇u)i|2 0

�

-{�!07�
�=2 ú�������ýA'�ýFú¿û"�Tú q̄
����ÿ!����ý���ùcú¿ýÜú¿û��(���[ü���ù�ú��Tú¿ü���ù��
��ú¿û!�K����:
�
�r��üþù���ýk�?�

ū 0
q û�� ùG'����
�[ü��#�?�vü�ùcú��
����ý[ú&�
�_��'"�?��üþú@<��*���1úqû��

BV − l1
ÿ�����$������ üþý�ù��Ïú&�����#�?� 0 io����$!���
� -��!07y�6�2 �#�Ïù$�� ý��
��:����%�%üÆú¿û���'����
�������[üþú¿û!�>NG$�'£ú����T��ý%ù��Tú%ý��
��� ��ý[ÿ�����ü]�?����<mýqü��;ÿ����
�1úqû"�ÏùLú¿û!�Íÿ!�qü����
�fÿ�����$!���
� 0

� � ÚL÷�öoÚ ÜLò&÷pó ò,ÙÝó ò¼Þ~ó�õ$ð$ôP¡%ô ðLóP÷��s¡&���
q û��\���T���
�d��� ý[ú�'��!<$û��������&�qüÆú���ý(+

inf
{u∈X,|u−f |∞≤α}

J(u) -�y 0³�=��2
[ üÆú¿û X = D n 0O[ �C�%ü����uý�ú�'�� <�ú¿û�üþý����T�����_�%üþúqû~ú@�A����ü1Yd������ùcú ÿ��[ü����[ý

J 0Oq û��	4"�qý�ú(��ù��Çü�ý?úqû��ú��Ïú��
�d:?�
�qü��Tú¿ü���ù�+

TV (u) = J1(u) :=

n
∑

i=1

|∇u|2 -�y 07�
�=2
q û�� ý��
�
�Ïù��	üþý�ú¿û��(��üþý��
����úqü�R
����û=<-ÿH�
�qý�'����{�?�
�K�
� u

+

J2(u) :=

n
∑

i=1

√

|∇u|22 + 1 -�y 0³�=y�2
q û��;ÿ����
$������h�%üþúqû

J = J1

üþý(����ù��Tú��
� P1 N_�Ïù��^ú¿û�����ù��E�%üþú¿û
J = J2

üþý\�!��ù��Ïú��
� P2 0Pq û��5<û"�#:��K����ý[ÿ�����úqü�:��Íý��pú¿ý��
�uý�����'£ú¿ü���ù�ý
U1 �Tù��

U2 0
� ¤/¥ ��¬�ªVçkå9¨s¬�¨s± ±�®p¹�¯ Ñ9¨�±T®p¸Vå�¯ ªV®M¬
jí�£ü�Z��
'��Æú@< úqû"�TúP������ù��
�
'�ùcú��
�%'�ý[ü�ù��

TV
�Ïý%� ÿ��qü�����ü�ý�úqû��=ù���ùÇ'�ù�ü�QG'���ù���ýqý%�
�Íú¿û��=ý��
��'£úqü���ù 0jn��ú�'��
���1<�N£úqû��
������:���ù�üþý&��ûG'���� ý��pú&�
��ý�����'£ú¿ü���ù�ý�üþù

1− D
N"�ÏýFýqû!�3�%ù'ü�ù�úqû���ü�ùcú����T��'���ú�����<B�5I!�
��ÿ���� 0

U1

ü�ý�úqûT'£ý��E�
�ÏùG:
�5I'ý���ú#N�����ù��
���
���1<mù!�Ïú&������'��
����ú��B�Çýqüþù�������ú��Ïù 0
W ùLú¿û��(����ùcú����?��<�N�úqû�� ý�����'£ú¿ü���ù�ýn�
� P2 �
���(����ù������
����<�'�ù�ü�QT'!�K�JI �
��ÿ�úWüþù'ù!��ù>���
����:?�Ïùcú&�#�Ïý���ý 0
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amplitude(f) := max
i

(fi) − min
i

(fi) ≥ 2α -�y 0³���=2
���
	��>���
	��) "���A�;�4 "�7 ÿ P2 �����A�
�;�Z�
	Z*

WPêwéNé�h í q ��ÿ!���c:���ú¿û£ü�ýFÿ�����ÿ��Ïýqüþúqü���ùdNT4"�[ý[ú������B�?���;úqû"�Tú%ü1�
amplitude(f) < 2α

úqû���ù$ú¿û���ý�����'�ú¿ü��Ïù�ý�
���múqû��P�
�Ïù�ý[ú��Ïùcú¿ý	�
�%ú¿û!��ü�ùcú�����:?�
�
[mini(fi) + α, maxi(fi) − α] 0 ø3ùJú¿û!�P�Ïú¿û����C�#�Tý���ý	'£ù�ü�QG'���ù���ý[ý����ý�'��þúqý9�*���
� úqû��\�{�?��úWúqû"�Tú

J2

ü�ýÜý[ú��qü��
��<%����ù=:��5I�ü�ù��
���r��ü����
�pú¿ü���ù�ý��5I �
��ÿ£ú�ú¿û��\�
��ù£ý[út�Tù�úqý 0^q ûG'�ý?úqû��ý�����'£ú¿ü���ù ü�ýC'£ù�ü�QG'��P'�ÿ ú��e������ù�ý�út�Ïùcú 0e[ û���ù amplitude(f) ≥ 2α
üÆúÇü�ýC�
�Ïý�<hú��~ÿ����3:
�Lú¿û"�TúÇúqû���;üþù�ü��C'!� �
�yú¿û��Çý�����'£úqü���ù��C'�ý[ú^$��	��QT'��
�&ú��

mini fi + α
NNý���ú¿û"�Ýú?ú¿û��	����ù�ý�út�Ïùcú ü�ý^�
��ú�'"�
���1<�4!I �
� 0q û�ü�ý&��ù!��ýÜúqû�� ÿ����T�
� 0

�

a ��ú&'£ýo��'�ý�ú¿ü1�²<mú¿û!�Íüþùcú��
����ý�ú��?�uúqû���ý��(��� �!�
��ý 0
� ¤�£ ��¬�ªV¹t®pÎ�÷ ù�Ñ9ªl¯ ¨�¬�®MªV±T¨��>¯ Ñ9¨���°`½p¨s±TªV°p¬��Gå9±=¯ ª@«^©d°b¯ ªV®p¬
[ �(�#�Tù	��'�ý�ú¿ü1�²<�ÿ�����ÿ������1<�ú¿û���ý��(��� ������ýn$=<P'�ý[ü�ù��Çúqû��(�B�gI�ü��C'��¶��ÿH��ý[ú��
�[ü����[ü - f%j^i 2 �*�
�����
��üþý�� 0

m '£ÿ�ÿ��Ïý���ú¿û"�Ýú f = u + b
N!�%û������

b
üþý&�E'£ù�ü��*����� �%û£üþú���ù!��ü�ý�����ù

[−α, α] 0pL '!�[ú¿û!�
�Fý�'£ÿ�ÿ��Ïý���ú¿û"�Ýú�A��û"�#:����Lÿ����
$"�
$�ü���üþú@<
P (u)

�c:
�
��ú¿û��!ü��B�
�
��ýWúqû"�Tú ü�ýWÿ�����ÿH����ú¿ü��Ïù"�
�uú��
exp(−J(u)) �50Cq û���ù^üþú üþý���#�Tý���ù"�?$�����ú��E���
�
�c:
�
�

u
�*���
�

f
ý����1:-ü�ù���úqû�ü�ýFÿ�����$����
�Ð+

sup
u
{P (u|f)} = sup

u
{P (f |u)

P (u)

P (f)
} -�y 0³���=2

[ û�ü��­û�üþýn�
QG'�ü1:
�?����ùcúFú��%+
inf
u
{−log(P (f |u))− log(P (u))} -�y 0³���=2

C��Ïú�� ú¿û"�Ýú
P (fi|ui) = 1

2α � [ui−α,ui+α] 0 j�ý�úqû���ù��Ïü�ý��Íü�ý%ÿ�üÉI �
���%üþý��Íü�ù��!��ÿH��ù��"�Tù�ú
N P (f |u)
ü�ý���ü1:���ù$G<;+

P (f |u) =

{

0
ü�� |f − u|∞ > α

1
(2α)n

�Ïú¿û������%üþý�� - ù'ü�ý�úqû�� ùT'!�C$����&�
�&ÿ£ü1I �
�þý 2 -�y 07� .32
ý���úqû"�TúFú¿û!�Of%j^i ý�����'£úqü���ùLüþýn��ü�:
��ù%$=<F+

inf
u,|u−f |∞≤α

{J(u)} -�y 0³�=6�2
q û�üþýE���T���
�Füþý!ù��Ïú�ù���� 0~m�0pq ���
�;üþù�ün�Ïù!���
� 0 üþù�w 6
� N ���?z ü�ùcú����T��'��
��� üÆú	�*���Çú¿û��%�������c:?�
�n�
�ú¿û��(�
��ú¿ü1�{�
��úqýn�Ïÿ�ÿH�#�
�[ü�ù���ü�ù�ú¿û!�K��iM�M� 6
����� ü��B�?����������ÿ�����ýqýqü���ù 0oq û��Ïý��K�
�[úqü��{�
�pú¿ýA�
����$H��'�ù��!�
�%�Ïù���;ü���ûcún$���úqû�� ÿ��qüþù���üþÿ"�
�s�Ïÿ£ÿ���ü��#�Túqü���ù��
�&úqû�ü�ýn��� �!�
� 0
�&���"�������¡ �¢£�4�;��¤�¥�¦§�©¨«ª¬¦���­� � �¢£��¦¯®4�"°�®±��²?°d³£¦@���"°�´£¦§°:¤�¢�­�µ"¶�¦@¶=°d², �¥��·®4­"¶)¦£¸
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L ü���'!��� � + q&a +b����ù"�~ü����
������ù
[0, 1]

U q v,+o����ù���ü����
���5¹
U([−0.2, 0.2])

� a +%T9��ù���üþý��
���%üþúqû
BV − L∞ �kv�+
T���ù���üþý����>�%üþúqû

MinSurface − L∞
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� ¤{Ì º�å9°p¬�¯ ªVÏd°b¯ ªV®M¬,¬9®pªV± ¨­Î�¨r÷�®rºX°p¸
j9���"�£ü���üÆút�
��ü��B�?����ýp�
����QG'"�Tù�úqü�R��
�)N-ú@<�ÿ£ü��#�?����<O��ù

256
�����5<E���5:��
�þý 0 øÓúAü�ýyù��Tú1ü��;ÿH�
��üþù��^�*����ú¿û!�WÿH�
������ÿ Uú¿ü��ÏùP�
�uúqû���ü����
����ý
N $�'£ún�%û���ù>�����;ÿ!'£ú����qý�ú��/<mú����5:?�
��'"�Ýú��?ÿ����
��ü�ý�����<mý�������ü����
�����*�#�Tú�'�����ý
N"��ü��
�Wúqû�����qü���ùcút�Túqü���ùP�?�uúqû��(�����
�£ü���ùcúqý
N�QG'"�Ïùcúqü�R#�Ýú¿ü��Ïù'üþù���'�����ý&�]�?�����^���������qýFú¿û��Tú%ÿ����5:���ù�ú^�
���
���qüÆú¿û���ý¦ú��	�A�����ÿ�����ÿH�
����< - ý�����w 6
�?z �*���Fü�ù�ý�út�Ïù!�
� 2J0 ip���5UÓÿ����T�
��ýqýqüþù���ý��
��� úqû���ù%�
��'���ü��
���1<mù!�
�
�!�
� 0

a ��ú Q
$���ú¿û!�KQG'"�Tù�úqü�R
�Tú¿ü���ùP��ÿH�
���Ýú�����N�����4�ù��
���Ïý(+

Q : D → 2α P
ui → 2αb u

2α
c + α

-�y 07�
�=2
��ü�:
��ùC��ÿ��qü����

J
N���ù"�Tú�'!���
��ü��!�#�Üú��^����ý[ú������¦ú¿û��Aü����
����ý#üþý�ú��^���T���9�*���#ú¿û!�1ü����
���o�%û�ü��­ûC��ü�ù�ü��;ü�R
��ýú¿û�üþýÜÿ!�qü��
��ü�ùLú¿û!�Íý���ú��
�X�Ïùcú����
�
�!��ùcú¿ý

Q−1(f) 0 øÓú&�
�Ïù%$��(�#�Týqü��1<�ý[û��c�%ù�ú¿û��Tú(+
Q−1(f) = {u, f = Q(u)} = {u, |u− f |∞ ≤ α} -�y 0³�
�G2

q ûG'�ý�N����\�
���(�
���Ïü�ùP��� ����üþù��O�*����úqû�� ý�����'£ú¿ü���ùP�
��ú¿û����*�������c�%ü�ù��O��ÿ£ú¿ü��;ü�R#�Túqü���ù;ÿ����
$������h+
inf

u,|u−f |∞≤α
{J(u)} -�y 0³�=��2

ø3ù	úqû��(�*�������3�%üþù���N�����ý[û��c� úqû����
'���û	ý������Pý[ü���ÿ����(�5I!�
��ÿ�����ý
NHú¿û��Tú9'£ýqü�ù!�;ú¿û!�Pú��Tút�
�s:?�
�qü��Tú¿ü���ù%�Ïý��ÿ��[ü����1ü�ý&�	$"�
�'ü����
�C�*����ú¿û���ý��K��ü�ù���ý&�
�_��üþý[ú��
�[ú¿ü���ù�ý 0
q û��&���Ïü�ù&��'�ý[úqü�4"�
�Tú¿ü���ùC�*����ú¿û!�n'�ý��&�
�

TV
�Týp� ÿ!�qü��
�
N�üþý�ú¿û"�TúyüÆúo������'����
�qü�R
��ýuú¿û��%ü����
����ý
N
�%üÆú¿û��
'£ú$���'����qüþù���ú¿û��(��������ý 0 ø3ù$ú¿û!�K�
�Ïý��(�
�X�Ïù l∞

U@�
�Ïù�ý[ú����Ïüþù�ú
N£ú¿û£ü�ý&�
�!:?�Ïùcú��
����ü�ýFù!�Ïú��
���
�
�&�Ïù=<T���
��� 0ø3ù��!�
�
�dN£ü����
��üþù���ú¿û��Tú
f(i+1, j)− f(i, j) > C > 2α

úqû���ù�úqû��Wý���ú {u ∈ X, |u− f |∞ ≤ α} ��ù��1<�
��ùcút�Tü�ù�ý ü����
����ý^�%û�ü��­û ý��Túqü�ý/�²<
u(i + 1, j) − u(i, j) > C − 2α 0�q ûG'�ý ú¿û�� l∞

U@�
�Ïù�ý[ú����Ïüþù�ú(��ù�ý�'!����ýú¿û"�Tú%úqû��A��'��;ÿ£ýn�����
�Tú����%úqû"�Ïù
2α

�?��� ÿ�����ý�����:����)N��%üþú¿û%�	���gI�ü����
���£ü�ý[ú����[úqü���ùP�?�
2α 0j�ù��Ïú¿û!�
�&�����B�
���B�
�uü�ùcú��
����ý[úÜü�ý�úqû"�Tú(+

WPêwé�X�éoì#Á*ÂcÁ8éHÀ��dÄ�»)Ä þ �c{�¼4½#[��;*;	Z* � �
	�� ny = 1 a)� U2 ⊂ U1

q û�üþý�����ý�'��þúAü�ýMQG'�üþú���üþù�ú��
����ý[úqü�ù��!N�üÆúAý[û��c�%ý1ú¿û��Túk�TùB�#�Tý�<��k�#<!ú��Pÿ�ü��t���Pý�����'�ú¿ü��Ïù��?�
U1

ü�ýyú��Pý����1:��
P2 �%û�ü��­ûmüþýAý�'�ÿ�ÿH��ý������#�Ïý[ü����k�Ïý

J2

üþý��£ü�Y��
����ùcú¿ü]�?$���� 0_[ �Wý���üþÿ;ú¿û!�Wÿ���� �
�)�Ïýyú¿û�� . U/T ÿ�����$!���
� üþýyù��Ïúú¿û���ú��Ïÿ�ü����
��ú¿û£ü�ýFÿ"�ÏÿH�
� 0
q û�� 2 − D

�#�Ïý��(���#�?��ýFú��!ù���� ý�'��[ÿ��qüþý���ý 0�q û!�Pù��Ïù>'�ù£ü�QG'���ù!��ýqýÜü�ý%ù��Tú��Ïý%ÿ�����ù!��'�ù����
���TýÜüþùLú¿û��
1 − D

�
�Ïý��?NH�Ïù��$ÿ����Ïÿ���ý[üþúqü���ù -�y 07��2 ���!ù��ÏúÜû������ 0
[ �;ý[û��c� üþúÍú¿û�����'���û��'ý[ü���ÿ����!ü�����'£ý[ú����Tú����;�5I!�
��ÿ���� 0�[ ���­û���ý��

f
ú���$H���Lú���'�ù��
�Tú����x�
��ù!���Ïýýqû��c�%ù��ÏùJú¿û�� q ��ÿ U a �5� ú -{q&a`2 4"��'!��� -���2J0�q û���ùÊ����QG'"�Ïùcú¿ü�R
�Lüþú -{q ��ÿ UVv%ü��Ïû�ú\4"��'���� 2J0 øÓúE��ü�:
��ýE�ý�'�ÿH�
�[ÿ���ý[üþúqü���ùE�
����<T��üþù������qý 0`[ �%ù��Tú���ú¿û£ü�ýb�*'�ù��pú¿ü���ù

f 0 øl���A�&�����*�
��ú�� úqû��Fü�ùcú����T��'���ú�����<O�5I!�
��ÿ����?N��A�ù"�Tú�'!���
����<P������� ú���ú¿û�üþù��múqû"�TúÜú¿û��Pý�����'£ú¿ü���ù��
� P1 �;ü���ûcú�$��\�Ïù=<%���
��ü��
�Cü�ù!�
���
�Ïýqüþù��E�*'�ù���úqü���ù>����üþù���*�����
min(f) + α

ú��
max(f)−α 0 jn��ú�'��
���1<�úqû��WùG'����
�[ü��
�
�fý�����'�ú¿ü��Ïù���������ú1ü�ý���ù��5� ý�'�ÿH�
�qÿH��ý[üþú¿ü���ù�
�b�5< �þü�ù��!�
�qý - ��� 0 �A�Ïú[ú����	U@����� ú - � a`2 4"��'!��� 2J0j�ùLü�ùcú�'�üÆú¿ü1:����5I�ÿ��]�Tù"�Tú¿ü���ù)N-ü�ý¦ú¿û"�Tú�ü�ù 6 U&T­���?ú���<�ú��O�;üþù�ü���ü�R��%úqû��?üþù�ú��
�����
�H�
�Cú¿û��9����ù!�Ïú¿û��?��úqû������:
�
�`��üþù���ý��c:��
�9�
���s����:
�
��ý - úqû�ü�ýÜü�ý&��ù��c�%ù;�Ïý � �=�
���#���*�
���C'������5� 0 w �gz²2J0nq û�ü�ýÜü�ùcú��������?��üþý������
�
���1<P����ýqý�*���&���5<T��ü�ù!���
��úqû"�Ïù%�!ú���'�ù!�#�Tú��
�%�
��ù�� 0
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MinSurface − L∞
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q û�üþý1ý[ü���ÿ������5I!�
��ÿ����Üýqû!�3�%ý�úqû"�Tú TV
ü�ý�'�ù"�
�"�Tÿ£ú����B�*���A�!�
QG'"�Ïùcú¿ü�R#�Túqü���ùdN!�Ïý¦ú¿û��9����ý�'��þú1ü�ý���ù��5�QT'��Ïùcú¿ü�R��
�^ü����
��� 0�q û��E�A�Ïú[ú����	UVv%ü���ûcú - �kv 2 ÿ�ü���ú�'�����üþù -���2 ü�ýWúqû��Çý�����'£ú¿ü���ù��?� P2 0Kq û�ü�ý^�*'�ù!��ú¿ü���ùû"�ÏýPúqû����;üþù�ü����
�&ý�'����{�?�
��ü�ù úqû���ý���ú {u ∈ X, |u − f |∞ ≤ α} 0 øÓú�üþýK�O'��­ûx�
����ý����Íú��'úqû��B�
�qü��Ïü�ù"�
��
��ù�� 0

[ �(�
�����?ú��Çú¿û!�Íý��
�����
��ù�����'�ý[ü���ùP�%üÆú¿û>�!ù��Tú�'����
�Nü��B�
�
� 0pm ����4"��'���� -{�=250

L ü���'!��� � + q&a +b���[ü���üþù"�
�yü����
����U q vh+%ß^'"�Ïùcú¿ü�R
��� a ��ù"�F��ù
10

���5:��
�þýE� a +A��T9��QG'"�Ïùcú¿ü�R
�
�d�p�%üÆú¿û
BV − L∞ �kv�+
T��
QG'"�Ïùcú¿ü�R
�����%üþúqû

MinSurface − L∞

L üþù"�
����<�N���ù����
�Ïù}����ù��������%ûG<§ú¿û���f%j^i ý�����'£ú¿ü���ù��%û�ü��­ûkü�ý;úqû��
�
����úqü��
�
���1<���ÿ£ú¿ü��B�?�&�*�
�B$H�Ïú¿ûQT'��Ïùcú¿ü�R
�Tú¿ü���ù!ù���üþý��&�Ïù���'�ù�ü1�*�����ñ�%û�üÆú��Fù���üþý��n��������ýyý��K$"�
���1<�üþù��Ïù��n�#�Ïý��
N �Ïù��!ý��(���
���£ü�ùÇú¿û��&�Ïúqû��
� 0q û�ü�ý&$H�
�
�
����ýÜÿ!����ú[ú@<��
���#�
�k�%û���ù%���Íÿ�ü��pú�'����?ú¿û��(��ü1Yd������ùcúÜù���üþý���ý -�y�250ß^'"�Ïùcúqü�R#�Ýú¿ü��Ïù ù!��ü�ý��^û��Ïý��gý����
��� q,R Nn�%û�ü����F'�ù�ü1�*����� ù���ü�ý��=û"�Ïý>�Ê���
����� q,RO0 ø3ùÓ��'��>f>j9i�Ïÿ�ÿ����=�
�­û)N�úqû��
l∞

U3ù!����� ü�ý�ý�'£ÿ�ÿ��Ïý��
��ú������ �!�
�Fú¿û���ù���üþý��
Nk�Ïù�� q,R ú¿û���ü����
����ý 0 jn��ú�'"�
���1<�N1úqû�����#�Tý���ù%�%ûG<$üÆúk��������ýÜü�ùLú¿û��(�
�Ïý��K�
�`�%û�üþú��Íù!��ü�ý��
N�üþý�ú¿û"�Tú q,R ù��Ïú���ù!��<����T���
�þý1ú¿û�� ü��B�
�
�^$�'£ú��
�þý���%û"�TúÜü�ýFù��Tú�ù!��ü�ý�� 0
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L ü���'���� y + a �5� ú(+ | ù�ü1�*�����ð�%û�üþú�� ù���ü�ý��9U�vÜü���ûcú(+�ß^'"�Ïùcú¿ü�R#�Túqü���ùLù��Ïü�ý��
� ¤ ô æÓå^÷�¨)Î!ªV©d°p¸	Ò9¨d¯ °pªV¸/±
q ��ý����1:���ú¿û!��ý�� ÿ�����$������;ý�N!���\'�ý��
�$ú¿û�� ÿ����g���
�pú����	ý�'!$������?��ü���ù�ú��Ïÿ£ÿ����=�?�­û>����ý����qü�$H�
�%�#�?����ü��
� 0

q û�� ý�'�$������
��ü���ùcú��?�uúqû���ú��Ïú��
�d:?�
�qü��Tú¿ü���ù�üþýn��ü�:
��ù%$G<�+

div(Ψ)
�%üÆú¿û

Ψ =

{ ∇u
|∇u|2

ü�� |∇u|2 > 0

0
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