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Chapitre 1

Espaces de probabilité et
Intégration

1.1 Présentation

La théorie des probabilités propose un modéle mathématique qui rend compte
de la notion intuitive d’expérience aléatoire (i.e. dont le résultat est soumis au
« hasard »).

La premiére démarche consiste & introduire ’ensemble 2 dont les élements
constituent tous les résultats possibles de ’expérience puis & distinguer une
classe @ de sous-ensembles de €2 qu’on appelle « événements », vérifiant certaines
propriétés naturelles et enfin a affecter un poids P(A) € [0,1] a tout événement
A € @ qui sera la probabilité de A. Plus précisément, la classe @ doit étre une
tribu sur (2 et la correspondance A — P(A) une mesure positive de masse totale
égale a 1.

1.1.1 Deéfinition 1

1. Soit 2 un ensemble. On appelle tribu sur 2 un sous ensemble @ de 'en-
semble P(Q) des parties de 2 tel que :
— ¢ et  appartiennent a Q.
— si A € @ alors A€ € q.
— si (A4,) est une suite d’éléments de @ alors

UAnea et ﬂAnea

Le couple (92, @) s’appelle un espace mesurable

2. Un espace mesurable (€2, @) étant donné, une mesure positive de masse
totale égale ¢ 1 ou probabilité sur @ est une application P de @ dans [0, 1]
vérifiant :

— si (A,,) est une suite d’éléments de @ deux a deux disjoints, alors

)£



-~ PQ) =1

Le triplet (€2, @, P) s’appelle un espace de probabilité. L’espace entier ) repré-
sente I’événement certain, ¢ I’événement impossible (P(¢) = 0 car ¢ U = ¢
et 9N ¢ = ¢ donc P(¢p) = P(¢p U @) = P(¢) + P(¢) ), le complémentaire A€
représente 1’événement contraire de A, l'intersection A N B des événements A
et B représente ’événement « A et B ont lieu », la réunion A U B représente
lévénement « A ou B a lieu » (attention : ou n’est pas exclusif!), les intersec-
tions ou réunions dénombrables d’événements sont introduits pour ’étude des
phénomeénes asymptotiques, enfin ’inclusion correspond a I’implication.

1.1.2 Exemples associés a la définition 1
1. Un joueur effectue quatre parties de pile ou face :
Q = {(z1,32,23,24), 7 € {0,1}}
2. Un joueur lance un dé trois fois de suite :
Q= {(acl,xg,acg), T; € {1,2,3,4,5,6}}
3. Observation de la durée de vie d’un individu :
Q=Ry

4. Observation du nombre d’appels passant par un central téléphonique tous
les jours d’une semaine :

=N’

5. Observation, pendant un intervalle de temps [t1, 2], du mouvement de
diffusion d’une particule dans I’espace :

Q=C([ti, ], R?)
6. Un jeu de pile ou face de durée finie ou infinie :
0 ={0,1}" avec (n eN) ou Q={0,1}"

Dans les cas ou I'ensemble 2 est fini ou dénombrable, la tribu que ’on considére
est, en général, la tribu P(Q) des parties de 2 et la donnée d’une probabilité
sur Pespace discret (€2, P(£2)) équivaut a la donnée d’une famille (p(w)) de
nombres positifs vérifiant :

> pw) =1

weN

weN

La probabilité d’un événement A € P(Q) est alors définie par la formule :
P(A) =) pw)
w€EA

Lorsque € est fini, des considérations de symétrie conduisent souvent & supposer
que p(w) ne dépend pas de w € . On a alors :

1
) = Goray



et

Card(A) nombres de cas favorables a A .
= = (loi uniforme)

Pi4) = Card(2)  nombre de cas possibles

Lorsque lespace © n’est pas dénombrable, par exemple Q = R ou Q = R? ou
méme un espace métrique, on utilise souvent la notion suivante :

1.1.3 Definition 2

Soit C C P(f), une famille quelconque de parties de Q; on appelle tribu
engendrée par C, la plus petite tribu sur £ (au sens de l'inclusion) contenant
C; on la note o(C). L’intersection d’une famille quelconque de tribus étant une
tribu, et P(€2) étant une tribu sur £ contenant C, on voit que :

oC)= (17T

7 tribu
cCCT

1.1.4 Exemples associés a la définition 2

1. SiC={A} ou AC Q, A+# ¢ alors o(C) = {A, A%, Q, ¢}
SiC = {A1,A2,---,An}, A C Q, A, # ¢, déterminer o(C) (considérer
d’abord le cas n = 2).

2. Si Q est muni d’une structure d’espace métrique, on peut considérer la
famille C de tous les ouverts de €2; la tribu engendrée par C est alors

appelée tribu borélienne de ) et notée souvent Bo. Remarquer que, si C’
est la famille de tous les fermés de ©, on a aussi Bg = (C" = o(C).

3. Si Q =R? (d € N*) la tribu Bga est engendrée par la famille C de tous les
pavés de la forme

d
H]ai,bi[ ol a; < b; s a; €Q s b; €Q

=1

Soit (€2, @) un espace mesurable quelconque ; le probléme de la construc-
tion d’une mesure de probabilité P sur @ peut étre non trivial. On a
cependant les exemples suivants.

4. Soient (ay) une suite fixée de points de 2 et (ay) une suite fixée de nombres
positifs tels que ), a; = 1. Pour tout A € @, posons :

P(A) = Zak.lA(ak) (*)
k>0
ou _ A
) ={ ] 5 o8

On vérifie facilement qu’on définit ainsi une mesure de probabilité P sur
a. Lorsque a € 2 est fixé, la mesure de probabilité définie par :

VAea  P(A)=14(a)



est appelée masse de Dirac au point a et notée d;qy. La probabilité P
définie par la formule (*) est donc donnée par

P = Z ak.é{ak}

k>0

5. On appelle fonction de répartition sur R, toute application F de R dans
[0, 1], croissante, continue & droite, telle que

lim F(t) =1 lim F(t)=0

t—+4o0 t——o0

I existe alors (Théoréme admis) une unique probabilité P sur l'espace
mesurable (2 = R, Bg) telle que

Vs <t : P(]s,t]) = F(t) — F(s)
On a alors, pour tout t € R :

P({t}) = lim P( ]s,1]) = F(t) ~ lim F(s) = F(t) ~ F(to) = AF(z)

Si la fonction F' est continue en ¢, le « saut » de F en ¢ : AF(t) est nul et
P({t}) = 0. On dira que P est « diffuse » lorsque P({t}) = 0,V t. Si pour
tout n € N, AF(n) = o, ot a, > 0, vérifie ) «,, = 1, on voit que P est
une probabilité discréte portée par N telle que :

VneN P{{n}) =an

Si, par contre, il existe une application f : R — R, continue par mor-
ceaux (positive) telle que
+oo
/ fl@)ydz =1

— 00
et vérifiant

VteR F(t):/_t f(z)da

on voit que F' est une fonction de répartition continue et que la probabilité
P associée a F vérifie :

Vs<t P(]s,t]):/ flz)dx

On dira que P est la probabilité de densité f et on notera P(dz) = f(z) dx.
On peut, de la méme facon, définir des probabilités de densité f sur
(Rda B]Rd)'

1.1.5 Proposition 1

Soient (2, @, P) un espace de probabilité et A, B, A, (n € N) des événe-
ments. Alors :
1)
AD B= P(A) > P(B)



P (U An> <> P(A4n)

neN neN
3) Si pour tout n, A4, € A,41,0na:

P (U An> = lim P(A4,)=sup P(A,)

n—oo
neN

Si pour tout n, A,+1 C A,,ona:

P (ﬂ An> = lim P(4,) = inf P(4,)

n—oo
neN

Démonstration :

1) On suppose A D B, alors : A = B U (A\B) avec BN (A\B) = § donc
P(A)=P(B)+ P(A\B) > P(B)

3) Si pour tout n, A, C A,+1, on voit que les événements

Apg, A1\Ao, A2\A1, ..., Apy1\A,, ... sont disjoints de réunion A = %An et
donc

P(A) =P | A+ Z(An+1\f4n)

n>0

=P (Ao) + Z P(Ani1\An)

n>0

n—00

= P(Ap) + lim { z_: (P(Am1) — P(Am))}

= lim P(A,)

n—00

(pour une union d’événements deux a deux disjoints, on remplacera, par com-
modité, le symbole U par le symbole +).
Si pour tout n, A,+1 C A,, on a alors

P(NA,) =1-P ((QAn)C)
=P ()
=1- lim P(A9)

n—oo

lim P(A,)

n—oo

’ n ’ ’ ’
2) Posons, pour tout n, A,, = UOAm; alors A, € A, et UA, = UA,, donc :
m= n n

P(UA,) = lim P(A)) < lim zn: P(An) =) P(A,)
m=0

n n— o0
= n>0

car A et B étant deux événements quelconques,

P(AUB) = P (A+ (B\A)) = P(A) + P(B\A) < P(A) + P(B)



et donc, par récurrence sur n

P(A,) = P( U Ap) < i P(Ap)

m=0

1.2 Probabilités conditionnelles, indépendance

Supposons, qu’en étudiant une expérience aléatoire représentée par un es-
pace (2, @, P), on sache déja qu’un événement A € @ (de probabilite P(A) > 0)
s’est produit. Il est alors intuitif que les probabilités des événements B € @
doivent étre modifiées.

1.2.1 Exemple

Soit = {wop,w1,...,w,} un espace fini. On suppose que P représente le
tirage d’un point de € selon la loi uniforme. On a donc
1 . Card(B)
P = —— t BCQ, PB)=—"—-—=
({wrd) Card(2) s - (B) Card(2)
Soit A C Q.

Quelle est la probabilité qu'un point tiré soit dans B, sachant qu’il est dans A ?

Cest :
Card(ANB) P(ANDB)

Card(A) P(A)

1.2.2 Définition 3

Soient (2, @, P) un espace de probabilité et A € @ tel que P(A) > 0. On
appelle probabilité conditionnelle de B € @ sachant A, le nombre
P(ANB)
P(B/A) = —————=
(B/4) =55

1.2.3 Proposition 2 (Formule de Bayes)

Soit (A,) une suite finie ou infinie d’événements deuxr & deux disjoints tels
que = UA,, (partition de Q) et P(A,) > 0, pour tout n, alors :
n

VBeda, ona P(B)=)_ P(B/A,).P(Ay)

Démonstration
On a:
B=BNQ=BN(UA,) =) (BNA,)

donc

P(B)=P <Z(B N An)> =Y P(BNA,) =) P(B/A,).P(Ay)

n

On dira que deux événements A et B sont indépendants si P(B/A) = P(B) et
donc si P(AN B) = P(A).P(B)



1.2.4 Deéfinition 4

Une suite finie Ay, Ao, ---, A, d’événements est dite indépendante si

P(A; Aiy ... Ay) = P(A;,).P(A,). -+ .P(Ai,)

pour toute suite i; < is < ... < iy d’entiers {1,2,...,n} deux a deux distincts.
(N.B. on notera, par commodité, A.B pour désigner I'intersection ANB de deux
événements.)

Si A€ a, soit o(A) = {0,Q, A, A®} la tribu engendrée par A.

1.2.5 Proposition 3

Pour que la suite Ay, Ao, ---, A, d’événements dans ’espace de probabilité
(Q, a, P) soit indépendante il faut et il suffit que

P(B1B,...B,) = P(B).P(By).--- .P(B,)

quels que soient les B, appartenant & o(4,,),m=1,2,...,n

Démonstration

Pour tout ¢ € {1,2,...,n}, soit A; = A; ou AY.

On a, en fait, ’équivalence :

(A1, As, -+, A,) indépendante <= (All, A;, e ,A;i) indépendante.

11 suffit, par récurrence de vérifier que :

(A1, As, -+, A,) indépendante = (A/17 Ag, -+, A,) indépendante ce qui est fa-
cile et laissé en exercice.

1.2.6 Définition 4 bis

Soit (A;)ier une famille d’événements dans l'espace (2, @, P) ou I est un
ensemble quelconque d’indices. On dit que la famille (A;)icr est indépendante
(ou que les A;, (i € I) sont indépendants) si pour tout sous-ensemble J fini,
JCI, ona

P(0A) =[] P(4)

icJ

Soit (A )nen une suite d’événements dans lespace (§2, @, P). On définit :
lim A, = {w € Q tels que, pour une infinité d’entiers n: w € A,}

On vérifie aisément que :

m A, ={weQ : ) 14, (w)=+o0}=n( U An) € G

n
n>0

1.2.7 Proposition 4 (Lemme de Borel-Cantelli)

Soit (A )nen une suite d’événements. On a
1.

> P(An) < oof = P(lim A,) =0

n>0



2. Si la suite (Ap)nen est indépendante et si >, - P(A,) = +oo alors
P(lim A,) =1
Démonstration :

1. On a, lorsque ) P(A,) < oo :
P(lim A,) = P(n ( U A,))

n m>n

= lim P( U A4,,)

n—oo m>n

< lim { ) P(Ay)

m>n

2. On suppose que » . P(A,) = 400 et que la suite (A,) est indépendante,

alors :
C
{ hmA } P{% m>nA }
_ c\ _
= P, An) =0
car

. k
P, A} = lim P{ 0 ALY
k
= lim (1—P(Ap))
koo m=n
< lim e Zm=n PAR) =

k—o0

( on a utilisé le fait que : V& >0 (1 —z) <e™?)

1.3 Variables aléatoires

1.3.1 Définition 5

Soient (€2, @, P) un espace de probabilité et (F, B) un espace mesurable quel-
conque. On dit qu’une application X de (2, @) dans (F,B) est une wvariable
aléatoire (en abrégé : v.a.) si pour tout B € B alors X 1(B) € @. En Analyse,
on dit aussi que X, vérifiant la propriété précédente, est une application @ — B
mesurable (ou, tout simplement, mesurable s’il n’y a pas d’ambiguité). Lorsque
Pespace F est fini ou dénombrable, la tribu B est, en général, égale & P(F) et on
voit qu’une application X de (2, @) dans F' est une variable aléatoire si, pour
tout x € F on a X ' ({z}) = (X = x) € Q. On dit, dans ce cas, que X est
une variable aléatoire discréte. Lorsque F = R = RU {+00} U {—o0}, muni de
sa tribu borélienne By (engendrée par les ouverts de R ainsi que par les points
{+0}, {—00}), on dit que X est une variable aléatoire réelle (v.a.r.).

1.3.2 Proposition 5

1. Pour qu’une application X de (2, @) dans (F, B) soit une variable aléatoire,
il suffit que, C étant une famille de parties de F' qui engendre B (o(C) = B),
on ait : pour tout C € C : X~ }(C) € @ (**).



2. Lorsque €2 et F' sont des espaces métriques, munis respectivement de leurs
tribus boréliennes, toute application continue X, de €2 dans F', est mesu-
rable.

Démonstration :

1. On suppose que o(C) = B et que la propriété (**) est satisfaite. Soit
B ={BCF tel que X"Y(B) € a}

@ étant une tribu sur €2, on vérifie facilement que B’ est une tribu sur F.
De plus, la propriété (**) signifie que C C B . Donc o(C) =B C B et X
est bien une variable aléatoire.

2. On sait qu'une application X de Q dans F' est continue, si pour tout
ouvert C' de F, X ~1(C) est un ouvert de . L’assertion 2) est donc une
conséquence immédiate de 1) et de la définition d’une tribu borélienne.

1.3.3 Proposition 6

Soient (2, @), (F,B) et (T,S) trois espaces mesurables, X une application
mesurable de (2, @) dans (F,B), f une application mesurable de (F,B) dans
(T,S), alors Y = f o X est une application mesurable de (2, @) dans (T,S)
Démonstration : elle est immédiate.

Remarques :

1. Soit X une application de (€2, @) dans R. Pour que X soit une variable
aléatoire réelle il suffit que, pour tout ¢ € Q, 'ensemble (X < t) [resp.
(X > t)] appartienne & @. En effet si C = {[—o0,t],t € Q} et
C = {[t, +oc],t € Q}, on vérifie facilement que o(C) = o(C') = Bz (tribu
borélienne de R). On peut donc appliquer le 1) de la proposition 5.

2. Une conséquence des propositions 5 et 6 est que, si X et Y sont deux

variables aléatoires réelles finies, alors, pour tous a et § appartenant a

R, aX + 38Y, X.Y et % (si X ne s’annule pas) sont aussi des variables
aléatoires réelles.

Soit (an )nen une suite d’éléments de R. On définit les nombres lim a,, et lim ay,

n— oo n—oo

par :

nlirlgoan = nhm { Sl;p am} ilrllf { :LL;% am}

nlglioan = nh_}n(}o { nllnfn am} = sup{ mf am}

Ces quantités sont donc bien définies (dans R), de plus :

lim (—a,)=— lim (a,) et lima, < lima,
n—oo n— oo n— oo n—00
On vérifie, d’autre part, que [ = lim a, existe (dans R) si et seulement si
n—oo

lim a,, = lim a,, = [. Ces propriétés sont laissées en exercice.
n n



1.3.4 Proposition 7

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles, alors sup,, X, inf,, X,

lim X, et lim X, sont aussi des variables aléatoires réelles. En particulier, soit
n— o0 n—oo

X Vapplication de € dans R définie par :

Yoo () lim X, (w) si lim X, (w) existe
o) = 0 sinon

alors X, est une variable aléatoire réelle.
Démonstration :
Pour tout t € R, on a

(sup X, <t)=nN(X, <t)ea
n n

(inf X, >t) =N(X, >t) € a
n n

donc sup,, X,, et inf,, X,, sont des variables aléatoires réelles. On en déduit que

lim X, et lim X, sont aussi des variables aléatoires réelles puisque
n— o0 n—o00

lim X, = inf{sup X,,} et lim X, = sup{ ir;f X}
m>n

n—00 n m>n n— 00 n
Donc :

{we Qtel que lim X, (w) existe} = {w e Q : lim X, (w) = lim X, (w)
n—oo n—oo

n—oo

est un événement A. On voit alors que :

Xoo = (lim X,). 14

n—00

(avec la convention 0 - co = 0) est bien une variable aléatoire réelle. La propo-
sition précédente montre que toute limite simple (si elle existe) d’une suite de
variables aléatoires réelles est une variable aléatoire réelle.

1.3.5 Définition 6

Soit (€2, @) un espace mesurable. On appelle variable aléatoire étagée toute
variable aléatoire X : (2, @) — R qui ne prend qu’un nombre fini de valeurs.
On vérifie alors que X est étagée si et seulement si elle est de la forme

X:Za’i'lAi ol a; €R et A;eq
finie

Remarquer que la décomposition précédente de X n’est pas unique et que l'en-
semble £ des variables aléatoires étagées est un espace vectoriel sur R.

1.3.6 Proposition 8

Soit X une application de (€2, @) dans R, = [0, +o0o]. Alors X est une
variable aléatoire si et seulement si il existe une suite croissante (X, )nen de

10



variables aléatoires étagées positives qui converge simplement vers X.
Démonstration :

S’il existe une suite (X,) d’éléments de £ qui converge simplement vers X on
sait, d’aprés la proposition 7, que X est une variable aléatoire réelle. Récipro-
quement supposons que X : (Q, @) — R, = [0, +0o] est une variable aléatoire

réelle. Posons
2

n°—1
k
n

ol

X, = '1(X€[ﬁ 1) + 1.1l x—to0)

n’ n

k=0

On vérifie alors facilement que, pour tout n, X,, € £, X,, < X,,4+1 et que pour
tout w € Q : limy, o0 Xp(w) = X(w)

1.4 Espérance des variables aléatoires réelles et
intégration
Soit X une variable aléatoire réelle discréte telle que
> @P(X=1)<oo ot In(X)=X(Q)CR
€L, (X)
On sait alors (cf. le cours de DEUG) que 'espérance de X est définie par :
E(X)= > aP(X=ux)
€Ly (X)

On se propose ici d’étendre la notion d’espérance a une classe beaucoup plus
large de variables aléatoires réelles. L’espérance de X (si elle existe) apparaitra
alors comme « 'intégrale de X par rapport & la mesure de probabilité P » :

EX) = / XdP
Q
Il s’agit donc de donner un sens mathématique précis a cette écriture.

1.4.1 Définition 7
Soit (€2, @) un espace mesurable. Une mesure positive o-finie sur @ est une
application p de @ dans R, vérifiant :

1. si (4,,) est une suite d’éléments de @ deux & deux disjoints, alors
’ (2 An) =S ()

2. il existe une suite ,, (n € N) d’éléments de @ telle que Q = U ,, et, pour
n
tout n, p(§,) < co.

La mesure p est dite bornée si sa masse totale p(£2) est finie; p est une proba-
bilité si u(2) = 1 (cf. la définition 1). Le triplet (2, @, 1) s’appelle un espace
mesuré. Remarquer que la définition précédente entraine que p(@) = 0, puisque,
si Q,, € @ vérifie u(2,) < 0o, on a p(Qy) = p(Qp U D) = u(y) + p(0).

11



1.4.2 Proposition 9

Soient 4 une mesure positive o-finie sur @ et A, B, A,, (n € N) des événe-
ments. Alors :

1. AD B = pu(A) > u(B)

2 w(UAL) < 5, 1Ay

3. si, pour tout n, A, C A,41, on a: u(UA,) = lim p(A,) = sup,, u(An)
n n—oo

4. si, pour tout n, A1 C A, et s’ existe ng tel que p(An,) < oo, alors
p(NAn) = lim p(A,) = inf, p(A)

Démonstration : Cf. la preuve de la proposition 1.

Exemple important (mesure de Lebesgue)

En dehors des exemples de probabilités donnés précédemment on a le résultat
suivant : Considérons R? (d € N*) muni de sa tribu borélienne B; on sait que
B est engendrée par la famille C de tous les pavés C de la forme

d
C= H ]ai,bi] ou a; < b, ai,b; € R

i=1

11 existe alors (nous admettrons ce théoréme) une unique mesure positive o-finie
A sur B telle que

d d
A <H ]ai,bi]> = H (b; — a;) pour tous a; < b;, a;,b; €R

=1 =1

X est appelée mesure de Lebesque sur RY.

Autre exemple (mesure de comptage)

Soit 2 un ensemble fini ou dénombrable, muni de la tribu @ = P(€2). Pour tout
B C Q, posons u(B) = Card(B). Il est facile de voir qu’on définit ainsi une
mesure o-finie sur (2, P(Q2)) appelée « mesure de comptage ».

1.4.3 Définition 8

Soit (2, @, 1) un espace mesuré. Un ensemble N C  est dit négligeable s’il
existe A € @ tel que NV C A et u(A) = 0. Une propriété P(.) concernant les
éléments w € Q est dite vraie presque partout (en abrégé p.p.) [presque sirement
(p-s.) lorsque p est une probabilité] si {w € € tels que « non P(w) »} est né-
gligeable. On voit, grace au 2) de la proposition 9 qu'une réunion dénombrable
d’ensembles négligeables est négligeable. Si on considére la mesure de Lebesgue
sur R?, un point est négligeable donc tout ensemble dénombrable est négligable ;
par contre, pour la mesure de comptage sur un ensemble dénombrable 2, aucun
point n’est négligeable.

Soient X, Y, X,, (n € N) des applications de 2 dans R. On dira que :

— X est finie presque partout si {w: | X (w)| = 400} est négligeable.

— X <Y presque partout si {w: X(w) > Y (w)} est négligeable.

— X,, — X presque partout si {w: X, (w) /& X(w)} est négligeable.

La notion d’ensemble négligeable est liée a la mesure de référence p. S’il y a
ambiguité, on écrira donc « p-négligeable » ou « p-presque-partout » [p presque-
stirement lorsque 1 est une probabilité].
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1.5 Intégration des variables aléatoires étagées
positives

Soient (2, @, i) un espace mesuré et X : (2, @) — R, une variable aléatoire
étagée positive. Il existe alors une décomposition de X sous la forme

X = ZOLZ'.].Ai
i€l

ou (A;,i € I) est une partition finie de Q, A; € @ et ; € R;. Le nombre
Zie] a;p(A;) ne dépend pas de la décomposition choisie pour X : en effet, si

X = Zﬁj.lBj = Zai.lAi
JjEJ icl

ou (Bj,j € J) est une autre partition finie de Q, B; € G et 5; € R;. On voit
que o; = (3 si A; N Bj # () et donc

Zaiu(A,-) = Zai{ Z,u(Ai N Bj)}

%

=Y (AN By)

2%

= Bin(4;NBy)
.3
= Biu(By)
J
(avec la convention 0 - co = 0).

1.5.1 Définition 9

Avec les notations précédentes, le nombre Zie 7 a;ifi(A;) s'appelle lintégrale
de X par rapport a p et se note fQ X du. On a donc, pour tout A € @

u(4) = /Q 14dy

1.5.2 Proposition 10

Soient X et Y deux variables aléatoires étagées positives, alors :
1. Pour tout ce Ry, [eXdu=c[Xdu
2. [(X+Y)dp=[Xdp+ [Ydu
3. SiXSY,ona:fXdungdu
Démonstration :
L’assertion 1) est évidente.
Soient (A1,...,Ay), (B1,...,Bm) deux partitions de  formées d’éléments de @
et o, ... an, B1,...,0m ER; tels que X =), a;.14,, Y = Zj Bj-1p;. Alors

X+Y = Z(ai + Bj)-1a,nB;

4,9
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et

Jex vy = o+ (a0 B)

4,9

= Zaiu(Ai N Bj) + ZﬁjM(Ai N Bj)

(2]

= Zaiu(Ai) + ZﬁjN(Bj)

:/Xd,u—i—/Ydu

On suppose que X < Y. Remarquer que :
A; N Bj 7& 0 = a; < ﬂj

en effet
weANB;, = Xw=uo < Yw) =0

donc

Xdp=>Y oip(AiNB;) < Zﬂju(AmBj):/Ydu
,J

i

1.6 Intégration des variables aléatoires réelles po-
sitives

1.6.1 Deéfinition 10

Soit X une variable aléatoire réelle positive (définie sur espace (2, @, p)).
L’intégrale de X par rapport & u, notée fQ X du, est donnée par la formule :

/ X dp =sup { / Y du, Yvariable aléatoire étagée telle que 0<Y < X}
Q Q
Remarquer que fQ X dp peut étre égale a +oo.

1.6.2 Lemme 1

Soient Z une variable aléatoire étagée positive et (Y7, ),ecn une suite croissante
de variables aléatoires étagées positives telle que :

lim /Y, > Z
n
Alors
lim /Yndu > /Zdu
n

Démonstration :
Soit & € ]0,1[ . Posons B,, = {Y,, > aZ}, alors B, C B11, B, € Q et UB,, =
n

en effet, pour tout w € 2, on a :

Zw)=0 = weBy
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et

(Zw)>0) = (Z(w)>aZ(w)) = pour toutnassez grand (Y, (w) > aZ(w))

De plus, si
Z = Z ;.1 4,

finie

on a
Y,>aZlg = Zaaz 1a,nB,
finie
Donc
/Yndu > a/Z.lB dp = aZazu(AZ N B,)
finie
et
1?//Eﬂuza2pwmn:a/2@

finie

puisque

w(A;NBy) /' w(4;) quand n — +oo

1.6.3 Proposition 11

Soient X une variable aléatoire réelle positive et (Y},)nen une suite croissante
de variables aléatoires réelles étagées positives telle que :

lim /Y, =X
Alors
/Xdu = lim/‘/Yndu

Démonstration :
Pour tout n € Nyona:0<Y, <Y,;1 <X donc

/Yndu < /Xd,u

1im/‘/Ynd,u < /Xd,u

Réciproquement, soit Z une variable aléatoire réelle étagée telle que

par définition et

0<Z < X =lm /Y,

alors, d’aprés le lemme 1 :
/ Zdu

/X@ghm//m@
n

IN

hm//Yn du

d’ott I'inégalité

15



1.6.4 Proposition 12

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles positives, alors :
1. pour tout c€ Ry : [eXdp=c [ Xdp
2. [(X+Y)du=[Xdu+ [Ydu
3.siX<Y,ona: [Xdy < [Ydu
Démonstration :

Le 3) résulte de la définition 10. On sait, d’autre part, d’aprés la proposition 8,
qu’il existe X,,, Y,, variables aléatoires réelles étagées positives telles que

lim / X,=X lim /Y, =Y

donc :
/(X""Y)d:u:hgl/‘/(Xn‘i‘Yn)du
:hm/‘/Xndqulim/‘/Yndu

:/Xdqu/Ydu

/chu:c/Xd,u (ceRy)

On montre de méme que

1.6.5 Deéfinition 12

Une variable aléatoire réelle positive X est dite intégrable si [, X du < oco.
Donc si Y est une variable aléatoire réelle telle que 0 <Y < X, on voit, d’aprés
la proposition 12, que Y est intégrable dés que X l’est.

1.7 Intégration des variables aléatoires réelles

1.7.1 Deéfinition 13

Une variable aléatoire réelle X (définie sur I’espace (€2, G, 1)) est dite inté-
grable si | X| est intégrable. Son intégrale est définie par

/Xdu:/X"’du—/X_d,u
Q Q Q

Remarquer que X et X~ sont intégrables puisque
- 0< Xt =max{X,0} < |X|
- 0< X~ =max{—-X,0} < |X]|

1.7.2 Proposition 13

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles intégrables, alors
1. pour tout ce R : [eXdpu=c [ Xdu
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2.8 X+Yaunsens: [(X+Y)dp=[Xdu+ [Ydu
3.siX <Y, [Xdu < [Ydu
L [Xd < [IX]da

Démonstration :
Ona: (—X)" =X~ donc:

/(—X)duz /(—X)+du—/(—X)‘du
:/X*d,u—/Xeru

L’égalité 1) est évidente si ¢ > 0;
si ¢ < 0, on écrit

[exau=[-aex)an= (-0 [-X)au=c [ Xau

Onadeplus: [X4+Y|<|X|+]|Y], donc X +Y est intégrable et :
X+Y) =X+ - (X+Y) =(XT X )+ (YT -Y")

donc
X4+ T+ X +Y =(X+Y) +XT+Y"

/(X+Y)+du+/X*du+/Y*du:/(X+Y)*du+/X+du+/Y+du

et, ces quantités étant finies, par hypothése :

fiseran firy = ([ x5 w)o{frea s )

d’ou légalité 2).
Pour le 3) on a :

si X<Y, Y-X>0 et 0 < /(YfX)du:/Yduf/Xdu

Pour le 4) on a, puisque |[X|= X1 + X~ :

/|X|du:/X+du+/X_du > ‘/X"'du/X_du“/Xdu‘

1.7.3 Définition 14

On notera £1(, @, i) 'ensemble des variables aléatoires réelles X finies et
intégrables. La proposition 13 montre que cet ensemble est muni, naturellement,
d’une structure d’espace vectoriel sur R, I’application

XEEl»—>/XdMER
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étant une forme linéaire positive sur cet espace (i.e. que X > 0 = f X du > 0).
Une variable aléatoire X a valeurs dans C est dite intégrablesi | X| € £1(Q, @, p).
On posera alors :

/Xdu - /Re(X)d,u—i—z/Im(X)du

On désignera par Eé(Q, a, 1) Vensemble des variables aléatoires complexes et
intégrables. Cet ensemble forme un espace vectoriel sur C; de plus, on vérifie
facilement que ’application :

XGE(IC»—>/Xdu€(C

est une forme linéaire sur cet espace.
Soit X € L. Alors [ X dp est un nombre complexe de la forme pet? ou p>0;

donc
'/Xdu' :p:e’w/Xdu:/e’deu

:/Re(e—WX)dp < /|X| dpu
On voit ainsi que pour tout X € £L : | [ X du| < [|X]|du

1.7.4 Proposition 14

1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R ou C. S’il existe une variable
aléatoire réelle Y intégrable et positive telle que |X| < Y, alors X est
intégrable.

2. Si X et Y sont deux variables aléatoires & valeurs dans R ou C égales
presque partout (p.p.) et si X est intégrable, alors Y est intégrable; de
plus: [ Xdu= [Y dpu.

3. Si X est une variable aléatoire intégrable, alors, pour tout A € R*}
1
p(|X] > A) < X |X|dp et (|X] < oo) presque partout

Démonstration :
Le 1) est évident
Pour 2) si S ={X # Y};alors S € @, de plus
[ X| < (+00)1s + [Y]

Y] < (+00).15 + | X]|

/(+oo).1s dp = lim /n.ls dp =0 puisque p(S)=0
n—-+o00

/|X|d,u:/|Y|du<oo

18
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Pour 3) si | X| € £, on a, pour tout A > 0 :
ALxiza <X

donc
[ A3xizn dn = 112 0 < [ X dp < 0

De plus

1
H(IX] = +00) = lim pu(1X| 2 %) < lim 3 [ X[ du=0
A—00 A—oo A\
AEN AEN

donc (] X| < oo) presque partout.
Remarques :

1. La propostion 14 montre que, si X est une variable aléatoire intégrable,
alors X et X.1(|x|<o0) sont égales presque partout et ont méme intégrale.

2. Si X est une variable aléatoire réelle positive, les définitions précédentes
montrent que [ X dy a toujours un sens (et peut valoir +00). Si X est une
variable aléatoire réelle quelconque et si [ X+ dpu < cooubien [ X~ du < oo
(par exemple : X majorée ou minorée par une variable aléatoire inté-
grable), on peut, par extension, définir 'intégrale de X en posant :

/Xd,u:/Xer,u—/de,u

qui appartient & [—o0o, +00] =R

1.7.5 Définition 15 (espérance des variables aléatoires réelles)

On suppose que la mesure p est une probabilité P sur I’espace mesurable
(2, ). Soit X € LY, @, P). L’espérance de la variable aléatoire réelle X est
alors définie par :

MM:LX@

Remarquer que, si X est une variable aléatoire réelle discréte (Zm(X) = X ()
est fini ou dénombrable).

X = Z x.l(X:x)

z€Zm(X)

| X| = Z |21 (x=z)

z€Im(X)

On vérifie facilement, dans ce cas, que X est intégrable si et seulement si
MMD:/MWW: > JulP(X =x) < o0
Q z€Zm(X)

et que
EX)= [ XdP= > 2P(X=u)



Remarquer que

= |z|<n |z|<n

1.7.6 Proposition 16 (loi d’une variable aléatoire)

Soit X une variable aléatoire définie sur l'espace de probabilité (2, a, P) et
a valeurs dans un espace mesurable quelconque (F, B). La formule suivante :

(*) pour tout BeB : v(B)=P (X '(B))

définit alors une probabilité v sur I'espace (F, B). On dira que v est la loi (image)
de la variable aléatoire X et on posera v = Pyx. De plus, pour toute applica-
tion mesurable ¢ de (F,B) dans R, on a ¢ € L'(F,B, Px) si et seulement si
poX € L1(Q, a, P) et dans ce cas

(**) / pdPx = / poXdP (formule des lois images)
F Q

Démonstration :
La formule (*) montre que, si B, (n € N) est une suite d’éléments de B deux
a deux disjoints, on a :

X (Ba) =X
et les X71(B,) (n € N) étant deux & deux disjoints :
o(98n) =P (X7 (9B0)) = P (pX ()
= P (X7}(Bn))

De plus v(F) =P (X_l(F)) =P(Q) =1.

v est bien une probabilité sur espace (F, B).

Pour démontrer la formule des lois images, remarquons d’abord, que si ¢ = 15,
(Be€B),ona

/QOdPX:PX(B):P(Xil(B)):/]_X—l(B)dP (par définition)
F Q
:/IBonP:/(cpoX)dP
Q

Q

La formule (**) est donc vérifiée lorsque ¢ = 1p (B € B), et par linéarité,
lorsque ¢ est une variable aléatoire étagée de la forme ¢ = > 4 . ;. 1p, on
B; € B, a; € Ry. Soit ¢ une application mesurable positive de (F,B) dans
R; il existe (proposition 8) une suite croissante (¢, )nen de variables aléatoires
étagées positives telles que ¢ = lim,, / ¢, ; donc :

/godPX:Hm//gondPX:Hm/‘/(gonoX)dP:/(gpoX)dP
F F Q Q
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On voit alors que si ¢ est une application mesurable quelconque de (F, B) dans
R,ona

|50|€£1(FaBaPX) — |50|OX€£1(Q,G,,P)

et que, dans ce cas, en décomposant ¢ :

/SﬁdPX:/SDJFdPX*/SD_dPX
F F F

:/Q(cp""oX)dPXf/Q(QD_OX)dPX
:Akwmmdp

Remarques :

1. Avec les notations de la proposition 16, si F' est un ensembe fini ou dé-
nombrable, on a B = P(F). La loi Px d’une variable aléatoire discréte X
a valeurs dans F' s’identifie alors avec la famille dénombrable de nombres
positifs de somme égale a 1 :

En effet, pour tout B C F':
Px(B)=P(X€B)=)» P(X=x)=) Px(z)
zeB rEB

et

(F)=Y_ Px(x)=

zeF

On dit aussi que (Px(x),x € F) est la densité discréte de X. Pour toute
application ¢ de F' dans R, on a : ¢ o X est intégrable si et seulement si
Y zer lo(@)|P(X = x) < 0o et dans ce cas :

BleoX} = [ ¢aPx = 3 ¢()Pxle) = X wle)P(X =) = [ poXaP

zeF zeF

2. Soit X une variable aléatoire réelle intégrable définie sur I'espace mesuré
(Q, Q, 1) ; on notera indifféremment, dans la suite, suivant les contextes :

/X@ /X ) dps(w /X

Si A € @, on posera, par définition :

/Xdu:/X.lAdu
A Q
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1.8 Théorémes de convergence

1.8.1 Théoréme 1 (Beppo-Levi)

Soit (X, )nen une suite croissante de variables aléatoires réelles positives
(définies sur P’espace mesuré (2, @, u)). Posons X, = lim,, /' X,,. Alors :

/Xoodu:hm//Xndu

Démonstration :
Pour tout n € N soit (X, 1)ken une suite croissante de variables aléatoires
étagées positives telle que :

0 < Xn,k < Xn,kJrl / Xna quand k — +oo

Posons
Y =max{X,x, 0<m <k}

Alors Y}, est étagée et
0<Yr <Yip1 < Xp1 < Xoo (1)
de plus, pour tout m <[ dans N :

Xmi1 <Y < 111?1 ar

donc
X, < llim X < liin Y

et
lim /X, = X < h}zn /Y < Xoo (2)
m

Des inégalités (1) et (2), on déduit que :

/Xoodu:hin//ykdu:hin//Xkdu

Corollaire :
Soit (Zn,)nen une suite quelconque de variables aléatoires réelles positives alors :

/ (Z%) du=Y" [ Zan
n n
Démonstration :

Pour tout m € N, soit X,,, =Y_"_ Z,, alors

0< Xm < Xm—i—l /‘ Xoo = ZZn
11 suffit d’appliquer le théoréme 1 .
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1.8.2 Théoréme 2 (Lemme de Fatou)

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles. S’il existe une variable
aléatoire réelle intégrable Y telle que, pour tout n : Y < X, alors :

/h_mxndus lim [ X, du

n—oo n—oo

S’il existe une variable aléatoire réelle intégrable Z telle que, pour tout n :
X, < Z alors :

Trm Xndug/ﬂXndu

Démonstration :
On suppose d’abord que, pour tout n, X,, > 0, alors

0<Y,, =inf{X,,,n >m} <Y1/ lim X,, quand m — 00

n—oo

donc, d’aprés le théoréme 1

/li_andu: lim /‘/Ymdug lim <i£1f /Xndu) lim X, du

puisque, pour tout n > m, Y,, < X,, et donc [V, du < [ X, du.
Si, pour tout n : X, > Y ou Y € £, il suffit de poser X;L =X,—Y >0etde
remarquer que

lim X, = lim X, =Y >0

n—00 n—00

donc

/li_andu:/ h_mX;dqu/Ydu
n—oo n—oo

< lm (Xt [vau= lm [ X,

n—00 n—00

Pour démontrer la seconde assertion du théoréme, il suffit de changer X, en
—-X, (neN).

1.8.3 Théoréme 3 (Théoréme de Lesbesgue ou de « conver-
gence dominée »)

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles. S’il existe une variable
aléatoire réelle intégrable Y telle que, pour tout n : | X,,| <Y presque partout et
si (X,,) converge presque partout vers une variable aléatoire réelle X, quand
n — oo alors Xo est intégrable et [|X,, — Xoo|dp — 0, quand n — oo; en
particulier [ X, dp — [ Xoo dp quand n — oc.

Démonstration :
Commengons par remarquer que, pour tout n :

(M) Xn—Xoo| < |Xoo|+Y presque partout puisque |X,| <Y presque partout

Quitte & modifier Y sur un ensemble négligeable, on peut supposer que les
inégalités précédentes sont valables partout et, en faisant tendre n vers 'infini,
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on voit que |Xo| <Y presque partout, donc X, € £!. D’aprés le lemme de
Fatou et grace a (*) :

n—oo

Trm |Xn_xoo|dug/M|Xn_xoo|du:o
n—oo

car
lim|X,, — Xoo| =0 presque partout et |Xo|+Y € £!

- [ x50

§/|anXoo|duHO quand n — oo

donc

Corollaire 1 :
Soit (Xs)ses une famille de variables aléatoires réelles ot S est un espace mé-
trique. On suppose que :

1. il existe [ € S tel que 1in%X s = X presque partout
s—

2. pour tout s variant dans une boule ouverte centrée en [ : | X;| <Y presque
partout ot Y est une variable aléatoire réelle intégrable fixe, alors

lim [ X du:/Xl(') du
55—

Démonstration :
Il suffit de vérifier que, pour toute suite (s,)neny d’éléments de S telle que
lim s, =1, on a

lim [ X, dp= /Xl dp

Appliquer le théoréme de Lebesgue.

Corollaire 2 : (Dérivation sous le signe intégral)

Soit (Xs)ses une famille de variables aléatoires réelles intégrables ot S est un
intervalle ouvert de R. On suppose que, pour presque tout w € €,

1. la fonction s € S — X;(w) est dérivable sur S

2. | X (w)| < Y(w) en tout point s de S ont Y(.) est une variable aléatoire
réelle intégrable fixe.

Alors [ x dp est dérivable en s € S et

d d
Démonstration :

Soit sg € S. Pour tout h # 0, assez petit, on a :

%</Xso+hdu/Xsod,u’) /(%) du

et, d’aprés le théoréme des accroissements finis :

X50+h - XSU

h - ‘Xeh

<Y presque partout
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ol X; = %Xs et 0y, est compris entre sg et sg + h. On voit alors, d’aprés le
corollaire 1, que :

flLlrnO 7 (/ X&()-‘rh d/'[/ /Xéo d:u’) /X d:u’

1.8.4 Proposition 17 (lien avec I'intégrale de Riemann)

1. Soient a et b dans R, a < b et f € C([a,b],R) (espace des fonctions
continues de [a,b] dans R). La fonction f.1f,; est alors intégrable pour

la mesure de Lebesgue A sur (R, Br) et 'intégrale de Riemann f; f(z)dx
est égale & [ f.1q 4 dA.
2. Soit f une application de R dans R continue par morceaux, alors f € L (R, Bg, \)

si et seulement si 'intégrale I = fj;o f(z) dx est absolument convergente
et dans ce cas I = [ fd\

Démonstration :
Assertion 1) : Soit f € C([a,b],R) On sait qu’il existe une constante M > 0 telle
que, pour tout z € [a,d] : |f(z)] < M, donc

|f o] < Mgy

et
/|f|-]—[a,b] A< M.(b—a)<oco : f-l[a,b] € El(R, Br, \)

Soient A = {tg = a,<t; <...<t,, = b} une subdivision de lintervalle [a, b]

na—1

A :m?X|ti+1 —ti| et fa= Z J@i) L0041

On sait, de plus, que fa — f, quand |A| — 0, uniformément sur [a,b[ (cf. le
cours de DEUG) et que les sommes de Riemann

Z f z+1 )

convergent, quand |A| — 0, vers f; f(z)dz;or R(A) = [ fadXet |fa] < M1,y
donc (théoréme de Lebesgue)

b
‘iilgoR(A) = |£\I£O/fA d\ = /f-]-[a,b[ d)\Z/a f(z)dx

remarquer aussi que

/f.l[%b] d\ = /f.l[a,b[dA: /f.l]a,b[d)\

puisque A\({b}) = A({a}) = 0.

L’assertion 2) est laissée en exercice.
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Considérons V'espace discret (N, P(N), 1) ot pu est la mesure de comptage
(pour tout B C N : p(B) = Card(B)). Soit U = (Up,)nen une suite de nombres
réels ou complexes. On vérifie facilement que U € L& (N, P(N), u) si et seulement
si la série > o U, est absolument convergente (3, <, |Un| < 00) et que dans

ce cas
/Ud,u:ZUn
N

n>0

1.8.5 Proposition 18
Soit V' = (Vi,m)(n,m)enxn une suite & deux indices n et m (Vi m € C). On
suppose que :

1. Pour tout n, lim V,, ., existe
m—00

2. ano{squ [Viml|} < oo

alors
Am A e} = 3 Jim Vo) ()
n>0 n>0
L’égalité (*) reste valable si, au lieu des conditions 1) et 2), on suppose 3) : pour
tous n et m: Vy, ;m € Ry et Vi < Vi1
Démonstration :
Considérons

fm = (me)nEN et g= (Sup |Vn,m|)
m neN

Pour tout n € N, on a
[fm(n)] = [Vam| < g(n)

La condition 1) signifie que f,,, converge simplement, quand m — oo et 2) signifie
que g € LE(N,P(N), ). Pour obtenir (*) il suffit d’appliquer le théoréme de
Lebesgue sous les conditions 1) et 2), ou bien le théoréme de Beppo-Levi sous
Phypothése 3).
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Chapitre 2

Espaces produits,
indépendance

2.1 Espaces produits

Soient (F;, B;),i=1,2,...,n des espaces mesurables. Posons :
F=FxFx.. xF=]]F

On munit ’ensemble F' de la tribu B engendrée par les pavés de la forme
Ay x Ay x...x A, ou A, eB;,i=1,....,n
B s’appelle la tribu produit et se note :
n
B=B1@B,®...0B,=Q)B;
i=1
Remarquer que B est la plus petite tribu sur F' rendant mesurables les applica-
tions coordonnées 6;, (i = 1,...,n), de F dans (F;, B;) définies par :
0; ((x1,22,...,20)) = x5 ol (1,...,2p) EF

Si pour tout i, F; = R et B; = Bgr (tribu borélienne de R) on vérifie facilement
que, pout tout n € N* :

Brn =Br®...Q Bgr n fois
et que Bgn+m s’identifie & Brn ® Brm (m € N*).

2.1.1 Théoréme 1

Soient p1, pto, . - ., tbn, des mesures > 0 o-finies définies sur

(F17Bl); (FQ;BQ)7 ey (FIL)BTL)
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respectivement. Il existe une unique mesure > 0 o-finie p sur ’espace produit

(r-T1r5- @)
i=1 i=1
telle que pour tous Ay € By, As € By, ..., A, € By, :
M(Al X A2 X ... X An) = pl(Al)MQ(AQ) .. /J/n(An)

La mesure u s’appelle la mesure produit de 1, o, .. ., ity €t se note :
n
n= 1 ®u2®...®un:®m
i=1

Par exemple, si A, désigne la mesure de Lebesgue sur R” (n € N*), on a
)\n:)\1®)\1®®)\1 (nfms)

Remarquer, dans le théoréme 1, que si les u;, (¢ = 1,...,n) sont des probabilités,
alors 1 = @, p1; est une probabilité.

2.1.2 Théoréme 2 (de Fubini)

Cas n = 2. Soit f une application mesurable de (Fy X Fy, By ® Ba, 11 ® ps)
dans R alors :

L. Pour tout x = (z1,22) € F1 X Fh, les applications f;, de (Fy,Bs) dans R
et fz, de (F1,B;1) dans R définies par

fei(y2) = f(z1,92)  (y2 € F»)
fe,(y1) = f(y1,22)  (y1 € Fr)

sont mesurables.

2. Si f est positive, les applications :

T € F1— f(z1, z2) p2(das)
F>

T2 € Iy — f(z1, z2)pa (daq)
Fy

sont mesurables sur (Fy,B;) et (Fy, B2) respectivement, de plus :

/ fxy, m2)m ®M2(d$1,dfﬂ2):/ pr(dzr) [ f(21, 22)pa(des)
FixF> Py F>

:/ pa(dze) [ f(x1,z2)pa(dzr) ()
3 Fy

3. Si fe LY (F1 x Fy, By ® Ba, i1 ® p2) alors

pour j; presque tout z1 : f, € L1 (Fy, Ba, u2)
pour po presque tout xo : fp, € LY(Fy, By, 1)
et l'intégrale de f par rapport & pu; ® ps est encore donnée par 1’égalité
*).
Ce théoréme s’étend facilement, par récurrence, au cas d’un produit fini
d’espaces (F;, B, pi), (i =1,2,...,n).

La démonstration des théorémes 1 et 2 est basée sur le théoréme 3 suivant

(appelé « théoreme de classe monotone »).
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2.1.3 Définition 1

Soient {2 un ensemble, C et S deux sous-ensembles de P(2). On dira que
C est un w-systéme si, pour tous A et B appartenant & C,on a AN B € C.
S est un A-systéme si,

1.

2.

pour toute suite (A,) d’é¢léments de S telle que A4, C A,41,Vn, on a

UA,eS
neN

pour tous A et B appartenant 8 S,ona: ADB=A\BeS

2.1.4 Théoréme 3

1.

Si S est un A-systéme contenant un mw-systéme C et si Q € S, alors S
contient o(C) (la tribu engendrée par C).

Soit H un espace vectoriel de fonctions numériques finies (resp. bornées)
sur un espace mesurable (2, @) tel que :

(a) 1 € Het 14, € H, pour tout A € C ou C est un w-systéme tel que
alC)=a

(b) H est stable par passage & la limite croissante (i. e. : si (fy,) est une
suite d’éléments de H telle que f, < fni1 et f, 7 f finie (resp.

n—oo
bornée), on a f € H) alors H contient toutes les fonctions numériques

(-mesurables finies (resp. bornées).

Démonstration :

1. Soit & le A-systéme engendré par C et . S est I'intersection de tous les

A-systémes contenant C et . On a : S csetCcCS C o(C). Si on
montre que S est stable par intersection finie, il est facile de voir que S
est, en fait, une tribu et, puisque CC S, S =0(C) C S. Soit

S;={AcS tlque ANBeS, VBeC}

alors 87 est un A-systéme contenant C et €2 € S§; donc §; C S = S = S
Soit
S;={AeS telque ANBeS, VBeS}

S5 est un A-systéme contenant C et €2 € S; donc Sp = S, ce qui signifie
que, pour tous A et Bdans S,ona ANBES

. Soit

S={Aeca telque 1,€eH} Ca

Les hypothéses sur H montrent que S est un A-systéme contenant C et 2,
donc S contient o(C) = @ (d’aprés 1)) et S = Q.

L’espace vectoriel H contient donc toutes les fonctions étagées. Soit f
une fonction @-mesurable finie (resp. bornée), on a f = f+ — f~ ou f+
et f~ sont des fonctions mesurables positives qui sont limites de suites
croissantes de fonctions étagées positives, donc fT € H, f~ € H et

f=fr-fen

Corollaire 1 :
Soient 111 et po deux mesures positives o-finies sur (2, @) et C C @ un 7-systéme
tel que o(C) = @. On suppose que :
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1. Pour tout C' € C : u1(C) = p2(C)
2. 1l existe une suite croissante (C),) d’éléments de C telle que Q@ = U C), et
n
1i(Cp) < oo, pour tout n € N.

Alors p1 = po.
Démonstration :
Soit n € N fixé. Considérons :

S={Aeca telque wW(ANC,) =u(ANCy)} <Ca

On voit que § est un A-systéme, S 2 Cet Q € S, donc S 2 o(C) = Aet S = a.
On en déduit que pour tout A € @ et tout n € N

i (ANCy) = p2(ANCy)
donc

p1(A) = lim i (ANCy) = lim p(ANC,) = ua(A)

n—oo n—oo

2.1.5 Démonstration du théoréme 1

Unicité :
Soient et fi deux mesures o-finies sur (F = [[[_, F;, B = @, B;) telles que,
pour tous Ay € By,..., A, € B,

M(Alx...xAn):/l(Alx...XAn)ZH,ui(Ai) (P)

On sait qu'il existe, pour tout i € {1,2,...,n}, une suite croissante (A¥)xen
d’éléments de B; telle que L];J AF = F; et p;(A¥) < oo, pour tout k € N. Posons :

Cr = AV x Ak x ... x AF
alors, pour tout k :
M(Ck) = [L(Ck) < 0o, Cf CCky1 et %Ck =F

Soit C la famille des pavés C de la forme
C=A; xAyx...x A, ou A; kB

C est un w-systéme tel que o(C) = B et la propriété (P) montre que u et i
coincident sur C, de plus Cy € C pour tout k, donc pu = fi (d’apreés le corollaire
1).

Existence :

1l suffit de se restreindre au cas n = 2. Pour tout A € B = By ® By et pour
x = (x1,22) € F1 x Fy, considérons :

Apy ={12 € F, telque (v1,72) €A} CF
Ay, ={z1 € F1 telque (x1,22)€ A} CF

Remarquer que :
La,, (x2) = 1a,, (21) = 1a(z1, 72)

Considérons ’ensemble S défini par :
S = {A € B vérifiant les propriétés suivantes :
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1. pour tout = (x1,22) € F: Ay, € Baet A, € By

2. les applications 1 € Fy — p2(Az,) et 23 € Fo — py(A,,) sont mesu-
rables sur (Fy,B1) et (F, Bz) respectivement

/ (e s (As,) = / 1i2(d2) 1 (As)}
P

I

On se propose de montrer que S = B.

Supposons d’abord que 1 et po sont bornées. On vérifie, dans ce cas, facilement
que S est un A-systéme contenant tous les pavés de la forme C' = A; x As ou
Ay € By et Ay € Bo, en particulierF = F} X F5 € S Donc § = B = B ® B,
(théoréme 3). Dans le cas général, on sait qu’il existe deux suites croissantes
(A¥)ken, (i = 1,2) telles que A¥ € B, LkJ AY = F; et p;(A¥) < oo pour tout

ke N.
Posons alors, pour tous By € By et By € B5 :

(1t (Br) = pa(By N AY), 115 (B2) = p2(Ba N A5)

On voit que, pour tout k, u¥ et p sont deux mesures bornées et que les pro-
priétés 2) et 3) sont satisfaites pour tout A € B lorsque I’on remplace y; par u¥
et po par ph ; en faisant tendre k vers l'infini, on vérifie alors, sans peine, que
S = B = By ® By. Posons ensuite, pour tout A € B :

n(A) = /F i () (Ag, ) = / a2 (A,

F>

Il est immédiat de vérifier que p est une mesure o-finie sur B telle que

p(Ar x Az) = p1(Ar)pa(Az)

pour tous A; € By, As € By

2.1.6 Démonstration du théoréme 2
On désigne par ‘H ’ensemble suivant :

H={f:(FxF,B ®By) =R, =0,00],

mesurables vérifiant les assertions 1) et 2) du théoréme 2. }

On voit facilement que si f et g sont deux éléments de H alors f + g appartient
AaHeta.feH (aeRy)etquesi0 < f, < fri1 <...est une suite croissante
d’éléments f,, de ‘H alors fo, = lim,  f, appartient & H. La démonstration
du théoréme 1 montre, de plus, que H contient les fonctions indicatrices 14,
pour tout A € B; ® By donc H contient les variables aléatoires réelles étagées
positives et, par passage & la limite croissante, toutes les variables aléatoires
réelles positives. Soit

f e LYF x Fy, By ® Ba, 1 ® )

alors, d’aprés 1) et 2), on voit que :

/F1 Ml(dx1)/F2 [f(x1, z2)pa(dze) = /F2 ug(dxg)/Fl |f|(z1, 22)p1 (da1) < o0
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donc, pour p; presque tout 7 :

/ |fl(z1, 22)p2(daz) < oo
>

et, pour ug presque tout xg :

/ |fl(z1, 22)p1(doy) < oo
1]

En décomposant f sous la forme f = fT — f~ ou f* = max(f,0) > 0 et
f~ = max(—f,0) > 0, on voit alors, par linéarité, que l'intégrale de f par
rapport a u; ® ps est encore donnée par 1’égalité :

/ fdpm ®M2=/ pa(dzr) [ f(x1, v2)p2(des)
F1 X F>

Fy Fy

— [ walden) [ ammiam) ()

L’extension du théoréme 2 au cas d’un produit fini d’espaces se démontre faci-
lement par récurrence.

Soit (Fj, B;)ier une famille d’espaces mesurables o I # ) est un ensemble
quelconque d’indices (par exemple I = N ou Ry ou R...) L’espace produit
F = [];c; Fi est, par définition, I’ensemble des applications x de I dans ingi

telles que, pour tout ¢ € I, x; € F;; on posera © = (z;);cr. Les applications
coordonnées 0; de F dans F; (i € I) sont alors définies par ;(x) = x;, pour
tout * = (2;)ie; dans F. On munit 'espace F = [[,.; F; de la tribu produit
B = @,c; Bi qui est donnée par

il

B=o{6;"(B;), iclI, B;cB;}

On vérifie facilement que B est la plus petite tribu sur F qui rend mesurables

toutes les applications ; (i € I). Soit C 'ensemble des pavés C' de F' de la forme

C = _ﬂj 0;(B;) ou J est fini, J C I et B; € B;. Remarquer que C est un
1€

m-systéme tel que o(C) = B.

2.1.7 Proposition 1

Soit (£2, @) un espace mesurable. Une application X de (€2, @) dans
(F =1l,er Fiy B=@Q,c;Bi) est mesurable si et seulement si :

(P) Viel, 0;0X estmesurablede (2, @) dans (F}, B;)

Démonstration :
Puisque B est engendrée par la famille des 9;1(B¢), i €1, B; € B;, on voit que :

X est mesurable <= pourtousi€ et B; € B; X ' (0;'(B)) € a
<= pour tout i € I #; o X est mesurable
car X 10, 1(By)) = (0: 0 X)~Y(By).

Nous admettrons le théoréme suivant, dit & Kolmogorov, qui assure I'existence,
sous certaines conditions, d’un produit infini d’espaces de probabilités.
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2.1.8 Théoréme 4

Pour chaque i € I, soit p, une probabilité sur ’espace mesurable (F;, B;);
on suppose que F; = R4 (d; € N*) et que B; = Bga, (tribu borélienne de R%).
1l existe alors une unique probabilité p sur I'espace produit

(F:HE-, B=®Bi>

icl i€l

telle que pour tout pavé C = _ﬁj Hfl(Bi) ou Jest fini, J C I et B; € B, ona
1€

w(C) =T m(B)

i€J

La probabilité u est appelée probabilité produit des p; (i € I) et notée p = ®i61 i
Le théoréme 4 est une extension directe du théoréme 1 au cas d’un produit quel-
conque d’espaces. Remarquer que 1’égalité (*) entraine immédiatement 'unicité
de p puisque la famille C des pavés est un 7-systéme qui engendre la tribu pro-
duit. Noter aussi que le théoréme 4 reste valable si on suppose que, pour tout
i, F; est un ensemble dénombrable et B; = P(F)-

2.2 Indépendance

2.2.1 Deéfinition 1

Soient X1, X, ..., X, n variables aléatoires définies sur un espace de proba-
blité (2, @, P) et a valeurs dans des espaces mesurables (Fy, B1), (Fa,B2), ...,
(Fy, By) respectivement. On dira que la famille (X;)i=1,2,...n est indépendante
(ou que les X;,i =1,2,...,n, sont indépendantes) si :
pour tous By € By, Bo € By, ..., B, € B,, on a

n
P{X1 € B1, X € By,..., X, € By} = [[P(Xi € B;)) (¥

i=1

Soit X ’application de (€2, @, P) dans l'espace produit

<F:ﬁF B-x Bi>
i=1 i=1

définie par :
X(@) = (K1), Xn(w)),  we

On vérifie facilement que X est bien une variable aléatoire. Notons Px laloi de X
sur 'espace produit (F, B) et Py, laloi de X; sur (F;,B;),i=1,2,...,n. L’éga-
lité (*), dans la définition 1, montre que les variables aléatoires X;, i = 1,2,...,n
sont indépendantes si et seulement si la loi de X est égale au produit des lois
des X :

n n
Px =Px, ®Px,®...® Px, sur (FZHFi, B=®Bi> (**)
i=1 i=1
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2.2.2 Proposition 1

Soient X;, (i = 1,2,...,n) des variables aléatoires indépendantes a valeurs
dans (F;, B;) et ¢; des applications mesurables de (F;, ;) dans (G;,7;), alors
les variables aléatoires Y; = p; 0 X; (i =1,2,...,n) a valeurs dans (G, 7;), sont
aussi indépendantes.

Démonstration :
Pour tous Cy € 7y, Co €T3, ..., C,, € 7T,, 0n a

PYieCy,....Y,eCt=P{p1oX1€C,...,0n0X, €Cy}
= P{X; € o7 (C1),..., Xp € 01 (Cn)}

= [ Pixic et (@)}

i=1
=[[P{vieci}
i=1
donc Y7, Y5, ...,Y, sont indépendantes.

2.2.3 Proposition 2

Soient X; : (Q, a,P) — (F;,B;),i = 1,2,...,n n variables aléatoires. Pour
tout i € {1,2,...,n}, soit C; un m-systéme contenu dans B; et engendrant B;
(o(C;) = B;). Alors (X1,...,X,) sont indépendantes si et seulement si :

(*) pour tous C; € C1,Cs € Ca,...,C, €C,, on a :
P{Xl eC,Xo€Cs,...,.X, € Cn} :H?:1P{X’i S CIL}

Démonstration :
La propriété (*)’ signifie que pour tout C = Cy x C3 x ... x C,, appartenant a
C=C1 xCyx...xCp:

Px(C) = P(Xl,m,Xn)(Cl X ... X Cn) = HPXq,(Ci) = PX1 X ®PXW(C)
i=1

ou PX = P(Xl’man) est la loi de X = ()(17 . ,Xn) sur (H?:l Fi’®?€[ Bz)
Or on vérifie facilement que C est un w-systéme qui engendre la tribu produit
®?€I B;, donc Px = Px, ®...® Px, , d’aprés le corollaire 1 du théoréme 3.
Par exemple, pour que n variables aléatoires réelles X1, Xo, ..., X,, soient indé-
pendantes, il suffit que :

pour tout (t1,ta,...,t,) € R™,
P{X) <t1, Xy <to,..., Xy <t} = [[1oy P{Xi <t}

2.2.4 Proposition 3

Soient X7, Xo,..., X, n variables aléatoires réelles indépendantes et inté-
grables. Alors X = X;.X, ... X, (variable aléatoire produit) est intégrable, de
plus :



Démonstration :

Ona:
E(|X]) = B(IX1]-|X2]. .. | Xn])

(lz1]-|x2] .. |zn])(Px, ® ... ® Px, )(dx1,dzs, ..., dz,)

n

I
T

::]z

(/ |z;| Px; (dxi)) d’aprés le théoréme de Fubini
1

.
Il

I
z:

E(Xi]) < o0

<.
I
—

Donc X € £ et le méme calcul montre que :

Remarque :

Si X7 et X5 sont deux variables aléatoires réelles intégrables, le produit X = X;.Xo
n’est pas intégrable en général (sans hypothése d’indépendance). Par exemple,
sur (Q, @, P) = ([0,1], By,11, A) ott A est la mesure de Lebesgue restreinte a [0, 1],
soient :

1
X1 = ﬁ.lx>0 et X2 :Xl
On voit que :
1
E(X) = 2 =2=FX
(1) 0+\/_ [\/_]0 (2)
mais
9 Udx
ot T

2.2.5 Proposition 4

Soient X1, X, ..., X, n variables aléatoires a valeurs dans (F, B1), (F, Ba),
, (Fn,Bp) respectivement. Alors (X7, Xs,...,X,) sont indépendantes si et
seulement si :
(1) pour tout i € {1,2,...,n} et toute application ¢; de (F;, B;) dans R mesu-
rable et bornée on a :

E{(pl(Xl) v (Pn(Xn)} = H E{()O’L'(X’L

Démonstration :
Si (Xy,...,X,) sont indépendantes alors la propriété (1) est satisfaite d’aprés
la proposition 3. Réciproquement, (1) entraine que pour tous By € By, By € Bo,
.. B,€eB
i n n

E{1p,(X1)15,(X2) .. HE{IB
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ou bien que
n
P{X,€B),Xs€By,...X, € B} = HP{Xi € B}

i=1

2.2.6 Deéfinition 2

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans un espace mesurable (F, B) muni
d’une mesure p positive o-finie et soit f une application mesurable et positive
de (F,B) dans R.. On dira que X a pour densité f par rapport & u si
(R), pour tout B € B :

P(YeB) = [ fan(an

en particulier
P eR) =1~ [ f@nli)

La propriété (R) est satisfaite si et seulement si, pour toute application ¢ de
(F, B) dans R mesurable et bornée (ou positive) :

e} = [ w@)f@ntdn) = [ plaPs(n) ®)
ot Px(dz) = Px est la loi de X. On notera alors :

Py (de) = f(x)(dz)

ou bien AP
X —
dp /
ou bien
dPx = fdp

L’équivalence de (R) et (R’) se démontre par linéarité et continuité en considé-
rant, d’abord, le cas ou ¢ est une variable aléatoire étagée positive.
Si dPx = fdu, on voit que, pour toute application mesurable ¢ de (F, B) dans
R, la variable aléatoire réelle ¢(X) est intégrable si et seulement si :

/ o(@)]- (2)u(dz) < oo
F

et, dans ce cas,

B(e(X) = [ po)f@ntds) < o
Lorsque (F,B) = (R?, Bga) est muni de la mesure de Lebesgue A(dz), on écrira
simplement, Px(dz) = f(x)dx et on dira que X a pour densité f. Lorsque F
est un ensemble dénombrable, muni de la mesure de comptage pu sur P(F'), on
voit que toute variable aléatoire X a valeurs dans F' a une densité f par rapport
a p donnée par

flx)=P(X=2) ou z€F

La densité discréte f s’identifie & la loi Px de X.
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2.2.7 Proposition 5

Soient X1, Xo, ..., X, n variables aléatoires a valeurs dans (Fy, B), (F2, Ba),
.« oy (Fn, By) respectivement. On suppose que, pour tout ¢ € {1,2,...,n} :

dPx, = fidp
ol Py, est la loi de X; et p; est une mesure positive o-finie sur (F;, B;). Alors
X1, Xs,..., X, sont indépendantes si et seulement si la loi Px de

X = (X1, Xo,...,X,) sur (F:HFi,B:®Bi>
=1 =1

vérifie dPx =(f1® f2®...® fn)du
ol pu=p1Q...8 U

et f1® fo®...® f, est définie par :
(f1®f2®®fn)(x17x27azn):fl(zl)fQ(xQ)fn(zn)

pour tout (x1,2,...,2,) € F1 X Fo X ... X F,.
Démonstration :
On a, si dPx, = fidu; (i=1,2,...,n):

{X1,X5,...,X,} indépendantes <=
pour tous B € By,...,B, € B,,

P{X, € By,...,X, € B,} = [[ P(Xi € B)

= H/B fiws)pi(day)

Bi1x...xBp,

—
P(XthV”’Xn)(dxl,dxg, e ,dxn) = fl(Il)fg(xg) e fn(.ﬁn)(/ll ®R...Q0 ,un)(dxl, e ,dxn)

sur <F=ﬁFi,B=®Bi>
i=1 i=1

2.2.8 Définition 3
Soient u et v deux probabilités sur (RY, Bga). Pour tout A € Bga, posons :
prvd) = [ [ 1ate 4 putdoptan) )
On définit ainsi une probabilité sur (R?, Bga), notée u * v et appelée produit de

convolution de p et v. Noter que la définition de p * v entraine que, pour toute
application ¢ de R? dans R mesurable et positive ou bornée, on a :

[edwsn = [[ o+ putaapn @
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2.2.9 Proposition 6

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes & valeurs R?, alors la
loi de X 4+ Y est égale au produit de convolution des lois de X et de Y :

Px+y = PX *Py

Si X a une densité f (par rapport a la mesure de Lebesgue) alors X +Y admet
une densité f donnée par :

flz) = » flz=y)Pr(dy) (2 €R?)

Si, de plus, Y a une densité g, on voit que la densité f de X + Y est égale au
produit de convolution f * g défini par la formule :

f (s /fz— (z € RY)

Démonstration :
Soit ¢ une application mesurable et positive de R? dans R, on a :

E{p(X +Y)} = / / (@ + )Py (e, dy)
// x + y) Px (dz) Py (dy)
f/ (2)(Py * Py)(d2)

donc :
P(X+y)(dz) = PX * Py(dz)

Si
Px(dz) = f(x)(dz)

on voit que :

Bl + )} = [ [ ol +y) () (o) Py (@)
= [ prian) [ eta s st a)
= [ peian ([ o)1~ a)
= [ve) ([ 1= wrvian) a:

- / () Px v (d2)

donc
Py v (d2) </f imy Py(dy)> dz

Si, de plus :
Py (dy) = g(y) dy
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on voit que :

Prx v (d2) = ( [ 1= 9tw) dy) -
— (f *9)(2) dz

2.2.10 Définition 4

Soit (X;)ier une famille quelconque de variables aléatoires définies sur (2, @, P)
ol, pout tout i € I, X; est a valeurs dans (Fj, B;). On dira que (X;);cs est in-
dépendante (ou que les X;, i € I, sont indépendantes) si toute sous famille finie
(Xi)ieg, (J fini C I) est indépendante i.e. si pour tout J fini C I, on a :

P(Xi)ie] = ®PX7, sur <H F;, ®Bz>

ieJ i€J icJ

ce qui signifie aussi que, pour tout A; € B; (i € J) on a :

P{ 0 (Xie )} =T PixXie A}

i€J
i€J

2.2.11 Proposition 6

Soit (X;)icr une famille indépendante de variables aléatoires et soit (Ix)kek
une partition de I’ensemble d’indices I :

IZLkJIk et I,NI =0 si l#k

Posons, pout tout k € K : Yy, = (X;)icy, ; alors la famille de variables aléatoires
(Yi)kek est aussi indépendante.

Démonstration : laissée en exercice.

Soient I = {1,2,...,n} et pour tout ¢ € I, une probabilité x1;, donnée a I’avance,
sur l'espace mesurable (F;, ;). Comment construit-on une famille (X;);c; de
variables aléatoires indépendantes telle que, pour tout i € I, X; soit a valeurs
F;, de loi Px, égale a u; sur B;7

Posons : . .
Q:]:[F‘i7 CL:®BZ‘, P:®M'L’
i=1 i=1

Sur 'espace de probabilité (€2, @, P), on vérifie immédatement que les applica-
tions coordonnées 0; de 2 dans F; définies par

Oi(z1,...,xn) =2 si (z1,...,2,) €Q

forment une famille (6;);=1,..., de variables aléatoires indépendantes telles que,
pour tout i : Py, = p;. Lorsque 'ensemble d’indices I est infini il suffit d’utiliser,
de la méme fagon, le théoréme 4 (de Kolmogorov) pour construire une famille
(0;)icr de variables aléatoires indépendantes o, pour tout ¢, la loi u; de 6; est
donnée sur l'espace (F;, ;).
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Chapitre 3

Calculs de lois, fonctions
caractéristiques et variables
aléatoires gaussiennes

3.1 Généralités

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur (9, @, P), de loi notée Px sur
(R, Bg). Si X est intégrable (X € £!) et E(X) = 0, on dira que X est centrée.
Pour tout n € N*, si | X|™ est intégrable (X € L"), on définit le moment d’ordre
n:

E(X™) :/Rm"PX(dx)

le moment centré d’ordre n :

E((X - B(X))") = /

R(:c —m)"Px(dz) ou m= /xPX(d:r)

Pour tout 1 < p < oo, on désignera par LP I’ensemble des variables aléatoires
réelles X telles que | X|P € £!. En utilisant I'inégalité

(lal +16])” < 2” max(|a[”, |b]") < 2"(|a[” + [b[")
ol a et b € R, on vérifie que LP est un espace vectoriel sur R. Remarquer, de
plus, que 1 < p < q= L7 C LP. En effet, si 1 < p < g, on voit facilement qu’il
existe une constante C' > 0 telle que, pour tout z € R :

2" < C + ||

L’espace vectoriel £2 est muni, naturellement, d’une forme bilinéaire symétrique
positive ou nulle, donnée par :

<X,)Y>=FE{XY}= / XYdP ou XetYe[?
Q

Noter que :
(XetYel?)=Z=XYec[!
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puisque

1
2] = |X|[Y] < S(X*+Y7)

On voit facilement, grace a la linéarité de 'intégrale, que < X,Y > est linéaire
en X et Y ; de plus :

<X,X>:/X2dP20
Q

On a donc I'inégalité de Schwarz : pour tous X et Y € £

<X,V >|< /<X, X>\/<Y,Y> (1)

ou bien
B(X.Y)| < VE(X?).\/E(Y?)
et, en prenant Y =1 :

[E(X)| < E(X]) < VEX?) (1)

Remarquer que si X = 0 presque strement alors < X, X >= E(X?) = 0, on
va voir que, réciproquement, F(X?) = 0 = X = 0 presque stirement. Lorsque
n = 2, le moment centré d’ordre 2 de X est appelé variance de X :

Var(X) = E{(X - B(X))’} = BE{X*} - (B{X})" (X e[

L’ecart type o(X) est donné par :

3.1.1 Proposition 1

1. Inégalité de Markov :
Soit X € £, alors pour tout A > 0 :

P{X|> A} < %E{IXI}

2. Inégalité de Bienaymé-Chebichev :
Soit X € £2, alors pour tout A > 0 :

P{X — B(X)| > A} < -

Démonstration :
Soit X une variable aléatoire réelle quelconque. Pour tous A > 0 et 1 < p < o0,
ona:

{IX] = A} = {[X]P = A"}

et
Algx=ay < X

donc

/A.l{‘X|Z,\}dP < /|X|dP
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AP{X| > A} < B{IX]}
On voit, de méme, que :

N P{X] = A} < E{|X[7}
Pour obtenir 2), il suffit de remplacer X par | X — E(X)]|.
Corollaire 1 :

Soit X une variable aléatoire réelle quelconque, on a E{|X|} = 0 si et seulement
si X = 0 presque stirement. Si X € £2, on a :

Var(X)=0 <= X =E(X) presque sirement

Démonstration :
On a:
X[ >0t= U {lX|>A
{1x| >0} AGQ{I | > A}
A>0
donc

B(X)=0 = P{X|>0}< Y P{IX|2A}=0

A€Q
A>0
puisque
1
P{IX[ 2} = SE(X]) =0
donc

Var(X)=E (X - E(X))*)) =0 = (X-EX))?*=0

presque stirement.

3.1.2 Proposition 2
1. Soit X € £2. Alors pour tous A€ Reta € R :
Var(AX) = A\*Var(X)
Var(X + a) = Var(X)

2. Soient X1, Xo,..., X, n variables aléatoires réelles indépendantes de carré
intégrable, alors :

Var(X; + Xo + ...+ X,,) = Var(Xy) + Var(X2) + ... + Var(X,,)

Démonstration :
Le 1) est évident
Pour 2) on a :

Var(X; +...+ X,) = E{ (Z(Xz - E(XJ)) }
=Y EB{(Xi - BE(X,)).(X; — B(X;))}

= Z E{(X; — E(Xy))*}

n

= Z Var(Xi)

i=1
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carsii # j:

E{(Xi — E(X,)).(X; — BE(X;))} = B{(Xi — E(X,))} E{(X; - E(X;))} =0

3.1.3 Proposition 3

1. Soit ¢ une application de R dans R convere positive alors, pour tout
XeLlLl,ona:

P{E(X)} < E{p(X)}

2. Soient p et g € ]1, 00] tels que % + % =1, alors
(X eLl,YeLll=XYecl

et
IE{X.Y}| < (E{|X|p})% , (E{|y|q})%

(Inégalité de Holder).

Démonstration :

1. Soit & ’ensemble des fonctions affines A de R dans R telles que pour tout
x € R: A(z) < p(z). Si ¢ est convexe, on montre facilement que, pour
tout x € R :

p(z) = sup{A(z),A € S}

Soit A € S, on a:
A{E(X)} = E{A(X)} < E{p(X)}
donc

PlE(X)} = Sup, E{A(X)} < E{p(X)}

2. La fonction exponentielle étant convexe, on sait que pour tous x < y dans
Retae[0,1]:
et t—a)y < et 4 (1—-a)e?

En posant :

Qe

, et
on voit que, pour tous a et b € ]0,00] :
1 1
ab< —aP + - b1
p q

donc ) )
E{X|IY|} < ]—)E{IXI”} + EE{IYI‘Z} <oo (¥)
siXelPetY € L1

Posons : )
[ Xl = (B{|X["})*
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Alors si || X ||, > 0 et |[Y]]q > 0, on voit, d’aprés (*), que

(L1
XM Yllg? — 2 a

donc
E{X|YT < 1 X]]p-[Y g

Si || X||, =0 ou ||Y]|qg =0, I'inégalité précédente est triviale.
Corollaire 4 :
Soient X et Y appartenant & £P ot 1 < p < oco. Alors
1 1 1
(E{IX +Y[P})r < (B{|X["}) + (B{[Y["})» (**)

Démonstration :
On a
X +Y]P<|X[|X+YP P+ |Y]|X+Y[P!

soit ¢ € ]1, 00 tel que %—i— % =1 alors % = ijl et, d’apres I'inégalité de Holder :

E{|X +Y[P} < B{X|.|[X + Y|} + E{|Y].|X +Y|7}
< [(BUXPYF + (B{YPYF | (B{X + Y]}

Donc si E{|X + Y|P} > 0, on obtient (**) en divisant les deux termes de
l'inégalité par (E{|X + Y|p})%

3.1.4 Variables aléatoires vectorielles

Soit M une matrice r x d (r,d € N*). On notera M’ la matrice transposée.
Si

Z1
z=|:|€eR"
Ty

on identifie donc x & une matrice colonne r X 1 et ' & une matrice ligne 1 x r

et alors si
Y1
y=1:|¢€ R"

Yr
,
Il.y = le.yl = y'.x =<,y >
=1
oz = ||z||?
.y = (x1.yk)1k=1,..» matrice rxr

Soit
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une variable aléatoire & valeurs R". Posons
IX|IP=X7+X3+... +X2
donc

e (X} < [[X]] < 1X] 4+ 1X] < 7omax {1}

yeeosT

et on voit que, pour tout p € [1,00[, on a : || X|| € LP si et seulement si
| X;| e LP Vie{l,...,r}

On dira que le vecteur aléatoire X appartient a LP si || X|| € LP.
Soit

X1
X=|:
X
les lois des composantes X; (I = 1,...,r) s’appellent les lois marginales de X.
Les variables aléatoires {X;, I = 1,...,r} sont indépendantes si et seulement si

la loi de X est le produit des lois marginales. Si la loi de

X4
X=|":

Xy

a pour densité la fonction f(z1,zs,...,x,), alors la loi de X; la pour densité :
g(z1) = flx1,xa, ...,z ) deadas ... da, etc...
Rr—l

Définition :
Soit

gt

un vecteur aldatoire intégrable (X € £!). Le vecteur

)-

E(X1)

E(X) = (.2) ER
E(X,)

est appelé espérance de X. E(X) est aussi appelé barycentre de la loi Px de X.
Si X est de carré intégrable (X € £2), la matrice r x r :

D(X) = B{(X - E(X)).(X - B(X))'}

est appelée matrice de dispersion ou de variance - covariance de X.
Soient Y et Z deux variables aléatoires réelles de carré intégrable; rappelons
que la covariance de Y et Z est donnée par :

Cov(Y,Z) = E{(Y — E(Y)).(Z — E(Z))} = E{Y.Z} — E(Y).E(Z)
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On a donc Cov(Y,Y) = Var(Y) et, d’aprés 'inégalité de Schwarz :

|Cov(Y, Z)| < v/Var(Y).\/Var(Z)

si Y et Z sont indépendantes on a , de plus, Cov(Y, Z) = 0 (mais la réciproque
est fausse, en général : Cov(Y,Z) =0 4 Y et Z sont indépendantes).
Soit
X1
x=|:
X
un vecteur aléatoire de carré intégrable. On voit que :
D(X) = B{(X - E(X)).(X - E(X)) }
= E{X.X'} - E(X).E(X)
= (COV(Xlan))l,k:L...,r
= (Dl,k(X))l,kzL...,r

3.1.5 Propriétés de la matrice de dispersion
1. D = D(X) est une matrice symétrique non négative i.e. pour tout
A
A= | €R
Ar

> MDDk =XNDA=<ADA> >0
k=1

en effet
AN.DA=XN.E{(X - E(X)).(X — E(X)) }.A
= E{N.(X - E(X)).(X — BE(X))' \}
=E{<\(X-EX))>*} >0
2. SiAeR" D(X + A) = D(X) c’est évident.

3. Soient M une matrice (non aléatoire) de type d X r et Y = M.X (variable
aléatoire de carré intégrable & valeurs R?), alors :

DY) = M.D(X).M
en effet :

D(Y) = E{(Y - E(Y)).(Y -~ E(Y))'}
= E{[M.(X - B(X))].[M.(X - B(X))]'}
— M.E{(X — BE(X)).(X - B(X)) .M’
= M.D(X).M
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4. Soient X et Y deux vecteurs aléatoires indépendants a valeurs R”, de carré

intégrable, alors :
D(X+Y)=D(X)+ DY)

en particulier, si 7 = 1, on retrouve le fait que
2 _ 2 2
c(X+Y)=0*(X)+0°(Y)

Pour le vérifier, on peut supposer, d’aprés 2), que X et Y sont centrées et

alors :
DX +Y)=E{(X+Y).(X +Y")}
= B{X.X'}+ E{vY'}
= D(X)+ D(Y)

E{XY}=E{y.X}=0 (indépendance)

3.2 Calculs de lois

3.2.1 Rappel de quelques lois usuelles
Loi binémiale B(n,p)

Soient n € N* et p € [0, 1], on dira qu’une variable aléatoire X ~ B(n,p) si
X €{0,1,...,n} et P{X =k} = C*.p*(1 — p)"~* pour tout k € {0,1,...,n}.
On vérifie facilement que X a méme loi que X; + Xo + ... + X,, ou les va-
riables aléatoires X;, (i = 1,2,...,n) sont indépendantes, de méme loi B(1,p).
Si X ~ B(n,p), E(X) =np et Var(X) = np(1 — p).
Loi de Poisson de paramétre 6 : P(6)

Soit # > 0. On dira qu’une variable aléatoire X ~ P(f) si X € N et

pour tout k£ € N. On a alors E(X) =6, Var(X) =46

Loi géométrique de paramétre « : g(a)

Soit a € ]0,1[. On dira qu’'une variable aléatoire X ~ g(a) si X € N et
P{X =k} = (1 —a)a®, pour tout k € N. On a alors

, Var(X) = 1—a)p

Loi uniforme U(a,b)

Soient a et b € R, a < b; on appelle loi uniforme de paramétres a et b, la loi

de densité 1

m-l[a,b] (2)
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par rapport & la mesure de Lebesgue sur R. Si

a 7(12
X ~Ulab),  B(X)= ;b, Var(x) = 12)

Loi gamma G(a, )

Rappelons que pour a > 0, on pose

+oo
I(a) = / " te " dx
0

alors, si a > 1, I'(a) = (a — 1)T'(a — 1), en particulier I'(n) = (n —1)!, sin € N*.
On en déduit que :

+o0 -
/ 2 teTFdr =T(a).0* si a>0 et B>0
0
On peut donc considérer la loi de probabilité sur Ry de densité par rapport a
la mesure de Lebesgue :
- 1
- poT(a)

ol @ > 0 et B > 0 sont des parameétres. Cette loi s’appelle loi gamma G(«, 3).
Si

:490‘_1.6_%.1]R+ (z)

fa,8(z)

X ~ G(a, B), E(X)=ap,  Var(X)=a.p

La loi G(1,8) est aussi appelée loi exponentielle de paramétre %

Loi de Gauss centrée réduite sur R? : Ny(0, I)

Si on considére sur R?, la fonction
f(z) = (27r)_ge_%|3“|2 ot |z*=a?+... 422

si
T

r=|": ona f>0 et /f(x)dac:l
Rd

Zd

f est donc la densité d'une loi de probabilité sur R? appelée N4(0,1;) (on
justifiera cette notation plus tard). En particulier, lorsque d = 1, on a la loi sur
R, N1(0,1) et si

X ~Ni(0,1) : EX)=0, Var(X)=1

On vérifie facilement qu’une variable aléatoire :

X1
X=1:
Xa
a valeurs R? suit la loi N4(0, 1) si et seulement si les composantes X1, Xo, ..., X4

sont indépendantes, de méme loi N7(0,1).
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Loi de Gauss N;(m,o?)

Soient m € R et 02 > 0, deux paramétres. On dira qu’une variable aléatoire
réelle X ~ Nj(m,0?) si X a pour densité la fonction :

fm,<72 (Z) = e—m(:c—m)z (l‘ € R)

On vérifie facilement que X ~ Ni(m, 0?) si et seulement si Y = X;m ~ N1(0,1),
dans ce cas : E(X) =m, Var(X) = o2.

3.2.2 Calculs de loi

On a souvent a calculer la loi d’'une variable aléatoire. Ce calcul peut se faire
a 'aide de la proposition suivante :

Proposition 1

Soit X une variable aléatoire a valeurs R?. Pour qu'une probabilité p sur
R? soit la loi de X, il faut et il suffit que, pour toute application ¢ mesurable
positive (ou bornée) de R? dans R, on ait :

Ble(X)} = [ elo)ulda)

Démonstration : Immeédiate
Exemple 1 :
Si X ~ N1(0,1), quelle est la loi de Y = X2 ? Soit ¢ mesurable : R — R

E{p(Y)} = E{p(X*)}
= \/%/gp(:f)e_é dx

"

+oo

= \/%_77/0 4,0(302)677 dz
+oo

= \/%/O oy)e ¥ —

Donc la loi de Y a pour densité :

dy
VY
1

V2my

¥
2

_v?
e 2 .]_]RJr (y)

On reconnait ici la loi G(1,2).

On a souvent a utiliser la formule du changement de variables dans les intégrales
multiples que nous rappelons sans démonstration.

Proposition 2

Soient U et V deux ouverts de R% et ¢ un diffeomorphisme de U sur V/
(bijection de classe C'* ainsi que son inverse) ; on a, pour toute fonction f de V
dans R mesurable positive (ou intégrable) :

Aﬂwm=ﬁfwwmmwwu
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ot J désigne le Jacobien de p = (p',..., %) :

o= (20) )

Considérons maintenant une variable aléatoire X presque siirement a valeurs
dans Pouvert U, de densité p(x) et soit ¢ un difféomorphisme de I'ouvert U sur
Pouvert V'; soit Y = ¢(X). Cherchons la loi de Y : on a, pour § > 0 mesurable :

E{O(Y)} = E{6 (p(X))}
- /U 6 (p(a)) pla) de

- /v‘g(y)p (0™ W) 1T~ () dy

et donc la densité de Y est donnée par :

p(e () 1Je  (y)]1v(y)

Remarque :

Il peut arriver que 'on ait & chercher la densité de Y = ¢(X) lorsque ¢ n’est
pas une bijection. Alors on décompose (si c’est possible) 'image de X en régions
ou ¢ est bijective et on applique, sur chaque morceau, la formule précédente.
Exemple 2 :

Soit X = (ﬁ;) une variable aléatoire a valeurs R? de loi N5(0,13). On pose

Y = % (=0 si X2 =0). Quelle est la loi de Y ? Remarquons, d’abord, que :

||

1 _
P{XQZO}:/]RQ]-(:w:O)%e > dz =0

On a, pour toute application  de R dans R, mesurable :
X1
B{o(v)} = E{0 <Y)'1<X#O>> }
2

I 1 1.2 2
= 0l — 1.1 — 2(:”1+932)d d
/]R? <$2) (z27#0) 27‘(’6 X1 dT2

On pose :

I z Yy

=Y, T2 =2 J:O 1

=z
x2

Pouvert U = {z2 # 0} se transforme en U donc :

1 1.2 2
il 0 =32 4y |5 du d
5= [ e ] dy dz

1 1.2 2
-3z (1+y°)
/]Ré?(y){2 /e 2 .|z|dz}dy

1 dy
— [0
7r/ (y)1+y2

o1

E{0(Y)}




; cette loi s’appelle la loi de Cauchy.

La loi de Y a donc pour densité m,

Remarquer que Y ¢ £ puisque

1 Y|
E{|Y|}:;/1+y2dy:+oo

Exemple 3 : Processus de Poisson de paramétre 6
On suppose que les instants d’arrivée d’un phénoméne aléatoire forment une
suite strictement croissante de variables aléatoires réelles positives

0<T(w)<Th(w)<...<Th(w)<Thy1(w) <... /400

vérifiant la condition :

(*) les variables aléatoires Ty, To — T, ..., Tp41 — Th, - .. sont indépendantes
de méme loi exponentielle de parameétre 8 > 0

Pour tout t € Ry, soit

Ni(w) = Card{m € N* : T),,(w) < t} = Z 17, <t)(w)

meN*

Sous les hypothéses précédentes la famille de variables aléatoires entiéres (Ny)>0
est appelée « Processus de Poisson de paramétre 6 ». Ce processus est caractérisé
par les propriétés suivantes :

1. Pour presque tout w € €, la « trajectoire »
teR++— Ny(w) €N

est croissante, continue & droite et ne croit que par sauts égaux a +1; de
plus No(w) =0

3 .
2+ —
1+ —
1 | L | | | | | | |
[ I L I I I I I I I
0 T, T, T;

2. Pour toute suite croissante de réels positifs :
0<to <ty <...<tlp<tny1<...
Les variables aléatoires
Niy, Ny — Nygy ooy Ny — Niyse -

sont indépendantes. (on dit alors que le processus (Ny)¢>o est a accroisse-
ments indépendants)
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3. Pour tous 0 < s < t, les variables aléatoires Ny — Ny et N;_ ont méme
loi de Poisson de parameétre (¢ — s).
Pour démontrer ces propriétés, cherchons, d’abord, la loi du vecteur (71,75, ..., Ty)
(n € N*). En posant :

X1=Ti, Xo=To—T1, ..., Xp41="Tos1 —Th, ...

Phypothese (*) signifie que le vecteur aléatoire (X1, Xs,...,X,) a, pour
tout n € N*, la densité sur R™ :

—0(z14Tat .. T
O e PRt ) 502020, 20)

Soit ¢ une application mesurable de R™ dans R, on a :

E{(p(Tl,TQ,...,Tn)} = E{QD(Xl,X1 +X2,...,X1 + X5 + +Xn)}

= 9”/ o(r1, 21 +x2,..., 21 + T2+ + :En)efe(zl*"'*z").l(xlzo,___ﬂnzo)dml ...dz,
=" / go(tl, to,. .. ,tn)eiet".1(0§t1§t2§___§tn)dt1dt2 ... dt,
en effectuant le changement de variables :

Ty =1t, T1+x2=1ts, T1+...+xH =1,

(de Jacobien égal a 1). La densité du vecteur (T1,T5,...,T;,) est donc
égale a :

n _—0t,
0.7 Lo<t, <ta<...<tn)

Vérifions maintenant les propriétés 2) et 3), en cherchant la loi du vecteur
(Nt07Nt1 — Nt07---7Ntn+1 — Ntn) ou 0 S tQ < tl <. < tn < tn-‘,—l- On fera
le calcul pour n = 2, la démonstration du cas « n quelconque » étant analogue.
Soient 0 < tg <ty et k,l€N.ona:

{w: Ny (W) =k, Ny (w) = Niy(w) =1} ={w: Ny (w) =k, Ny, (w) =k+1}
={w:Th(w) < to <Thr1(w), Thti(w) < t1 < Thpigr(w)}
Donc :

P{N, =k, Ny —N, =1}

— 9k+l+1 6795k+l+1.
RE+I+1

1(0<51<~»<Sk§t0<5k+l<~»<Sk+LSt1<5k+l+1)d51 - .dSk d5k+1 T d3k+l d8k+l+1
_ pktl —0t
=gFtle 1/ 1(O<S1<...<sk§t0)d51"'dsk'/ Lito<siir<o<sppi<ty)dSkt1 - Akt
R¥ R!
oty 16 (t = to)'
_ i+ oty Lo (B —t0)"

k! I

_ {(Oé_ol)keeto] [(9(151 17 to))! 'ee(tlto):|

en utilisant le théoréme de Fubini

(1)
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Si on somme en [ I’égalité (1) précédente, on voit que pour tout k € N
(0t0)" _
PNy, =k} = — e fto
et on voit de méme (sommer en k) que pour tout [ € N
O(t1 —to))"
PNy, - Ny, =1} = W~ 1)) 0 ) (~0tt1-to)
Donc :

P{Ny, =k, N, — Ny =1} = P{Ny, = k}P{Ny, — Ny, =1}, VkleN
Les variables aléatoires Ny, et Ny, — Ny, sont inépendantes,
Ny, ~ Poisson 6t, Ny, — Ny, ~ Poisson 0(t1 — tp)

Le calcul précédent montre que, pour tout ¢ > 0, P(N; < co) = 1. La vérification
de 1) est une conséquence immeédiate de la définition de N;.
Réciproquement, soit (N;)¢>o un processus a valeurs dans N (famille de variables
aléatoires) vérifiant les propriétés 1), 2) et 3). Montrons que la suite (77,) des
« instants de saut » de la trajectoire t € Ry —— Ni(w) € N vérifie la propriété
(*). On a
Ty =inf{t>0:N; =1}, Ty =inf{t > 0: N; = 2},..., T, = inf{t > 0: N; = n}
On voit facilement que 0 < Ti(w) < To(w) < ... < Tp(w) < ... et, par conti-
nuité, que an(w)(w) = n, pour tout n.
Nous allons vérifier que, pour tout n € N*, les vecteurs aléatoires (14, T3, . .., Ty)
et (T1, T3, ..., T,) ont méme loi. Remarquons d’abord que ces deux vecteurs sont
presque stiirement & valeurs dans 'ouvert :

tq

O:{t: tel que 0<t1<t2<...<tn} CR"

tn

Soit C I’ensemble des pavés C' de la forme :

C =luy,v1|X]Jug, v2] X. .. X]|up,v,] 01 0<uy <v1 <uz <vy<...<u,<Up

On voit facilement que la tribu engendrée par C : o(C) esr égale a la tribu
borélienne de O (exercice). Pour tout C € C, C' = Juy,v1] X ... X]up, vp], on a :

P{(T\, Ts,...,T,) € C}
= P{uy <T) <wvi,up <Tp <vgy.oyun < T S}

:P{Nu1 :OaNm _Nu1 :17Nu2 _Nv1 :Ovaz _Nuz =1,...,N, _an,l =

n

Ny, — Ny, = 1}
— [6_9“1.9(’01 — ul).e_e(”l_ul)] . [6_9(“2_”1).9(02 — uQ).e_‘g(”_W)} .

[679(“"*”"*1).9(% - un).efe(”"*“")}

= P{N,, =0,N,, - N,, =1,Ny, — N,, =0,N,, — Ny, =1,...,N,, — N, _, =

Ny, — Nun - 1}
= P{(Tl,j:‘g,.. ,Tn) S C}
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Donc le vecteur aléatoire (Tl,fg, e ,Tn) a méme densité que (T1,Ts,...,T,)
et vérifie ainsi la propriété (*), comme on le voit grace & un changement de
variable évident.

3.3 Fonctions caractéristiques

3.3.1 Définition 1

Soit 4 une mesure positive o-finie, bornée sur(R?, Bga). Pour tout ¢ € R4, la

fonction
d

reR—e?*eC on t/xzzmxl
=1

est intégrable pour y, puisque |e *| = 1. Posons :

i) = [ (o)
Rd

L’application fi : t € RY — [i(t) € C est appelée transformée de Fourier de p.
Si p est la loi Py d’une variable aléatoire
X1
X =
Xq
a valeurs dans R?, définie sur (2, @, P), on a :

~

Px(t) = / e”lX(“’)dP(w) = E{e”/X} (formule des lois images)
Q

On notera alors Py (t) = ox(t) (t € RY).
px est appelée fonction caractéristique de X.

3.3.2 Proposition 1

¢x est une fonction uniformément continue sur R, |px| < 1 et px(0) = 1.
Démonstration :
Pour tout ¢t € R%, on a :

lox (t)] = [E{e ¥} < B{le" ¥} = E{1} =1
et
px(0) = E{1} =1
Remarquons ensuite, que pour tout z € R : [ — 1| < min{2, |z|}. Donc si ¢ et
seRlet|t—s|<r,ona:

lox () — ox(s)] = |[Efe” X — e X}
< B{le® =X _ 1))
< B{min{2,|(t - s)X|}}
< E{min{2,r|X[}} -0 quand r—0

grace au théoréme de Lebesgue.
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3.3.3 Théoréme 1 fondamental

1. Soient X et X deux variables aléatoires & valeurs dans R¢ telles que, pour
tout ¢ € RY

alors X et X ont méme loi.
2. Si
px(.) € LYRY, dt)
ou dt est la mesure de Lebesgue alors X admet une densité f (par rapport
a dt) et, pour tout x € R?

f(@) = @ /R d e T (1)dt

(formule d’inversion)

Nous donnons, en appendice, une démonstration de 1) ; pour une preuve de 2),
consulter, par exemple, le livre de W. Rudin « Real and Complex Analysis » Mc
Grow Hill (Ed.)

Corollaire 1 :

Soient X1, Xs,..., X}, des variables aléatoires a valeurs R4, R9, ... R% res-
pectivement. Pour que X1, Xs, ..., X soient indépendantes, il faut et il suffit
que, quels que soient ¢ € R%, ¢y € R%, ... ¢, € R% :
! ! ’ k ’
E{e’t(tl.Xl-'rtz.XQ-‘r...-‘rtk.Xk)} — H E{eltl.Xl}
=1
Démonstration :
On a
k

(X1,...,Xy) indépendantes <= Px, . x,) = ®PXZ sur (R%, Bga)
=1

(ott R = R% x R x ... x R)

t1 T

k
= Vi=| | eRM x . xR% : Py, x,(t) =) Px(t)
tk =1
mais N Ry
Pixy,. xi0(t) = E{e =i X1}
et
P o
®sz(t):/ eZZLzltl.xlpxl(dxl)"-PXk(dIk)
=1 R41 x...xR%k

k

II / e Xip, (dz;) (Fubini)
R

=1

E{ezt; X, !

|
=

N
Il
N
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3.3.4 Proposition 2

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs R%. Alors,
pour tout t € R? :

ex+v(t) =ex(t).pv(t) (*)
Démonstration :

On a
E{ezt'(X+Y)} _ E{elt,X .ezt’Y}
= E{e" X}.E{e" Y} (indépendance)
Remarquer que 1'égalité (*) signifie que :

ﬁx+y:P;k?y ie. PXer:P)(*Py

3.3.5 Proposition 3
Soit, :
X=1:
Xy
une variable aléatoire a valeurs R¢, de fonction caractéristique px = ¢.
1. Si X est intégrable, alors ¢ est de classe C! et

9¢
E{Xy} =—1—(0 =1 d
(X1} = —15£(0) -
2. Si X est de carré intégrable, alors ¢ est de classe C? et
Foalts
E{Xy X} =— 0 k,l 1,...,d
{ k l} 6tk8tl( )a ) E{a ) }
Plus généralement si X € LP (p € N*), alors ¢ est de classe CP et
87‘ g «@ (0% «@
m@(o) = ()" B{X{"X5" ... X5}
ol ay,...,aq € Netag+as+...+ag=r<p

Démonstration :
Le 1) est une conséquence facile du théoréme de dérivation sous le signe intégral :

p(t) = / ¢! Zim X @) g p(y)
Q
et 5
5Pt =1 / Xp(w)e' Zin 1% dp(w)
k Q
car
[ Xpet 201X | = | X < [|X]|
qui est intégrable par hypothése.
Le fait que %gp(.) soit continue est une conséquence du théoréme de Lebesgue ;

de plus 5
e (0) =1 /Q Xp(w)dP(w) = 1E{ Xy}

On démontre, de la méme fagon, I’assertion 2).
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3.3.6 Proposition 3’

Si la fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle X est de classe
C? alors X est de carré intégrable.
Démonstration :
La formule de Taylor au voisinage de zéro montre que :

o(h) =14 ¢ (0).h + %@” (0).h? + h%e(h)

’ 1 ”
p(=h)=1-¢ (0).h+ 3¢ (0).h* + h?e(—h)
ou g(h) et e(—h) — 0, quand h — 0, donc

(p(h) + p(—=h) —2) % - (0) quand (h#0)—0

mais

On en déduit que, d’aprés le lemme de Fatou

sinQ(%)

E{X>Y=FE{ lim4
{ } hl—% h2

h#0
0 2(hX
sin”(%*)
<limj, oE{4——2=
< limy o { 2 }

<—¢ (0) <o

Exemples :

1. Soit X ~ B(p,n) (loi bindmiale de paramétres p € [0, 1] et n € N*). Alors :
px(t) =[pe" +(1-p)]|"  (tER)
En effet

n
px(t) =Y Cre'pr(1—p)" "
r=0

- Z Cr (pe™) (L —p)» "
r=0
si, de plus, Y ~ B(p,m) est une variable aléatoire indépendante de X :

ox1v(t) = px(t).oy(t)
= [pe" + (1 =p)]".[pe" + (1 — p)]™
= [pe + (1 —p)|"*™

donc X +Y ~ B(p,m + n).
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2. Soit X ~ N1(0,1), alors

px(t) =€ =
En effet
1 .2
ox(t) = Wor /em*de
et

’ 22
V2mp (t) = z/e”mxe*Tdm
22
=— /te”“’e*Tdm (intégration par parties)
= —tp(t)V2r

donc
t2

P (t)=—tp(t) et pt)=Ce 2
de plus C =1 car ¢(0) =1
3. Soit X ~ Ni(m,0c?), alors

2_2
_t?o
itm 5

ex(t)=e
On sait que, si Z ~ N1(0,1), X =m + 0Z ~ Ni(m,0?) donc

E{eitX} _ E{ezt(erch)}

—_ eztmE{eztUZ}

252
— eztme

2,2
_tfa
itm >

= e

Si, de plus, Y ~ Nj(m,52) est une variable aléatoire indépendante de X
alors

extv(t) = px(t).py (1)

2 2
t2 2 ~ 12 =2
eztmf 50 .eztm 50

_ ezt(m+m)—§(a2+&2)

donc X +Y ~ Ny(m +m,o? + 52).

4. Soit
X1

X=|: | ~Ni01L)
Xa
alors
o(t) = e~ 2t +td)
-3t?

=€
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si

t=1]:]eRr?
tq
En effet (X7, Xo, ..., Xy) sont indépendantes, de méme loi N1(0,1) donc :

E{ezt X} _ E{eszzlthl}

d
— E{ezthl}

N
|
N

142
—3h

I
E&

€

~

1

2
_ b

5. Soit X ~ Poisson de paramétre A, alors

px(t) =N

en effet

k
(p(t) — Z eztk%e—/\

keN
1t \k
_ (Ae) oA
k!
keN
1t
_ e)\e A

Si, de plus, Y ~ Poisson de paramétre p est une variable indépendante de
X

ex1v(t) = px(t)py (1)
_ A1) (e —1)

_ (et
donc X + Y ~ Poisson de paramétre \ + p.
6. Soit X ~ G(«, B) (loi Gamma de paramétres o > 0 et 3 > 0 alors

px(t) = (1 —utB)""

en effet : )
t) = e, — 5 a—ld
o(t) F(a)ﬁ“/]g+e e fx x
et
/ ? wtr —% o
p (t) = / e"fe Bxdx
) L) Jr,
= W(Zﬁﬂl)/e”me%xaldx (intégration par parties)
w3
= 7 ot
(17”6)@()
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donc
et)=C(1—utf)™™ e C=1 car p(0)=1

Si, de plus, Y ~ G(o/, 0) est une variable aléatoire indépendante de X
alors

pxav(t) = [(1—u8)] [(1 - )]
=(1- ztﬁ)f(wral)

donc X +Y ~ G(a+a, f).

3.3.7 Transformée de Laplace

Pour des variables aléatoires positives, la notion suivante est naturelle et
utile.

3.3.8 Définition 2

Soit :

X=1":
Xd
une variable aléatoire & valeurs RSIF ; on pose, pour tout
S1
_ . d
s=1:]€eRy

Sd

Ux(s)=E{e™* *}
— E{e*Zfl:l Sl»Xl}

La fonction Wx(.) (définie sur R%) est appelée Transformée de Laplace de la
variable aléatoire X. Noter que U (.) est bien définie ; une application facile du
théoréme de dérivation sous le signe intégral montre, de plus, que ¥x (.) est de
classe C* sur ( ]0,00[ ) = W et que, pour tout

S1
s=|:1]leWwW i\I/X(s):—E{Xke_s'x}
! 8sk
Sd
G (5) = B{IX3 Xie™> X} kie{l,....d)
aSkaSl X = k<) ) PR

plus généralement :

glel

@ @ «@ 75/,X
Ds110s5? ... 0sq? Ux(s) = (1) B{X{.X52.. X e }
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pour tout
(€3]

d
a=|:|eN || = Zal
oy =1

Si X € LP (p € N*), on peut donc calculer, connaissant ¥ x(.), tous les moments

de X :
oled

E{X{ X597 X} = (=1)1* lim 5a00 L x(5)
.. 055

s—0 OsT .
seW 1

otay,...,aq €Net|laj=a;+as+...+as<p

3.3.9 Proposition 4

Soient X et X deux variables aléatoires & valeurs RSIF telles que, pour tout
s € Ri :
Ux(s) = Vx(s)
alors X et X ont méme loi : Py = P

Idée de démonstration :
L’espace vectoriel £ sur R des fonctions f de la forme :

f() =3 Ciem

finie

o C; € R, s; € (]0,00[ )%, x € R‘_f_ est une algébre de fonctions, séparant les
points de R‘j_, contenue dans Co(Ri, R) (espace des fonctions continues sur R‘j_
tendant vers zéro a U'infini). On en conclut (théoréme de Stone Weirstrass) qu’il
est dense dans CO(Ri,R). L’hypothése que X et X ont méme transformée de
Laplace entraine que, pour tout f € L :

/]RdfdPX:/RdfdPX

On montre alors facilement, par un argument de densité et continuité, que Px =
Py.
Corollaire 5 :

Soient X7, X5, ..., X} des variables aléatoires & valeurs dans Rflﬁ, Rflf, cen R‘i’“
respectivement. Pour que X1, Xo, ..., X} soient indépendantes, il faut et il suffit
que, quels que soient s; € Ril, ..., Sk € Ri’“ :

k
E{e XiinXi) = [T E{e =1}
=1

Démonstration :

Appliquer la proposition 4 (cf. le corollaire 1 du théoréme 1) [exercice].
Exemple :

Soit X une variable aléatoire réelle de loi G(a, 8) (o > 0, 8 > 0)

sa loi a pour densité :
1

poT(a)

2 e 5 1t (z)
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et sa transformée de Laplace ¥(s) vaut

1 e 7516—%1,0(71 T
v = m/o ‘ d
_ I'(a)
Bel(a)(s + 5)*
1
=i 020

Etona:
U'(s) = —af(l+8s)~ @), EX)=-U(0)=af
U (s) =ala+1)321+6s)" @2 B(X?) =479 (0) = o?4% 4 ap?
o*(X) = E(X?) - (BE(X))* = af®

Enfin on retrouve que si X et Y sont indépendantes de loi G(«, ) et G(al,ﬂ)
respectivement, alors X 4+ Y suit une loi G(a + « , ), il suffit d’appliquer la
proposition suivante.

3.3.10 Proposition 6

La transformée de Laplace de la somme de deux variables aléatoires positives
indépendantes est le produit des transformées de Laplace.
Démonstration :
Immeédiate (cf. la proposition 2).

3.3.11 Fonctions génératrices

Pour des variables aléatoires entiéres positives, la notion de fonction géné-
ratrice est trés utile.

3.3.12 Définition 3

Soit
X1
X = :
Xa
une variable aléatoire & valeurs N¢,
on pose, pour tout
U
w=|[:]e(]01)?  gx(u) = B{u u3®. . uy}
Ud

La fonction gx(.) (définie sur le cube ( ]0,1[ )¢ = C) est appelée fonction
génératrice de la variable aléatoire X.
Remarque : Pour tout
U1
u=\|:]€eC

Uq
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il existe un unique
S1

s=|:]e(]0,00[)
Sq

tel que

uy=e ', .. ug=e %

et on voit que
gx (u) = E{e”rXttoaXo} = Gy (s)

Les propriétés de la fonction génératrice se déduisent donc des propriétés de la
transformée de Laplace ; en particulier, on voit que gx est de classe C* sur le
cube C' = (]0,1[)?. Plus précisément, gx est une série entiére en uy,us, ..., uq :

n n n
gx (u) = E utuy® L uy ' P(Xy =n1, Xo = ng, ..., Xg = ngq)
ni,n2,...,ngEN
La connaissance de gx(.) détermine entiérement la loi du vecteur :
Xi
X=1":
Xa
pour tous ni,n9,...,ng € N :
a’ﬂlerJrnd

n1 A, N2 ng 9X
Ouy" Ouy® ... Ou,

(0) = nl!ng!...nd!P(Xl = nl,XQ = TLQ,...,Xd = nd)

de plus :
om +...+ng

8u?18u32 T 8ugd gX(].) = E{(X1(X1 — 1) - (X1 —ny+ ].)) ce (Xd(Xd - ].) C (Xd —ng + ]_))}

si B{||X||" Tt} < oo ce qui permet de calculer, connaissant gx(.), tous les
moments de X lorsqu’ils existent. Lorsque d = 1, on voit que, si X € £?

E{X}=lmg()=g(1), E{XX-1}=lmg (w)=g(1)
donc

Var(X) =g (1) + g/(l) - (gl(1)>2

3.3.13 Proposition 7

Soit
X1
X=|:
Xa
une variable aléatoire a valeurs N¢. Alors les composantes X1, X, ..., X, sont

indépendantes si et seulement si, pour tout

u=| 1 [e(]o,1[)

Uq
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on a :

d
gx(u) = B{uy* . oug?} = B{uy '} Blug?y = [T gx (w) (1)
=1

Démonstration :
Cf. le corollaire 5. Remarquer aussi que I’égalité (1) signifie que V w :

d

Z ult . ougt P{X, :nl,...,Xd:nd}:H{Zu”P(Xl :n)}

ni,...,ng €N =1 neN

= Y uPtupP{X;=m}...P{Xq=na}

Nn1,...,nd EN

ou bien que :

d
Vni,...,ma €N P{X1=m,...,Xa=na} = [[ P{X: =}
=1

3.4 Vecteurs aléatoires gaussiens

On dit qu’'une variable aléatoire réelle £ est gaussienne si :
ou bien £ a une densité de la forme :

2
V2ro?

on bien & est presque siirement constante :

6_2%2(1‘_’”)2 ol 062>0 et meR (§~N1(m702))

E=m (mER) (sz(s'm; gNNl(m70))

3.4.1 Deéfinition 1

Soit
X1
X=1:
Xd
un vecteur aléatoire & valeurs R?, on dit que X est un vecteur aléatoire gaussien

si, pour tout
t

t=|:|€eRr?
tq
la variable aléatoire réelle

d
X =Y X =<t,X>
=1

est, gaussienne.
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Exemples :

1. Soient X7, Xs,..., Xy d variables aléatoires réelles gaussiennes indépen-
dantes alors le vecteur aléatoire

Xy
X = :
Xa
est gaussien ; en effet, pour tous
tq
t=|:|eRr?
tq

etuelR:

et x> (u) = Bfe i tiXty

d
— H E{ezuthl}
=1

d
C1y2262)
:He(w“m 2U) i Xp ~ Ny(my, o)
=1

d 1,25 d 42 2
= W= i — 3w Yy oy

donc
<t, X >~ Ny <Ztlml,2tl20l2>
1 1
2. Soit
Xy
X = :
Xa

un vecteur gaussien et soient B une matrice r X d, m € R" (déterministes)
alors le vecteur aléatoire Y = m+B. X, a valeurs R" est gaussien ; car toute

combinaison linéaire des composantes Y7, ..., Y, de Y est une combinaison
affine des composantes de X qui, par hypothése, suit une loi gaussienne
sur R.
Remarque :
Soit
X1
X=|:
Xa
un vecteur gaussien, alors, pour tout | € {1,...,d}, X suit une loi gaussienne

mais la réciproque est fausse en général; contre exemple : si X7 ~ N1(0,1) |
posons Xy = X1.1x,|<a — X1.1|x,|>q Ot @ > 0 est fixé. Alors Xy ~ N1(0,1)
(vérification facile) mais

X1+ Xo=2X1.1x,|<q € [-2a,+2a] presque sirement
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donc X7 + X5 est une variable aléatoire réelle non constante telle que
P{X;+ X3 > 2a} = 0; X1 + X5 ne peut étre gaussienne et le vecteur X = (ﬁ;)
n’est pas gaussien.

3.4.2 Proposition 1
Soit
X1
X=1:
Xy
un vecteur gaussien a valeurs R%, alors X € £P pour tout 1 < p < co. Posons :

E(X7)
m=FEX)= D = D(X) = (Cov(Xi, Xk)); k=1,...a
E(X4)

la fonction caractéristique de X est donnée par :

m—yt Dt pour tout t=| ! | € R?

tq

px(t)=e

Il en résulte que la loi de X est entiérement déterminée par sa moyenne m et sa
matrice de dispersion D.

Démonstration :

Pour montrer que E{||X|P} < oo (1 <p < o0) il suffit de vérifier que

E{|X)|P} <00, 1=1,....d

c’est évident si X est constante sinon X; ~ Ny(my,07) (o7 > 0) et alors

» 1 » — kg (@—my)?
E{|Xi|P} = R|:L'| e *i dz < oo

\/ 27r0l2

Posons donc m = E(X), D = D(X); on sait que pour tout ¢ € R?, la variable
aléatoire réelle ’X =< t, X > est gaussienne de moyenne t'.m =< t,m > et de
variance t'.D.t =< t, DT >; donc, pour tout u € R :

Yot x>(u) = E{e’“<t7X>} — pwu<t,X>—3u’<t,Dt>

en particulier :

ox(t) = E{ez<t,X>} — pr<t;m>—3<t,Dt>
On notera Ny(m, D) la loi de tout vecteur gaussien & valeurs R, de moyenne
m et de matrice de dispersion D. Il reste & montrer qu’il en existe une lorsque
m et D sont données & I’avance.
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3.4.3 Lemme 1

Soit D une matrice d X d symétrique, positive ou nulle, de rang 1 < r < d.
1l existe alors une matrice B, d x r de rang r telle que B.B' = D.
Démonstration :
Soient Ay > 0, 2 > 0,..., A > 0, A\ 41 = 0,...,Ag = 0 les valeurs propres de
D. On sait (résultat d’algébre linéaire), qu’il existe une matrice orthogonale O
telle que ODO’ = A ou

M ... 0 ...00
A=10 Ay 0 (O'=071
0 0 0

Soit Ay la matrice d x r, de rang r, donnée par :

Vi 0 ... 0
0 VX ... 0
Ar=1| 0 0 ... VA

0 0o ... 0

0O 0 ... 0
ona A = ALA] et 0.D.0' = A;.A] donc D = 0".A;.A].O = B.B’ on
B=0"A.

3.4.4 Proposition 2

Soient m € R?, D une matrice symétrique positive ou nulle, d x d de rang
r, B une matrice d x r telle que B.B’ = D et
Xy
X=|":
X
un vecteur aléatoire gaussien a valeurs R” de loi N,.(0,1,), alors Y = m + B.X
suit la loi Ny(m, D).
Démonstration :

On sait que B existe d’apreés le lemme 1 et que X1, Xo,..., X, sont r variables
aléatoires réelles indépendantes de méme loi de densité

1 1.2
-5

Ver

donc Y = m + B.X est un vecteur gaussien & valeurs R? (cf. 'exemple 2), de
plus :

E(Y)=m+BE(X)=m, D()=B.1.B =BB =D
On dira que X ~ Ny(m, D) est non dégénérée si D est inversible : det(D) # 0.
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3.4.5 Proposition 3
Si X ~ N4(m, D) avec det(D) # 0, la loi de X a pour densité sur R :
(2#)_% (det(D))_% g2 (@=m)" D7 (e =m)
Démonstration :
Soit Y ~ N4(0,1;) et soit B, matrice d x d telle que B.B' = D, (det(B) # 0);

on sait que X a méme loi que m + B.Y ; donc, si ¢ : R — R est mesurable
positive ou nulle :

BE{p(X)} = E{p(m + BY)} = (2)~# /Rd o(m + By)e—3dy

on pose m + By = x, y = B~ 1(x —m), gégg = det(B~1) ce qui donne :

B{e(X)} = ()~ Hder(5) [ plapemdomm g
Rd

comme B.B' = D, det(D) = (det(B))*> et D! = (B.B')~! = (B~1).B~!, on

obtient I’expression cherchée.

Une propriété importante des variables aléatoires gaussiennes est que, pour une

variable aléatoire gaussienne centrée, I'indépendance des composantes équivaut

a leur orthogonalité dans £2.

3.4.6 Proposition 4

Soit
X4
X=| 1| ~Ng(m,D)
Xa
alors les variables aléatoires X1, ..., X4 sont indépendantes si et seulement si D
est diagonale.
Démonstration :
On a déja vu que si Xy, ..., Xy sont indépendantes alors D est diagonale. Ré-
ciproquement, si
t1
t=|:|eR? et of(l=1,...,d)
tq

désignent les termes diagonaux de D, on a :

ox(t) = i <tym>—3<t,Dt>

_ ez(t1m1+...+tdmd)—%(t?af+...+t§a§)

d
1.2 2
— Heztlml_§tl o
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ce qui implique 'indépendance des composantes X1, ..., Xy d’aprés le corollaire
1 du Théoréme 1 (III).
Généralisons ce résultat.

3.4.7 Proposition 5

Soit )
X
X = k=1,....n
X
des variables aléatoires a valeurs RP* telles que le vecteur
X1
X=1":
Xn
a valeurs R = RP! x ... x RP», (d = p; + ...+ py,) soit gaussien. Les variables
aléatoires X1, X3, ..., X, sont indépendantes si et seulement si, quels que soient
k#1:Cov(X}, X)) =0pourtousr € {l,...,pr}, s €{1,....m}.
Démonstration :

D’apres le corollaire 1 du Théoréme 1 (IIT), il suffit de montrer que quels que
soient uy € RP* :

E{ez(u;X1+...+u;LXn)} — H E{zu;Xk}

k=1
. . - . P . P 4 4
soit encore I'indépendance des variables aléatoires réelles u; X1, ..., u, X,. Comme
/ ’ . . . L, . . ’
le vecteur (uq X1, ..., u,X,) est gaussien (fonction linéaire de X), il suffit de vé-
’

rifier que si k # [ : Cov(uka,u;Xl) = 0 mais :

Cov(u;ch, u;Xz) = Zuzuf Cov(Xy, X7) =0

.8
3.4.8 Appendice
Démonstration du théoréme 1
On note, pour o > 0,
go(u) = (271'0’2)7%6_#‘1”2, u € R?
on sait que
1 / e”l”gl(u)du t € R?
Rd
d’ou :

— L |z—y|? JEmw)
e 202 = e o gi(u)du
Rd

:ad/ gl(au)e’(”_y)/'“du
]Rd
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Lemme 1 : Soit g une mesure bornée sur R?, alors :
[ 9ot~ ypntaa) = 2m) [ g (oue
Démonstration :
[ oot~ wpntdn) = 2m) [ (o) [ oue = v

— (2m)% / { / e+”/“u(dz)] g1 (ou)e™  du

d’aprés le théoréme de Fubini, puisque

g1 (gu)e™ "m0 < e

qui est intégrable pour p(dx)du

Lemme 2 :

L’espace vectoriel engendré par les applications z — g, (z — y) o o parcourt
R* et y € R? est dense dans Co(R?) (espace des fonctions continues sur R¢ qui
tendent vers zéro a 'infini).

Démonstration :

On vérifie, en effet, facilement que cet espace est une sous algébre de Co(R?)
qui sépare les points (y compris le point a I'infini). On conclut en appliquant le
théoréme de Stone-Wierstrass.

Les lemmes 1 et 2 impliquent le théoréme 1 car, d’aprés le premier, si u; et us
désignent les lois de X et X respectivement, [ fdua et [ fdus coincident pour
f(x) = go(x — y) done, d’apreés le second, par densité et continuité, pour toute
f €.
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Chapitre 4

Lois des grands nombres et
théoréme central limite

4.1 Différents modes de convergence des variables
aléatoires

Soient X,, (n € N) et X, des variables aléatoires définies sur (£2, @, P) et a
valeurs R?.

1. On dit que X,, — X, quand n — oo presque strement s’il existe N' € @
tel que PINV) =0etVweQ, w g N = X,(w) = Xoo(w) quand n — o0
dans R%.

2. X,, —» X quand n — oo dans LP (1 < p < 00) si pour tout n, X, et X
appartiennent a L? et E{| X, — X»|P} — 0 quand n — oo.

3. X, =& X quand n — oo en probabilité si pour tout € > 0,
P{|X,, — Xoo| > €} — 0 quand n — oc.

4. X,, — Xoo quand n — oo en loi si pour tout f € Cy(R%) = {applications
continues et bornées de R? dans R}, on a E{f(X,)} — E{f(Xs)} quand

n — oo, en d’autres termes :
f(x)Px, (dz) — f@)Px_(dz) quand n — oo
Rd Rd

On dit alors que les lois Px, convergent étroitement vers Px__ quand
n — oo.

4.1.1 Proposition 1

On a les relations suivantes entre ces différents modes de convergence :
1) = 3)et2) = 3) = 4)
les implications en sens inverse (sans conditions supplémentaires) étant fausses
en général.
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Démonstration :

1. Cas 1) = 3) ci dessus. On suppose que X,, — X presque siirement.
Soient € > 0 et A,, = {|X,, — Xoo| >€}. On a:

limA, = {weQ tel que |X,(w)—Xuoo(w)|>e pour une infinité d’entiers n}
On voit que :

limA, C{w: X,(w) £ XoW)} SN o PN)=0
et

0= P(mAu) = P{0( U Ap)} = lim P{ U Ap} > TipeocP(An) 2 0

n o m>n

donc
lim P{A,} = lim P{|X, — X|>e}=0
n—oo

n—00

2. Cas 2) = 3) ci dessus. Soit € > 0. On a :
1
P{|X, — Xoo| >} < E_I’E{|Xn — X’} —0 quand n — oo

3. Cas 3) = 4) ci dessus. On suppose que V ¢ > 0 P{|X,, — Xo| > ¢} — 0.
Premier cas : f € Cr(R%) = {fonctions continues & support compact dans
R?} ; on sait alors que f est uniformément continue : pour tout ¢ > 0, il
existe o > 0 tel que :

Va,yeRY, |z —y| <ac=|f(x) - fly) <e
donc

|E{f(Xn) — f(Xoo)} = E{[f(Xn) — f(Xoo)[}

< E{|f(Xn) = f(Xoo)[- 1(1x, X <00y} T E{If(Xn) = F(Xoo) [ 1(1x, X >a0) }
< eP{|Xn — Xoo| < ac} +2[[f]| P{IXn — Xoo| > ac}

< e+ 2|l PIXn — Xoo| > ac}

< 2¢

pour tout n assez grand (||f|| = sup,, | f(x)] < 00).

Cas général Soient ¢ > 0 et C. > 0 tels que P{|X| > Cc} < e. 1l
existe alors ¢ € C(RY) telle que pour tout z € R% : 0 < ¢(z) < 1 et
(2] < Cc) = p(z) = 1.

Soit f € Cr(R?). On a :

[E{f(Xn)} = E{f(Xoo)}
< E{[f(Xn) = fo(Xn)[} + E{[fe(Xn) = fo(Xoo) [} + E{[fo(Xoo) — f(Xoo)l}

<A (= BLe(Xn)}) + (1 = B{p(Xoo)}) } + B{If6(Xn) = fo(Xac)[} (¥)

Or :
0<T-9<1(z>c.)
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¢ et fy appartiennent a Cy(R?) donc :
1 - E{p(Xoo)| < P{|Xoc| > Cc} <
et
lim |1 - B{p(X,)| = [1 - B{p(Xo0)| <
i B{|fp(Xa) ~ fo(Xe)]} = 0

L’inégalité (*) montre alors que, pour tout n assez grand :

[E{f(Xn)} — E{f(Xoo)} < [If]I(3¢) + ¢

€ > 0 étant arbitraire, on voit que :

E{f(Xn)} = E{f(X)}

4.1.2 Proposition 2

Si X,, — X en probabilité, il existe une sous suite ni " oo telle que
Xy, — Xoo presque stirement.
Démonstration :
On suppose que :

Ve>0 : P{X,—Xx|>e}—00 quand n— oo

11 est facile de construire, par récurrence, une sous-suite nyx € N telle que, pour
tout k € N :

1 1
P{|Xnk — Xoo| > 2—k} <o

et ng < ngy1 /" 00. Soit :

On a alors :

donc
P{imAL) = 0

d’aprés le lemme de Borel-Cantelli.

Posons NV = limA4;,. On voit que P(N) = 0 et que, pour tout w €  :

(w g N) = w¢ Ay pour tout k assez grand donc (w € N) = il existe un entier
K (w) tel que, pour tout k > K (w)



4.2 Lois des grands nombres

4.2.1 Théoréme 1

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires réelles, de carré intégrable,
vérifiant les conditions suivantes :

1. B{X,} - m quand n — o0, ou m € R
2. V1 7& k COV(X[,Xk) =0
3. sup,, Var(X,) < co

alors
— Xit...+X,

X, = —m quand n — o0

n
dans £? et presque stirement.
Remarque :
Si les variables aléatoires X,, (n € N*) sont indépendantes, de méme loi, de
carré intégrable alors les conditions 1), 2) et 3) sont satisfaites.
Démonstration du théoréme 1 :
Posons X,,'L = X, — E(X,,). On voit que (X)) vérifie les conditions 2) et 3) et
que E(X,) =0,

— E(X ...+ E(X
XnZX'—I— ( 1)+ + ( n)

n

B(X1) + ...+ BE(X,)

—m quand n — o0

11 suffit de montrer que X_,/L — 0 dans £? et presque stirement. Soit

C = sup Var(X,,)

n

On a, d’apreés 2) et 3) :

1
B{(X])*} = EVar{Xl +.o X,
1
= [Var{X;} + ...+ Var{X,,}]
Cn C
<

— =——0 quand n—o0
n n

donc X/, — 0 dans £2. Pour tout n, posons S, = X; + ...+ X,. On vient de

voir que : ,
(%) )=7

Sp2\? 3 C
{< n2 ) } = n2 <0
n>1 n>1

donc :

50 -z

La variable aléatoire réelle

> ()

n>1
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est intégrable, donc finie presque sidrement et

S,z
7l2

(w)— 0 quand n — oo presque slirement

Pour tout n € N*, soit m,, € N* tel que :

m2 <n < (my, +1)?

alors
n 1\?
1<—< <1+—> — 1 quand n — o
m2 My,
et
0<n—-—m?<1+2m,<1+2Vn
On a donc :
(1) S = SL; X m_% — 0 presque sfirement
n m2 n
de plus
Sy = Spuz \ 2 1 20
E{(u) } < Ltocym=%
n n nz2
donc
Sp = Sz \? 20
E _ < — <
> () e
et
Sn — S
(2) —— = —0 quand n — oo presque stirement

n

En regroupant (1) et (2), on voit que :
Sn

— = X; — 0 quand n — oo presque slrement
n
4.2.2 Théoréme 2 (Loi forte des grands nombres)

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires réelles indépendantes, de
méme loi, intégrables, alors :

__X1+X2+...+Xn_)

n

S

E(X1) quand n — oo presque sGrement
n

et dans £ Nous admettrons la démonstration (un peu délicate) de ce théoréme
[Cf. : Breiman « Probability » Ed. STAM]

Corollaire : Théoréme fondamental de la statistique

(Xn)nen étant une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi in-
connue i, la loi des grands nombres montre que, pour toute fonction f mesurable
et bornée, on a

F(X)+.. 4+ f(Xn)

M, (f,w) = (W)= E{f(X1)} = /f(ac)u(dx) quand n — oo
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presque stirement.

On voit donc que la connaissance, pour tout n assez grand, des moyennes empi-
riques (i.e. accessibles a l’experience) M, (f,w) fournit une bonne approximation
de la véritable moyenne

/ @) = u(f)

Le théoréme Central limite (convergence vers la loi de Gauss) permet d’estimer
«Verreur » [M,(f,w) — p(f)] ainsi que sa vitesse de convergence vers zéro. On
a aussi :

4.2.3 Théoréme 3 (Loi du logarithme itéré)

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi
et bornées, alors :

(X14...+Xn) —nE(Xy)
[2nlog(log(n))]?

lim,, oo =o0(X1) presque siirement

Xi+...+X,) —nEX
lim Xyt -+ Xo) = nB(X) = —0(X;) presque stirement

ST [2nlogllog(n))
Démonstration : Admise [Cf. : Breiman « Probability » Ed. STAM]

Ce théoréme montre que X,, —E(X1) converge presque sirement vers zéro « aussi
vite » que

n

<2 log (log(n))) 3

quand n — oo.

4.3 Convergence en loi

Soient X,,(n € N) et X, des variables aléatoires a valeurs R?. Si X,, — X,
en loi, alors pour tout ¢ € R¢ :

ox, (t) = B{e"*"} = ox_(t) = E{e"*>~} quand n — oo

puisque
f(z) = e"™ appartient & Cy(R%)

Réciproquement on a le :

4.3.1 Théoréme de Paul Lévy

Si, pour tout t € R, ¢x, (t) — ¢(t) (simplement) et si ¢ est continue en
zéro, alors ¢ est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire X, a valeurs
R? et X,, — X en loi. On va démontrer une propriété plus simple.
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4.3.2 Théoréme 4

Si, pour tout t € R, px, (t) — px_ (t), alors X,, — Xo en loi.
Démonstration (succinte).
Soit
1
9o (u) = ———— e w2

(=)

ot o > 0 et u € R On sait | Cf. 'appendice du chapitre 3 | que :

/ go(x — y)Px, (dz) = / o ()1 (ou)e" du

1
(2m)?
donc, puisque px, (u) — ¢x_ (u), on voit, grace au théoréme de Lebesgue, que :

1
— / ox. (wgi(ou)e "™ du

) ¢ [ale—wpran — o

= /gg(:c —y)Px_ (dz)

Soit £ le sous espace vectoriel de Co(R?) = {fonctions continues qui tendent vers
zéro a 'infini} engendré par les fonctions x — g, (z — y) ot ¢ > 0 et y € RY.
Une application du théoréme de Stone-Weirstrass montre que £ est dense dans
Co(R9) et la propriété (*) entraine, par continuité, que

v f € Co(RY) - / f(2)Px, (dz) — / f(2)Px...(dx)

On vérifie alors [Cf; la démonstration de la proposition 1 |, que la convergence
précédente a lieu pour tout f € Cy(RY)

4.3.3 Proposition 3

Soient X, (n € N) et Xo, des variables aléatoires a valeurs R?, alors si
X, — X en loi, on a pour tout A € Bga, tel que P{X. € 04} =0 ( ou 0A
désigne la frontiére de A)

P{X, € A} - P{X € A} quand n — o0

En particulier, si les variables aléatoires X,, et X, sont & valeurs réelles, pour
tout ¢ € R, tel que P{Xs = t} = 0 (i.e. en tout point de continuité de la
fonction de répartition F(t) = P{Xo < t}), on a

P{X, <t} — P{Xo <t}

Réciproquement, si les fonctions de répartition F, (t) = P{X,, <t} convergent
vers P{X., < t} = F(t) en tout point t € D ou D est dense dans R, alors

X, — X« en loi.
Démonstration : elle est admise.
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4.3.4 Théoréme 5 (Théoréme Central Limite)

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi,
de carré intégrable, & valeurs dans R?. Posons m = F(X;) € RY, D = D(X;) est
la matrice de dispersion de X; et S, = X1+ Xo + ...+ X,,, alors v/n{ ‘Z —m}
converge en loi, quand n — oo, vers la loi de Gauss N4(0, D). En particulier, si

d =1, en posant 02 = Var(X1) (on suppose o2 > 0) :

B
P{a§ ﬁ{&fm} §6} HL/ €7§d1' quand n — oo
o 'n V2 Jg
pour tous a < 3 dans R = RU {—o0} U {+o0}.
Démonstration (succinte) :
Soit
(I)(t) — E{ezt(Xl—m)} (t c Rd)

alors @ est de classe C? et :

0P 0%
é)_tl(o) =0 ot 0ty

(0)=—-Dy g, pourtous Il ke{l,...,d}
d’ott le développement limité :
1
®t) =1-5 <t,Dt > +[tle(t) on e(t) -0 quand t— 0

On a donc, pour tout t € R? :

Sp—nm

o, (t) = E{e"Tva )

-[+()]

1 [t 7t \1"
=|l——<t,Dt>+—c|—=
e ()

nlog(l—5- <t Dt>+£€( L)
—e an <l n e\ Um

t
— e <P quand n— oo puisque e (—) —0

NG

(le log est bien défini pour tout n assez grand).
On sait de plus que t — e~ 2<t:Dt> ot la fonction caractéristique de toute

variable aléatoire de loi N4(0, D) ; il suffit donc d’appliquer le théoréme 4.
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Chapitre 5

Espérance conditionnelle

Soient (€2, @, P) un espace de probabilité associé & une expérience aléatoire
et B une sous-tribu de @. @ est la tribu de tous les événements « possibles » et
B représente une famille d’événements remarquables : par exemple famille des
événements du « passé », du « futur », du « présent » ou bien famille des événe-
ments qui s’expriment en fonction d’une variable aléatoire T fixée de (€2, @, P)
dans un espace (F,F) :

B=o(T)={T"YS); SeF} Ca

Rappelons que si Y est une variable aléatoire réelle, on dira que Y est B-mesu-
rable si :

o(Y)={Y~1(C); C borélien de R} C B

en d’autres termes, Y « ne dépend que des événements de B ».

X étant une variable aléatoire réelle donnée sur (2, @, P) un probléme naturel
consiste a rechercher la « meilleur approximation », en un sens a préciser, de X
par une variable aléatoire réelle Y B-mesurable.

5.1 Théoréme 1 (fondamental)

Soient X une variable aléatoire réelle intégrable définie sur (9, @, P) et B
une sous-tribu de @. Il existe alors une variable aléatoire réelle Y B-mesurable
et intégrable, unique a I'égalité presque stire prés, telle que :

(¥) pourtout BeB : /XdP:/YdP
B B

On dira que Y est (une version de) 'espérance conditionnelle de X sachant B
et on notera : Y = E{X/B} presque sirement.

Nous admettrons (pour le moment) 'existence de Y, basée sur le théoréme de
Radon-Nicodym, [Cf. W. Rudin « Real and Complex Analysis » MC Graw H
(ed)]. Montrons 'unicité de Y, a 1’égalité presque siire prés.
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5.2 Proposition 1

Soit Z une variable aléatoire réelle B-mesurable et intégrable alors Z > 0
presque siirement si et seulement si :

(1) pourtout BeB /ZszO
B

Démonstration :
11 suffit, évidemment, de montrer que (1) = Z > 0 presque siirement. Soient
e>0et B={Z < —¢}. Alors B € B, puisque Z est B-mesurable, de plus

1 = og/Zsz/ ZAdP < —eP{Z <e} <0
B Z<—e

donc, pour tout

e>0: P{Z<—-e}=0 et P{Z<0}=P gO{ngs} =0
€
e€Q

Corollaire 1 :
Soient Y; et Y deux variables aléatoires réelles B-mesurables et intégrables telles
que :

pour tout B e B /YldP:/ YodP alors Y =Y,
B B

presque stirement.
Démonstration : Immédiate : poser Z = Y7 — Y5.

5.3 Proposition 2

Soient X € £1(Q, @, P) et B une sous-tribu de @ alors Y = E{X/B} presque
stirement si et seulement si
(1) Y est presque stirement égale & une variable aléatoire B-mesurable et inté-
grable
(2) pour toute variable aléatoire réelle Z B-mesurable et bornée, ona: E{X.Z} =
E{Y.Z}
Démonstration :
SiY vérifie les propriétés (1) et (2), on a immédiatement Y = E{X/B} presque
stirement (poser Z = 15, B € B). Réciproquement supposons que Y = E{X/B}
presque stirement ; on a (1) par définition, de plus, pour toute variable aléatoire
réelle Z B-mesurable étagée :

Z:Zailgi oin o; €R et B;eB
finie

on a :

B{X.Z} =) a;E{X.1p}

finie

=Y aE{Y1p}

finie

= E{v.Z}
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Si Z est une variable aléatoire réelle B-mesurable et bornée, posons :
k *
Zn=) golzeh sy (MEN)
kez

alors Z,, est B-mesurable étagée,

1
|Z_Zn|§2_n

|Zn| <sup|Z(w)|+1< 0

E{X.Z,} = E{Y.Z,}

il suffit de faire tendre n vers l'infini et d’appliquer le théoréme de Lebesgue
pour obtenir ’égalité :
E{X.Z}=E{Y.Z}

5.4 Propriétés de ’espérance conditionnelle

Soient X et Y appartenant a £(€, @, P) et B une sous-tribu de @ alors :
1. BE{X +Y/B} = E{X/B} + E{Y/B} presque srement
2. Pour tout « € R E{aX/B} = aE{X/B} presque strement

3. Si X <Y presque stirement, on a: E{X/B} < E{Y/B} presque strement,
en particulier : X > 0 presque strement = E{X/B} > 0 presque stirement

4. E{E{X/B}} = E{X}

5. 81 X et B sont indépendantes, on a E{X/B} est constante presque si-

rement et égale & F{X}, en particulier, pour toute constante o € R
E{a/B} = «a presque strement

6. Soit  une fonction convexe minorée de R dans R alors
P{E{X/B}} < E{p(X)/B}
presque stirement si @(X) € £!, en particulier
|E{X/B}| < EX|X|/B}

et
|E{X/B}" < E{|X|"/B}

presque siirement si p € [1,00[ et X € LP.
7. Si Y est B-mesurable et X.Y € L£! alors

E{XY/B} =YE{X/B}
presque stirement, en particulier
E{Y/B} =Y

presque siirement
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8. Si B est une sous-tribu de B, on a
E{E{X/B}/B'} = E{X/B'} = E{E{X/B}/B}

presque stirement

9. Si X,, (n € N) est une suite de variables aléatoires réelles positives telles
que 0 < X,, < X,,41 et X, /" X presque siirement alors

E{X./B} /" E{X/B}

presque stirement

Démonstration :
Pour démontrer les propriétés précédentes on utilise les assertions (1) et (2) de
la proposition 2 qui caractérisent ’espérance conditionnelle.

1. Soient Y1 = E{X/B},Y> = E{Y/B}, Y3 = E{X +Y/B} presque siirement
et Z une variable aléatoire réelle B-mesurable bornée. On a, d’aprés (2) :
E{Y1+Y2).Z} = E{Y1.Z} + E{Y>.Z}
=F{X.Z}+ E{Y.Z}
=F{(X+Y).Z}
= FE{(Ys.Z}
donc Y7 + Yo = Y3 presque stirement puisque Y7 + Y5 est B-mesurable et
intégrable.
2. On démontre de méme le 2).
3. On suppose que X <Y presque siirement, alors pour tout B € B :

/E{(YfX)/B}dP:/(YfX)dPEO
B

B

et puisque E{(Y — X)/B} est B-mesurable intégrable, on a, d’aprés le
proposition 1 :

B{Y/B} - E{X/B} = B{(Y — X)/B} >0

presque stirement
4. On a: Q€ B, donc :

/QXdP:/QE{X/B}dP

5. Dire que X et B sont indépendantes signifie que, pour tout B € B les
variables aléatoires X et 1z sont indépendantes. Soit B € B alors

/ XdP = FB{X.15} = E{X}P(B) :/ E(X)dP
B B

donc E(X) = E{X/B} presque sirement puisque la variable aléatoire
constante F(X) est évidemment B-mesurable, intégrable.
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6. Soit S I'ensemble des fonctions affines A telles que, pour tout x € R :
A(z) < p(x). On sait que p(x) = suppcs A(z). Si A € S, on a d’aprés
1),2),3) et 5):

A E{X/B}} = E{A(X)/B} < E{¢(X)/B}
presque stirement donc

o{E{X/B}} < E{¢(X)/B}

presque siirement

7. On suppose que Y est B-mesurable et X.Y € £!. Posons Y; = Y.E{X/B}
et Yo = E{X.Y/B}. Soit Z une variable aléatoire réelle B-mesurable et
bornée. Pour tout n € N, on a :

E{(Y2.-Z1(y|<n)} = B{X.Y.Z1y|<n)}
= E{B{X/B}.Y.Z.1(y|<n |

(car la variable aléatoire Y.Z.1(|y|<p) est B-mesurable bornée) donc

Yoy <n) = E{X/B}.Y.1(y|<n)
=Y1.1(yi<m}

presque stirement (d’apreés le corollaire 1). En faisant tendre n vers Uinfini
dans ’égalité précédente, on voit que Y; = Y5 presque stirement.

8. Soit B une sous-tribu de B. Pour tout B € B, on a, par définition :
/ E{E{X/B}/B'}dP = / E{X/B}dP
B B

:/XdP
B

= / E{X/B'}dP
B
donc :
E{E{X/B}/B/} = E{X/B'} presque stirement
d’aprés le corollaire 1, de plus

E{X/B'} = E{E{X/B'}/B} presque siirement

d’apreés 7) puisque toute variable aléatoire B’ mesurable est B-mesurable.

9. Pour tout n € N: 0 < X,, < X,,4+1 / X presque stirement et X € Ll
donc :

0 < B{X,/B} < B{X,.1./B} < E{X/B)

presque strement. Soit H = lim ,/ F{X,,/B}, alors H est B-mesurable et
0 < H < E{X/B} presque stirement, donc H € L'. De plus, pour tout
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B € B, on a, d’aprés le théoréme de Beppo-Levi :

/BHdP:hrIln//BE{Xn/B}dP

:lim// X, dP
n B

:/XdP
B

= / E{X/B}dP
B

donc H = E{X/B} presque sirement.

5.5 Théoréme 2

Soit X une variable aléatoire réelle de carré intégrable, définie sur (2, @, P)
et B une sous-tribu de @, alors Y = E{X/B} presque sirement si et seulement
si Y vérifie les conditions 1) et 2) suivantes :

1) Y est presque stirement égale & une variable aléatoire réelle B-mesurable, de
carré intégrable.

2) Pour toute variable aléatoire réelle Z B-mesurable, de carré intégrable, on a :
E{(X ~Y)} < B{(X - 2)?}

De plus, sous la condition 1), 2) est équivalente a 3) :

3) Pour toute variable aléatoire réelle Z B-mesurable, de carré intégrable, on a :
E{(X-Y)Z}=0

Remarque :

Le théoréme précédent montre que 1'espérance conditionnelle de X sachant B,
E{X/B}, est «la meilleure approximation en moyenne quadratique » (dans £2, &
Pégalité presque siire prés) de X par une variable aléatoire réelle Y B-mesurable.
Démonstration : On suppose que X € £2(2, @, P); on a alors, d’aprés les pro-
priétés de l'espérance conditionnelle :

(E{X/B})? < E{X?/B} presque stirement

et
B{(B{X/B})?} < E{E{X?/B}} = B{X?} < o

donc E{X/B} vérifie 1).
Soit Z une variable aléatoire réelle B-mesurable, de carré intégrable. Pour tout
n € N on sait, d’aprés la proposition 2, que
E{X.Z1(z1<m} = B{E{X/B}.Z1(z1<m)}
Si n — oo on voit, en appliquant le théoréme de Lebesgue, que :
E{X.Z} = E{E{X/B}.Z}
ou bien

E{(X - E{X/B}).Z} =0
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donc E{X/B} vérifie 3) ; de plus

E{(X - 2)*} = E{[(X — E{X/B}) + (E{X/B} - 2)]*}
= B{(X — E{X/B})*} + E{(E{X/B} - Z)*}
+2 E{(X - B{X/B}).(E{(X/B} - Z)}
= E{(X — E{X/B})’} + E{(E{X/B} - Z)*} (1)
> B{(X - B{X/B})*} (%)

Car Z = E{X/B} — Z est B-mesurable de carré intégrable donc
E{(X - BE{X/B}).Z} =0
L’inégalité (*) montre donc que : E{X/B} vérifie 2).

Réciproquement, si Y est une variable aléatoire réelle vérifiant 1) et 2), on voit,
d’aprés (1), en remplagant Z par Y, que :

E{(X - E{X/B})*} + E{(B{X/B} - Y)?}
= B{(X -Y)?*}
< B{(X - BE{X/B})*}

donc
E{(E{X/B}-Y)*} =0 et Y =FE{X/B} presque srement

Si Y est une variable aléatoire réelle vérifiant 1) et 3), il est immédiat de voir,
d’apreés la proposition 2, que Y = E{X/B} presque stirement. On a donc montré
que :

Y = E{X/B} presque sirement
<= Y vérifie 1) et 2)
<= Y vérifie 1) et 3)

C.Q.F.D.

5.6 Proposition 3
Soient X; et Xo appartenant a £2(12, @, P) et B une sous-tribu de @, alors :
|E{X1.X2/B}| < (E{Xf/B})% (E{XQQ/B})% presque siirement
en particulier :
|[E{X1/B}| < E{|X1|/B} < (E{X%/B})% presque slirement

Démonstration :
Exercice : utiliser le fait que, pour tout A € R :

E{(X; +\X5)?/B} >0 presque strement
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5.7 Théoréme 3

Soient T' une variable aléatoire définie sur (2, @) a valeurs dans un espace
mesurable (F, F) et Y une application de © dans (R, Bg). Notons ¢(T) la tribu
engendrée par T :

o(T)={T"}(S); SeF} C a

Alors Y est o(T')-mesurable si et seulement si il existe une application mesurable
h de (F,F) dans (R, Bg) telle que Y = hoT. On a donc le schéma suivant :

(Q,0(T)) —— (K, F)

h
Y%l

(R, Bgr)

Démonstration :
SiY = hoT, avec h mesurable de (F, F) dans (R, Bg) il est évident que :

oY)={T""(h"'(C)); C€Br} C o(T)

Réciproquement, supposons d’abord, que Y est une variable aléatoire réelle éta-
gée o(T')-mesurable

Y:Zai.lpi o «a; ER et DZ‘GO'(T)

finie
pour tout 7 :
D; = Tfl(Si) ou S;€F donc 1p, =1g,0T

et
Y = Zai.lgi ol'=hoT avec h= Zai.lgi

finie finie

Si maintenant Y est une variable aléatoire réelle positive o(T')-mesurable, il
existe une suite croissante Y;, de variables aléatoires réelles étagées, o(T')-mesurables
positives telles que : Y = lim,, /' Y, ; on peut donc écrire Y,, = h,, o T ou hy,
est une application mesurable de (F, F) dans (R, Br). Soit

on voit que
Y=1lm "hyoT =hoT

Si Y est de signe quelconque, on décompose : Y =Y+ —Y .

5.8 Définition 1

Soient X € £1(Q, @, P) et T une variable aléatoire définie sur (2, @) a valeur
dans (F,F). L’espérance conditionnelle de X sachant T, notée E{X/T} est
définie par :

E{X/T} = E{X/o(T)}
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ot ¢(T) C @ est la sous-tribu engendrée par T.

En combinant la proposition 2 et le théoréme 3, on voit que : ¥ = E{X/T}
presque slrement est caractérisée par (1) et (2) :

(1) Il existe g application mesurable de (F,F) dans R telle que : Y = ¢(T)
presque stirement et g(T') € L.

(2) Pour toute application h mesurable et bornée de (F,F) dans R on a :

E{X.h(T)} = E{Y.h(T)}

Le théoreme 2 montre, de plus, que si X € £*(Q, @, P), alors E{X/T} est la
meilleure approximation en moyenne quadratique de X par une fonction mesu-
rable de T', plus précisément :

1. Tl existe g application mesurable de (F, F) dans R telle que E{X/T} = g(T)
presque siirement et g(T') € L2

2. Pour toute application mesurable h de (F, F) dans R telle que h(T) € L2,
on a :

E{(X —¢(T))"} < B{(X - h(T))*}

Remarque :

Dans la pratique, pour calculer I'espérance conditionnelle E{X/T}, le probléme
qui se pose est de trouver une fonction g telle que E{X/T} = goT presque sire-
ment. Connaissant la loi du couple (X, T), les conditions (1) et (2) précédentes
permettent, en général, de déterminer la restriction de g & un sous-ensemble
mesurable S de F' tel que P{T € S} = 1, ce qui est suffisant car la variable
aléatoire g o T" est alors bien définie presque stirement.

Exemples importants :

Exemple A : Si T est une variable aléatoire discréte a valeurs dans un ensemble
dénombrable F', posons :

S={teF : P(T=t)>0}

alors P{T € S} = 1 et pour toute variable aléatoire réelle X € £, on a :
E{X/T} = goT presque slirement ou :

1

Démonstration :
Soit t € S. Posons h = 1y, alors, d’aprés (2), si E{X/T} =goT on a

E{X(l{t} (¢] T)} = E{(g (¢] T)(]-{t} (¢] T)}

= E{X-l(th)}
— g(t).P(T = 1)
donc )
g(t) = mE{Xl(T:t}}

Exemple B : Si (X, T) est & valeurs R” x R™, de densité f = (f(x,t)), posons

S={teR™; f(z,t)dz > 0}
R‘VL
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alors P{T € S} =1 et pour toute fonction # mesurable et bornée de R™ dans
R, on a

E{0(X)/T}=goT presque sirement

otll pour presque tout t € S :

1
o0) = [ 8@t dox o (1
Démonstration :
On sait que la densité k de T' est donnée par :
k(t) = fz,t)dz (teR™)

R

donc S ={t : k(t) >0} et on a bien P{T' € S} =1.
Soit § : R™ — R mesurable et bornée, alors, d’aprés (2), si E{0(X)/T} = g(T)
pour toute application A mesurable et bornée de R™ dans R

E{0(X).MT)} = E{g(T).h(T)}

//9 f(z,t)dedt
// flz,t)dadt

_ /m h(t) [ NEC )f(x,t)d:v] dt
_ /  (t)g(@k() de

I’égalité précédente étant valable pour tout h, on voit que
sk = [ 0(a)f(a.t)do

presque partout en t. Si t € S, on obtient donc la formule (*).

Exemple C : Soit (X, T) une variable aléatoire a valeurs dans (F} x Fa, B; ® B2).
Si X et T sont indépendantes, alors pour toute application ¢ mesurable et
bornée de Fy x F5 dans R, on a :

E{p(X,T)/T} =goT presque strement

ol

olt) = B{p(X.1)} = / (1) Py (dz)

"

pour presque tout t € Fy (relativement a la loi de T).
Démonstration :
Si t € Fs, posons g(t) = E{p(X,t)}. Pour toute application h mesurable et
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bornée de F5 dans R, on a, d’aprés le théoréme de Fubini :

E{p(X.T).h(T)} = / /F el Oh(t) P () Pr (a1

_ /F i [ /F 1 cp(:c,t)PX(dx)} Pr(dt)
_ /F (P, ) Pr(d

- / h(t)g(t) Pr(dt)
Py

= E{g(T).n(T)}
= E{E{p(X,T)/T}.M(T)}

donc
E{p(X,T)/T} =g(T) presque siirement

5.9 Définition 2

Soient X et T' deux variables aléatoires définies sur (2, @, P) a valeurs dans
des espaces mesurables (F1, B1) et (Fy, Ba) respectivement. On appelle loi condi-
tionnelle de X sachant T une famille de probabilités sur Pespace (Fy, B;) indicée
part € Fy : (N(t,dz)),cp, vérifiant les conditions suivantes :

1. Pour tout By € By, application t € F» — N(t,B;) € [0, 1] est mesu-
rable.

2. Pour toute application § mesurable et bornée de (Fy,B1) dans R on a :
E{0(X)/T}Hw) = O(z)N (T(w),dz) presque stirement
F
En particulier

P{X € B,/T} ef E{lp, 0 X/T} = N(T,B;) presque sirement
pour tout By € By.

On dit alors que N (¢,dx) est la loi conditionnelle de X sachant que (T = t).
Remarques :

1. 11 suffit de connaitre la loi conditionnelle de X sachant que (T" = t),
pour tout ¢ € S ou S est un sous-ensemble mesurable de F» tel que
P{TeS}=1.

2. Pour toute application mesurable et bornée ¢ de F; x F5 dans R, on peut
montrer (facilement) que

(%) E{@(X,T)/T}(w):/ o(x, T(w))N (T(w),dz) presque siirement

By

On utilisera souvent la notation suivante :

E{o(X,T)/(T = 1)} /F oz, N (t, dz)
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(méme si P(T =t) =0!).
La formule (*) entraine, de plus, que :

E{p(X,T)} = E{E{p(X,T)/T}}

:/F . o(x,t)Px,r(da, dt)
- /F Pr(dt) /F oz, )N (t, dz)

(formule des lois images)
On a donc I'égalité formelle :

Pixr(dz,dt) = Pp(dt)N(t,dz)

ot N(t,dx) est la loi conditionnlle de X sachant que (T = ).

. Les variables aléatoires X et T sont indépendantes si et seulement si
N(t,dx) ne dépend pas de ¢ : N(t,dz) = Px(dz) pour tout t € Fs.

. Calculons la loi conditionnelle de X sachant 7" dans chacun des exemples
précédents :

Exemple A : (T variable aléatoire discréte)

Pour toute application mesurable et bornée 6 a valeurs réelles :

E{0(X)/(T = t)} = ﬁ /{T_t} 0(X)dP

= [ 9(X)(w)P:(dw) ot P(dw)=P{dw/(T =1t)}

si teF et P(T=t)>0

donc N (t,dz) est la loi de X sous P;.

Exemple B :

(X,T) admet une densité (f(z,t)) sur R™ x R™. On voit immédiatement
que :

1
r,t)de.——————— si teR™ et z,t)dx >0
(@,1) Jgn [z, t) dz Rn fla:t)

N(t,dz) = f
Exemple C :
X et T indépendantes a valeurs dans (Fy, By) et (Fz, B2) respectivement.
Soit ® une application mesurable de (Fy x Fy,B; ® Bs) dans (F3, B3).
Posons X = ®(X,T). Alors la loi conditionnelle de X sachant que (7' = t),
N(t,dy) est égale a la loi de la variable aléatoire ®(X,t). En effet, pour
toute application mesurable et bornée 0 de (F3,B3) dans R on a :

E{9(X)/(T =1)} = E{9 (2(X,T)) /(T = 1)} = 9(t)

g(t) =E{0(®(X,t)} = [ 0(y)N(t,dy) (t€ F)

Fs
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5.10 Espaces L”

Soit 1 < p < oo, rappelons (cf. le chapitre 3 I) que LP(2, @, P) = LP désigne
l’ensemble des variables aléatoires réelles finies X telles que E{|X|P} < co. LP
est un espace vectoriel sur R. Pour tout X € LP, posons

Ny(X) = (B{|X["})»

L’application Np(.) vérifie les propriétés :
1. Np(X) =0 <= X =0 presque stirement
2.VAeER, VX eLP, NyAX)=|N.Np(X).
3. VX etY dans LP, Npy(X +7Y) < Np(X) + Np(Y)

A cause de la propriété 1), Np(.) n’est pas une norme sur £P. Pour obtenir un
« bon » espace normé, on effectue la construction suivante :

VXeLlP soit X={YeLlP tllque X =Y presque sirement} C LP
On définit : LP = {X oa X varie dans LP}
Remarquer que pour tous Xq,Y7, Xs,Ys dans LP et A€ R, on a:
[Xl = Yl et XQ = YQ] = Xi’\)(Q = Y1/<|>\}/2
[Xl = Yl] = )\/)?1 = )/\-}71
On munit 'ensemble LP d’une addition et d’une multiplication par les scalaires
en posant : si C et Cy appartiennent & LP, Cy = X1, Co = X o Xy et Xo € LP
. def — =
Ci+Cy = X1+ X5

et pour tout A € R :
def

ACL =
La remarque précédente montre que ces définitions ont bien un sens et on vérifie
facilement que (LP,+,.) est un espace vectoriel sur R. Soient X et Y dans LP,
noter que

AX

X =Y = N,(X) = N,y(Y)
Si C appartient & Ly, on peut donc définir sans ambiguité N, (C') par la formule :
(1) Np(C) = Np(X)

ot X € LP est un représentant quelconque de €' : X = C.
On a alors :

N,(C) = N,(X)=0= X =0 presque sirement = C =0
ot 0 est I’élément neutre de LP. Il est immédiat de vérifier que la formule (1)
définit une véritable norme Ny (.) sur 'espace vectoriel LP. On identifiera, dans
la suite, un élément C' de LP a I'un quelconque de ses représentants X dans
L? : C = X. Une variable aléatoire réelle X telle que E{|X|P} < oo sera donc

considérée (pour simplifier les notations) indifferemment, suivant les contextes,
comme un élément de LP ou de £P. Si X € LP, on notera de plus :

N,y (X) = (B{IX[P})7 = 1],
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5.11 Théoréme 4

Soit 1 < p < oo. L’espace LP, muni de la norme ||.||,, est un espace de
Banach.

Démonstration :
Soit (X,,)nen une suite de Cauchy dans LP. On construit facilement, par ré-
currence, une sous-suite 1 < n; < ng < ... < ng / +oo telle que, pour tout
k:
1
||Xnk+1 - Xnk”p < 2_k
soit

k—1
0<Y, = Z |Xm+1 - Xn | (k=2)
=1

On voit que, pour tout k > 2 :

S

—1
Yillp = (B{(Y&)"}™ < ) [ Xn oy — Xn/llp <
l

1 l

>
|
—

b9

1

Le lemme de Fatou montre alors que :
E{ lim (Yk)”} < lim B{Y/} <1
k—o0 k—o0

donc

lim Vi (w) = Z | Xy — X |(w) < 0o presque stirement
k—o0
1>1

Il est facile d’en déduire que la sous-suite (X, );>1 converge presque stirement
vers une variable aléatoire X, de plus

donc X € LP et

oo

1 . 1
(B{[Xoo = X, [P})7 < Jim (B{|Xn, — X, [P})7
-1
< lliglo Z ||Xni+1 - Xm”l’
i=k
< 1_2 d k
_25—27%0 quan: — 0
i>k
d’aprés le lemme de Fatou et I'inégalité triangulaire donc X,,, — X, dans LP,
or la suite (X, )nen étant de Cauchy, on voit que :

||Xn _X<><>||p < ||Xn _Xnka + ||Xnk _X<><>||p —0

quand k et n — oo et on a bien lim,_ ., X, = X, dans LP.

Corollaire 1 :

Toute suite (X, )nen de variables aléatoires réelles qui convergent dans LP vers
une variable aléatoire réelle X, admet une sous-suite (X, )ren qui converge
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presque siirement vers X .

Démonstration : Immédiate, compte tenu de la démonstration du théoréme 4.
(Cf. aussi la proposition 2 du chapitre 4).

Corollaire 2 :

Pour tous X et Y dans L2, posons : < X,Y >= E{X.Y}. On définit ainsi un
produit scalaire < .,. > sur L? et ’espace L?, muni de ce produit scalaire est
un espace de Hilbert.

Démonstration : Immédiate, d’aprés le théoréme 4 : remarquer que

Xl = (< X, X >)?

5.12 Espérance conditionnelle dans L?

Commengons par un rappel sur les espaces de Hilbert. Soient (H, < .,. >)
un espace de Hilbert et F' C H un sous-espace fermé. Pour tout x € H, il existe
y € F, unique projection orthogonale de = sur F, vérifiant 'une des conditions
équivalentes suivantes :

1.VzeF, (x—y)Llz ie <uzz>=<y,z>
2.VzeF, |lz—y|l <|lz—z|

Soient (€2, @, P) un espace de probabilité et B une sous-tribu de @. Considérons
I'espace de Hilbert H = L?(Q, @, P) et F le sous-espace fermé de H constitué
des éléments ayant un représentant B-mesurable.

Si X est une variable aléatoire réelle de carré intégrable, il est naturel de consi-
dérer, comme nous l'avons déja souligné, la meilleure approximation en moyenne
quadratique de X par une variable aléatoire réelle Y ayant un représentant -
mesurable (Cf. le théoréme 2). D’aprés 1) et 2), cette variable aléatoire est la
projection orthogonale de X sur F. elle est caractérisée par :

O Y est B-mesurable (presque surement), de carré intégrable.

OV Z € L?, B-mesurable : E{|X — Y |*} < E{|X — Z|?}

Compte tenu de [0, on a :

0 < [’:V Z € L? B-mesurable : E{X.Z} = E{Y.Z}

0’ < 0":VBeB, E{X1p}=E{Y1p}

Y est ainsi déterminée, de maniére unique (& ’égalité presque sire prés) par les
conditions { O, O} ou { O, 0’} ou { O, O"}.

Nous savons déja, d’aprés le théoréme 2, que Y est I’espérance conditionnelle
de X sachant B : Y = E{X/B} presque stirement.

Remarque :

L’approche précédente permet de démontrer le théoréme 1 au moins si X € L2.
Lorsque X est seulement intégrable, on posera si X > 0 presque stirement :

E{X/B} =lim /" E{X.1(x<n)/B} presque stirement
1! <
et dans le cas général :
E{X/B} = E{X"/B} — E{X~/B} presque stirement

Nous n’entrerons pas dans les détails ...
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5.13 Cas des vecteurs gaussiens

Soit (X,T) = (X, T, T3, ..., Ty) un vecteur gaussien & valeurs R x R?, alors
la meilleure approximation en moyenne quadratique de X par une fonction me-
surablede T = (T4, T5, ..., Tq), E{X/T} est, en fait, la meilleure approximation
en moyenne quadratique par une fonction affine de T'. Plus précisement :

5.13.1 Théoréme 1

Soit (X, T) un vecteur gaussien a valeurs R x R%, alors

1. On peut trouver a, by, bs,...,bg € R tels que
d
B{X/T}=a+) bT;

j=1

2. On a la décomposition :
d
X = a+ Z bjTj + A
j=1

ou Z est une variable aléatoire réelle gaussienne centrée indépendante de
T

3. La loi conditionnelle de X sachant que T' =t = (t,ta,...,tq) est gaus-
sienne :

d
N(t,dz) =N [a+ > bjt;,0°
j=1

ott 02 = Var(Z).

Démonstration :
Soit :
G = Vect{1,T1,T»,..., Ty} C L*(%, a, P)
(sous-espace de dimension finie engendré par 1,77y,...,Ty) alors la projection

orthogonale de X sur G : Ilg(X) est la meilleure approximation dans L? de X
par une fonction affine de T :

1. Ja,by,...,bs € R tels que
d
Ho(X)=a+ Y b1y
j=1

2. X —Tg(X) est orthogonal a G, donc :
E{(X —-Tg(X)).1} =0

E{(X —-lIg(X)). 1} =0 pourtout [e€{l1,2,...,d}
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On a donc le systéme linéaire suivant dont les inconnues sont a, by, bo, ..., bq :

E{llg(X)} = a+ 5, b E{T;} = B{X}
BE{llg(X). T} = aB{Ti} + Y1_, b; B{TyT}} = B{X.T}}

onle{l,2,...,d}
ce qui permet de calculer les constantes a, b1, ..., by
Considérons maintenant le vecteur gaussien :

d
X — (a + Zj:l bjTj)
T
Remarquons que :
d
Cov | X —a+> 0T | . Ti | = B{(X —TIa(X)).Ti} =0
j=1
pour tout [ € {1,2,...,d} . Donc, si on pose
d
Z = X — a+ Z bjTj
j=1

la variable aléatoire gaussienne Z est indépendante de 7', de plus :

E{Z} = E{X —TIg(X)} =0

donc
d
E{ X—|a+ ijTj /T} =E{Z/T}=FE{Z} =0 presque slrement
j=1

et :

d d
E{X/T}=E{a+ Z b;T;/T} =a+ Z b;T; presque strement

j=1 j=1
On a donc démontré les assertions 1) et 2) du théoréme 1; I’assertion 3) est une

conséquence de la décomposition :

d
X=\|a+> bT; | +2

j=1

et du fait que Z et T sont indépendantes (Cf. 'exemple C, page 92)
Remarque :

1
o = (Var(2))> = ||Z]|2
est égal a « l'erreur »
min||X — A(T)||2}

ol S désigne 'ensemble des applications mesurables & de R? dans R telles que
h(T) € L?.
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