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Chapitre 1

Espaces de probabilité et

Intégration

1.1 Présentation

La théorie des probabilités propose un modèle mathématique qui rend compte
de la notion intuitive d’expérience aléatoire (i.e. dont le résultat est soumis au
« hasard »).

La première démarche consiste à introduire l’ensemble Ω dont les élements
constituent tous les résultats possibles de l’expérience puis à distinguer une
classe a de sous-ensembles de Ω qu’on appelle « événements », vérifiant certaines
propriétés naturelles et enfin à affecter un poids P(A) ∈ [0, 1] à tout événement
A ∈ a qui sera la probabilité de A. Plus précisément, la classe a doit être une
tribu sur Ω et la correspondance A 7→ P(A) une mesure positive de masse totale
égale à 1.

1.1.1 Définition 1

1. Soit Ω un ensemble. On appelle tribu sur Ω un sous ensemble a de l’en-
semble P(Ω) des parties de Ω tel que :
– φ et Ω appartiennent à a .
– si A ∈ a alors Ac ∈ a.
– si (An) est une suite d’éléments de a alors

⋃

n

An ∈ a et
⋂

n

An ∈ a

Le couple (Ω,a) s’appelle un espace mesurable

2. Un espace mesurable (Ω,a) étant donné, une mesure positive de masse
totale égale à 1 ou probabilité sur a est une application P de a dans [0, 1]
vérifiant :
– si (An) est une suite d’éléments de a deux à deux disjoints, alors

P

(⋃

n

An

)
=
∑

n

P (An)

1



– P (Ω) = 1

Le triplet (Ω,a, P ) s’appelle un espace de probabilité. L’espace entier Ω repré-
sente l’événement certain, φ l’événement impossible (P (φ) = 0 car φ ∪ φ = φ
et φ ∩ φ = φ donc P (φ) = P (φ ∪ φ) = P (φ) + P (φ) ), le complémentaire Ac

représente l’événement contraire de A, l’intersection A ∩ B des événements A
et B représente l’événement « A et B ont lieu », la réunion A ∪ B représente
l’événement « A ou B a lieu » (attention : ou n’est pas exclusif !), les intersec-
tions ou réunions dénombrables d’événements sont introduits pour l’étude des
phénomènes asymptotiques, enfin l’inclusion correspond à l’implication.

1.1.2 Exemples associés à la définition 1

1. Un joueur effectue quatre parties de pile ou face :

Ω =
{
(x1, x2, x3, x4), xi ∈ {0, 1}

}

2. Un joueur lance un dé trois fois de suite :

Ω =
{
(x1, x2, x3), xi ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}

}

3. Observation de la durée de vie d’un individu :

Ω = R+

4. Observation du nombre d’appels passant par un central téléphonique tous
les jours d’une semaine :

Ω = N7

5. Observation, pendant un intervalle de temps [t1, t2], du mouvement de
diffusion d’une particule dans l’espace :

Ω = C
(
[t1, t2], R

3
)

6. Un jeu de pile ou face de durée finie ou infinie :

Ω = {0, 1}n avec (n ∈ N) ou Ω = {0, 1}N

Dans les cas où l’ensemble Ω est fini ou dénombrable, la tribu que l’on considère
est, en général, la tribu P(Ω) des parties de Ω et la donnée d’une probabilité
sur l’espace discret (Ω,P(Ω)) équivaut à la donnée d’une famille (p(ω))ω∈Ω de
nombres positifs vérifiant : ∑

ω∈Ω

p(ω) = 1

La probabilité d’un événement A ∈ P(Ω) est alors définie par la formule :

P (A) =
∑

ω∈A

p(ω)

Lorsque Ω est fini, des considérations de symétrie conduisent souvent à supposer
que p(ω) ne dépend pas de ω ∈ Ω. On a alors :

p(ω) =
1

Card(Ω)

2



et

P (A) =
Card(A)

Card(Ω)
=

nombres de cas favorables à A

nombre de cas possibles
(loi uniforme)

Lorsque l’espace Ω n’est pas dénombrable, par exemple Ω = R ou Ω = Rd ou
même un espace métrique, on utilise souvent la notion suivante :

1.1.3 Definition 2

Soit C ⊆ P (Ω), une famille quelconque de parties de Ω ; on appelle tribu
engendrée par C, la plus petite tribu sur Ω (au sens de l’inclusion) contenant
C ; on la note σ(C). L’intersection d’une famille quelconque de tribus étant une
tribu, et P(Ω) étant une tribu sur Ω contenant C, on voit que :

σ(C) =
⋂

T tribu
C⊆T

T

1.1.4 Exemples associés à la définition 2

1. Si C = {A} où A ⊆ Ω, A 6= φ alors σ(C) = {A, Ac, Ω, φ}
Si C = {A1, A2, · · · , An}, Ai ⊆ Ω, Ai 6= φ, déterminer σ(C) (considérer
d’abord le cas n = 2).

2. Si Ω est muni d’une structure d’espace métrique, on peut considérer la
famille C de tous les ouverts de Ω ; la tribu engendrée par C est alors
appelée tribu borélienne de Ω et notée souvent BΩ. Remarquer que, si C′

est la famille de tous les fermés de Ω, on a aussi BΩ = σ(C′) = σ(C).

3. Si Ω = Rd (d ∈ N∗) la tribu BRd est engendrée par la famille C de tous les
pavés de la forme

d∏

i=1

]ai, bi[ où ai < bi , ai ∈ Q , bi ∈ Q

Soit (Ω,a) un espace mesurable quelconque ; le problème de la construc-
tion d’une mesure de probabilité P sur a peut être non trivial. On a
cependant les exemples suivants.

4. Soient (ak) une suite fixée de points de Ω et (αk) une suite fixée de nombres
positifs tels que

∑
k αk = 1. Pour tout A ∈ a, posons :

P (A) =
∑

k≥0

αk.1A(ak) (*)

où

1A(ak) =

{
0 si ak 6∈ A
1 si ak ∈ A

On vérifie facilement qu’on définit ainsi une mesure de probabilité P sur
a. Lorsque a ∈ Ω est fixé, la mesure de probabilité définie par :

∀A ∈ a P (A) = 1A(a)

3



est appelée masse de Dirac au point a et notée δ{a}. La probabilité P
définie par la formule (*) est donc donnée par

P =
∑

k≥0

αk.δ{ak}

5. On appelle fonction de répartition sur R, toute application F de R dans
[0, 1], croissante, continue à droite, telle que

lim
t→+∞

F (t) = 1 lim
t→−∞

F (t) = 0

Il existe alors (Théorème admis) une unique probabilité P sur l’espace
mesurable (Ω = R,BR) telle que

∀s ≤ t : P ( ]s, t]) = F (t) − F (s)

On a alors, pour tout t ∈ R :

P ({t}) = lim
s→t
s<t

P ( ]s, t]) = F (t) − lim
s→t
s<t

F (s) = F (t) − F (t0) = ∆F (t)

Si la fonction F est continue en t, le « saut » de F en t : ∆F (t) est nul et
P ({t}) = 0. On dira que P est « diffuse » lorsque P ({t}) = 0, ∀ t. Si pour
tout n ∈ N, ∆F (n) = αn où αn ≥ 0, vérifie

∑
n αn = 1, on voit que P est

une probabilité discrète portée par N telle que :

∀ n ∈ N P ({n}) = αn

Si, par contre, il existe une application f : R → R+ continue par mor-
ceaux (positive) telle que

∫ +∞

−∞

f(x) dx = 1

et vérifiant

∀ t ∈ R F (t) =

∫ t

−∞

f(x) dx

on voit que F est une fonction de répartition continue et que la probabilité
P associée à F vérifie :

∀ s ≤ t P ( ]s, t]) =

∫ t

s

f(x) dx

On dira que P est la probabilité de densité f et on notera P (dx) = f(x) dx.
On peut, de la même façon, définir des probabilités de densité f sur
(Rd,BRd).

1.1.5 Proposition 1

Soient (Ω,a, P ) un espace de probabilité et A, B, An (n ∈ N) des événe-
ments. Alors :

1)
A ⊇ B ⇒ P (A) ≥ P (B)

4



2)

P

(⋃

n∈N

An

)
≤
∑

n∈N

P (An)

3) Si pour tout n, An ⊆ An+1, on a :

P

(⋃

n∈N

An

)
= lim

n→∞
P (An) = sup

n
P (An)

Si pour tout n, An+1 ⊆ An, on a :

P

(⋂

n∈N

An

)
= lim

n→∞
P (An) = inf

n
P (An)

Démonstration :
1) On suppose A ⊇ B, alors : A = B ∪ (A\B) avec B ∩ (A\B) = ∅ donc
P (A) = P (B) + P (A\B) ≥ P (B)
3) Si pour tout n, An ⊆ An+1, on voit que les événements
A0, A1\A0, A2\A1, . . . , An+1\An, . . . sont disjoints de réunion A = ∪

n
An et

donc

P (A) = P


A0 +

∑

n≥0

(An+1\An)




= P (A0) +
∑

n≥0

P (An+1\An)

= P (A0) + lim
n→∞

{ n−1∑

m=0

(P (Am+1) − P (Am))
}

= lim
n→∞

P (An)

(pour une union d’événements deux à deux disjoints, on remplacera, par com-
modité, le symbole ∪ par le symbole +).
Si pour tout n, An+1 ⊆ An, on a alors

P (∩
n
An) = 1 − P

(
(∩

n
An)C

)

= 1 − P
(
∪
n
AC

n

)

= 1 − lim
n→∞

P (AC
n )

= lim
n→∞

P (An)

2) Posons, pour tout n, A
′
n =

n∪
m=0

Am ; alors A
′
n ⊆ A

′
n+1 et ∪

n
A

′
n = ∪

n
An donc :

P (∪
n
An) = lim

n→∞
P (A

′

n) ≤ lim
n→∞

n∑

m=0

P (Am) =
∑

n≥0

P (An)

car A et B étant deux événements quelconques,

P (A ∪ B) = P (A + (B\A)) = P (A) + P (B\A) ≤ P (A) + P (B)
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et donc, par récurrence sur n

P (A
′

n) = P (
n∪

m=0
Am) ≤

n∑

m=0

P (Am)

1.2 Probabilités conditionnelles, indépendance

Supposons, qu’en étudiant une expérience aléatoire représentée par un es-
pace (Ω,a, P ), on sache déjà qu’un événement A ∈ a (de probabilité P (A) > 0)
s’est produit. Il est alors intuitif que les probabilités des événements B ∈ a

doivent être modifiées.

1.2.1 Exemple

Soit Ω = {ω0, ω1, . . . , ωn} un espace fini. On suppose que P représente le
tirage d’un point de Ω selon la loi uniforme. On a donc

P ({ωk}) =
1

Card(Ω)
et si B ⊆ Ω, P (B) =

Card(B)

Card(Ω)

Soit A ⊆ Ω.
Quelle est la probabilité qu’un point tiré soit dans B, sachant qu’il est dans A ?
C’est :

Card(A ∩ B)

Card(A)
=

P (A ∩ B)

P (A)

1.2.2 Définition 3

Soient (Ω,a, P ) un espace de probabilité et A ∈ a tel que P (A) > 0. On
appelle probabilité conditionnelle de B ∈ a sachant A, le nombre

P (B/A) =
P (A ∩ B)

P (A)

1.2.3 Proposition 2 (Formule de Bayes)

Soit (An) une suite finie ou infinie d’événements deux à deux disjoints tels
que Ω = ∪

n
An (partition de Ω) et P (An) > 0, pour tout n, alors :

∀B ∈ a, on a P (B) =
∑

n

P (B/An).P (An)

Démonstration
On a :

B = B ∩ Ω = B ∩ (∪
n
An) =

∑

n

(B ∩ An)

donc

P (B) = P

(∑

n

(B ∩ An)

)
=
∑

n

P (B ∩ An) =
∑

n

P (B/An).P (An)

On dira que deux événements A et B sont indépendants si P (B/A) = P (B) et
donc si P (A ∩ B) = P (A).P (B)
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1.2.4 Définition 4

Une suite finie A1, A2, · · · , An d’événements est dite indépendante si

P (Ai1Ai2 . . . Aik
) = P (Ai1).P (Ai2 ). · · · .P (Aik

)

pour toute suite i1 < i2 < . . . < ik d’entiers {1, 2, . . . , n} deux à deux distincts.
(N.B. on notera, par commodité, A.B pour désigner l’intersection A∩B de deux
évènements.)
Si A ∈ a, soit σ(A) = {∅, Ω, A, AC} la tribu engendrée par A.

1.2.5 Proposition 3

Pour que la suite A1, A2, · · · , An d’événements dans l’espace de probabilité
(Ω,a, P ) soit indépendante il faut et il suffit que

P (B1B2 . . . Bn) = P (B1).P (B2). · · · .P (Bn)

quels que soient les Bm appartenant à σ(Am), m = 1, 2, . . . , n
Démonstration

Pour tout i ∈ {1, 2, . . . , n}, soit A
′
i = Ai ou AC

i .
On a, en fait, l’équivalence :
(A1, A2, · · · , An) indépendante ⇐⇒ (A

′
1, A

′
2, · · · , A

′
n) indépendante.

Il suffit, par récurrence de vérifier que :
(A1, A2, · · · , An) indépendante ⇒ (A

′
1, A2, · · · , An) indépendante ce qui est fa-

cile et laissé en exercice.

1.2.6 Définition 4 bis

Soit (Ai)i∈I une famille d’événements dans l’espace (Ω,a, P ) où I est un
ensemble quelconque d’indices. On dit que la famille (Ai)i∈I est indépendante
(ou que les Ai, (i ∈ I) sont indépendants) si pour tout sous-ensemble J fini,
J ⊆ I, on a

P ( ∩
i∈J

Ai) =
∏

i∈J

P (Ai)

Soit (An)n∈N une suite d’événements dans l’espace (Ω,a, P ). On définit :

lim An = {ω ∈ Ω tels que, pour une infinité d’entiers n : ω ∈ An}

On vérifie aisément que :

lim An = {ω ∈ Ω :
∑

n≥0

1An
(ω) = +∞} = ∩

n
( ∪
m≥n

Am) ∈ a

1.2.7 Proposition 4 (Lemme de Borel-Cantelli)

Soit (An)n∈N une suite d’événements. On a

1. 
∑

n≥0

P (An) < ∞


⇒ P (lim An) = 0

7



2. Si la suite (An)n∈N est indépendante et si
∑

n≥0 P (An) = +∞ alors

P (lim An) = 1

Démonstration :

1. On a, lorsque
∑

n P (An) < ∞ :

P (lim An) = P (∩
n

( ∪
m≥n

An))

= lim
n→∞

P ( ∪
m≥n

Am)

≤ lim
n→∞

{ ∑

m≥n

P (An)
}

= 0

2. On suppose que
∑

n P (An) = +∞ et que la suite (An) est indépendante,
alors :

P
{
(lim An)C

}
= P

{
∪
n

( ∩
m≥n

AC
m)
}

= lim
n→∞

P
{

∩
m≥n

AC
m

}
= 0

car

P
{

∩
m≥n

AC
m

}
= lim

k→∞
P
{ k∩

m=n
AC

m

}

= lim
k→∞

k∏

m=n

(1 − P (Am))

≤ lim
k→∞

e−
∑k

m=n
P (Am) = 0

( on a utilisé le fait que : ∀x ≥ 0 (1 − x) ≤ e−x)

1.3 Variables aléatoires

1.3.1 Définition 5

Soient (Ω,a, P ) un espace de probabilité et (F,B) un espace mesurable quel-
conque. On dit qu’une application X de (Ω,a) dans (F,B) est une variable
aléatoire (en abrégé : v.a.) si pour tout B ∈ B alors X−1(B) ∈ a. En Analyse,
on dit aussi que X , vérifiant la propriété précédente, est une application a−B
mesurable (ou, tout simplement, mesurable s’il n’y a pas d’ambiguité). Lorsque
l’espace F est fini ou dénombrable, la tribu B est, en général, égale à P(F ) et on
voit qu’une application X de (Ω,a) dans F est une variable aléatoire si, pour
tout x ∈ F on a X−1 ({x}) = (X = x) ∈ a. On dit, dans ce cas, que X est
une variable aléatoire discrète. Lorsque F = R = R ∪ {+∞} ∪ {−∞}, muni de
sa tribu borélienne B

R
(engendrée par les ouverts de R ainsi que par les points

{+∞}, {−∞}), on dit que X est une variable aléatoire réelle (v.a.r.).

1.3.2 Proposition 5

1. Pour qu’une application X de (Ω,a) dans (F,B) soit une variable aléatoire,
il suffit que, C étant une famille de parties de F qui engendre B (σ(C) = B),
on ait : pour tout C ∈ C : X−1(C) ∈ a (**).
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2. Lorsque Ω et F sont des espaces métriques, munis respectivement de leurs
tribus boréliennes, toute application continue X , de Ω dans F , est mesu-
rable.

Démonstration :

1. On suppose que σ(C) = B et que la propriété (**) est satisfaite. Soit

B′
= {B ⊆ F tel que X−1(B) ∈ a}

a étant une tribu sur Ω, on vérifie facilement que B′
est une tribu sur F .

De plus, la propriété (**) signifie que C ⊆ B′
. Donc σ(C) = B ⊆ B′

et X
est bien une variable aléatoire.

2. On sait qu’une application X de Ω dans F est continue, si pour tout
ouvert C de F , X−1(C) est un ouvert de Ω . L’assertion 2) est donc une
conséquence immédiate de 1) et de la définition d’une tribu borélienne.

1.3.3 Proposition 6

Soient (Ω,a), (F,B) et (T,S) trois espaces mesurables, X une application
mesurable de (Ω,a) dans (F,B), f une application mesurable de (F,B) dans
(T,S), alors Y = f ◦ X est une application mesurable de (Ω,a) dans (T,S)
Démonstration : elle est immédiate.
Remarques :

1. Soit X une application de (Ω,a) dans R. Pour que X soit une variable
aléatoire réelle il suffit que, pour tout t ∈ Q, l’ensemble (X ≤ t) [resp.
(X ≥ t)] appartienne à a. En effet si C =

{
[−∞, t], t ∈ Q

}
et

C′
=
{
[t, +∞], t ∈ Q

}
, on vérifie facilement que σ(C) = σ(C′

) = B
R

(tribu

borélienne de R). On peut donc appliquer le 1) de la proposition 5.

2. Une conséquence des propositions 5 et 6 est que, si X et Y sont deux
variables aléatoires réelles finies, alors, pour tous α et β appartenant à
R, αX + βY , X.Y et 1

X
(si X ne s’annule pas) sont aussi des variables

aléatoires réelles.

Soit (an)n∈N une suite d’éléments de R. On définit les nombres lim
n→∞

an et lim
n→∞

an

par :

lim
n→∞

an = lim
n→∞

{
sup
m≥n

am

}
= inf

n

{
sup
m≥n

am

}

lim
n→∞

an = lim
n→∞

{
inf

m≥n
am

}
= sup

n

{
inf

m≥n
am

}

Ces quantités sont donc bien définies (dans R), de plus :

lim
n→∞

(−an) = − lim
n→∞

(an) et lim
n→∞

an ≤ lim
n→∞

an

On vérifie, d’autre part, que l = lim
n→∞

an existe (dans R) si et seulement si

lim
n

an = lim
n

an = l. Ces propriétés sont laissées en exercice.

9



1.3.4 Proposition 7

Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires réelles, alors supn Xn, infn Xn,
lim

n→∞
Xn et lim

n→∞
Xn sont aussi des variables aléatoires réelles. En particulier, soit

X∞ l’application de Ω dans R définie par :

X∞(ω) =

{
lim

n→∞
Xn(ω) si lim

n→∞
Xn(ω) existe

0 sinon

alors X∞ est une variable aléatoire réelle.
Démonstration :
Pour tout t ∈ R, on a

(sup
n

Xn ≤ t) = ∩
n
(Xn ≤ t) ∈ a

(inf
n

Xn ≥ t) = ∩
n
(Xn ≥ t) ∈ a

donc supn Xn et infn Xn sont des variables aléatoires réelles. On en déduit que
lim

n→∞
Xn et lim

n→∞
Xn sont aussi des variables aléatoires réelles puisque

lim
n→∞

Xn = inf
n
{ sup

m≥n

Xm} et lim
n→∞

Xn = sup
n
{ inf

m≥n
Xm}

Donc :

{ω ∈ Ω tel que lim
n→∞

Xn(ω) existe} = {ω ∈ Ω : lim
n→∞

Xn(ω) = lim
n→∞

Xn(ω)

est un événement A. On voit alors que :

X∞ = ( lim
n→∞

Xn).1A

(avec la convention 0 · ∞ = 0) est bien une variable aléatoire réelle. La propo-
sition précédente montre que toute limite simple (si elle existe) d’une suite de
variables aléatoires réelles est une variable aléatoire réelle.

1.3.5 Définition 6

Soit (Ω,a) un espace mesurable. On appelle variable aléatoire étagée toute
variable aléatoire X : (Ω,a) → R qui ne prend qu’un nombre fini de valeurs.
On vérifie alors que X est étagée si et seulement si elle est de la forme

X =
∑

finie

αi.1Ai
où αi ∈ R et Ai ∈ a

Remarquer que la décomposition précédente de X n’est pas unique et que l’en-
semble E des variables aléatoires étagées est un espace vectoriel sur R.

1.3.6 Proposition 8

Soit X une application de (Ω,a) dans R+ = [0, +∞]. Alors X est une
variable aléatoire si et seulement si il existe une suite croissante (Xn)n∈N de
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variables aléatoires étagées positives qui converge simplement vers X .
Démonstration :
S’il existe une suite (Xn) d’éléments de E qui converge simplement vers X on
sait, d’après la proposition 7, que X est une variable aléatoire réelle. Récipro-
quement supposons que X : (Ω,a) → R+ = [0, +∞] est une variable aléatoire
réelle. Posons

Xn =

n2−1∑

k=0

k

n
.1(X∈[ k

n
, k+1

n
[) + n.1(X=+∞)

On vérifie alors facilement que, pour tout n, Xn ∈ E , Xn ≤ Xn+1 et que pour
tout ω ∈ Ω : limn→∞ Xn(ω) = X(ω)

1.4 Espérance des variables aléatoires réelles et
intégration

Soit X une variable aléatoire réelle discrète telle que

∑

x∈Im(X)

|x|.P (X = x) < ∞ où Im(X) = X(Ω) ⊆ R

On sait alors (cf. le cours de DEUG) que l’espérance de X est définie par :

E(X) =
∑

x∈Im(X)

x.P (X = x)

On se propose ici d’étendre la notion d’espérance à une classe beaucoup plus
large de variables aléatoires réelles. L’espérance de X (si elle existe) apparaîtra
alors comme « l’intégrale de X par rapport à la mesure de probabilité P » :

E(X) =

∫

Ω

X dP

Il s’agit donc de donner un sens mathématique précis à cette écriture.

1.4.1 Définition 7

Soit (Ω,a) un espace mesurable. Une mesure positive σ-finie sur a est une
application µ de a dans R+, vérifiant :

1. si (An) est une suite d’éléments de a deux à deux disjoints, alors

µ

(∑

n

An

)
=
∑

n

µ(An)

2. il existe une suite Ωn (n ∈ N) d’éléments de a telle que Ω = ∪
n

Ωn et, pour

tout n, µ(Ωn) < ∞.

La mesure µ est dite bornée si sa masse totale µ(Ω) est finie ; µ est une proba-
bilité si µ(Ω) = 1 (cf. la définition 1). Le triplet (Ω,a, µ) s’appelle un espace
mesuré. Remarquer que la définition précédente entraine que µ(∅) = 0, puisque,
si Ωn ∈ a vérifie µ(Ωn) < ∞, on a µ(Ωn) = µ(Ωn ∪ ∅) = µ(Ωn) + µ(∅).
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1.4.2 Proposition 9

Soient µ une mesure positive σ-finie sur a et A, B, An (n ∈ N) des événe-
ments. Alors :

1. A ⊇ B ⇒ µ(A) ≥ µ(B)

2. µ(∪
n
An) ≤∑n µ(An)

3. si, pour tout n, An ⊆ An+1, on a : µ(∪
n
An) = lim

n→∞
µ(An) = supn µ(An)

4. si, pour tout n, An+1 ⊆ An et s’il existe n0 tel que µ(An0) < ∞, alors
µ(∩

n
An) = lim

n→∞
µ(An) = infn µ(An)

Démonstration : Cf. la preuve de la proposition 1.
Exemple important (mesure de Lebesgue)
En dehors des exemples de probabilités donnés précédemment on a le résultat
suivant : Considérons Rd (d ∈ N∗) muni de sa tribu borélienne B ; on sait que
B est engendrée par la famille C de tous les pavés C de la forme

C =

d∏

i=1

]ai, bi] où ai < bi, ai, bi ∈ R

Il existe alors (nous admettrons ce théorème) une unique mesure positive σ-finie
λ sur B telle que

λ

(
d∏

i=1

]ai, bi]

)
=

d∏

i=1

(bi − ai) pour tous ai < bi, ai, bi ∈ R

λ est appelée mesure de Lebesgue sur Rd.
Autre exemple (mesure de comptage)
Soit Ω un ensemble fini ou dénombrable, muni de la tribu a = P(Ω). Pour tout
B ⊆ Ω, posons µ(B) = Card(B). Il est facile de voir qu’on définit ainsi une
mesure σ-finie sur (Ω,P(Ω)) appelée « mesure de comptage ».

1.4.3 Définition 8

Soit (Ω,a, µ) un espace mesuré. Un ensemble N ⊆ Ω est dit négligeable s’il
existe A ∈ a tel que N ⊆ A et µ(A) = 0. Une propriété P (.) concernant les
éléments ω ∈ Ω est dite vraie presque partout (en abrégé p.p.) [presque sûrement
(p.s.) lorsque µ est une probabilité] si {ω ∈ Ω tels que « non P (ω) »} est né-
gligeable. On voit, grâce au 2) de la proposition 9 qu’une réunion dénombrable
d’ensembles négligeables est négligeable. Si on considère la mesure de Lebesgue
sur Rd, un point est négligeable donc tout ensemble dénombrable est négligable ;
par contre, pour la mesure de comptage sur un ensemble dénombrable Ω, aucun
point n’est négligeable.
Soient X , Y , Xn (n ∈ N) des applications de Ω dans R. On dira que :

– X est finie presque partout si {ω : |X(ω)| = +∞} est négligeable.
– X ≤ Y presque partout si {ω : X(ω) > Y (ω)} est négligeable.
– Xn → X presque partout si {ω : Xn(ω) 6→ X(ω)} est négligeable.

La notion d’ensemble négligeable est liée à la mesure de référence µ. S’il y a
ambiguïté, on écrira donc « µ-négligeable » ou « µ-presque-partout » [µ presque-
sûrement lorsque µ est une probabilité].
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1.5 Intégration des variables aléatoires étagées

positives

Soient (Ω,a, µ) un espace mesuré et X : (Ω,a) → R+ une variable aléatoire
étagée positive. Il existe alors une décomposition de X sous la forme

X =
∑

i∈I

αi.1Ai

où (Ai, i ∈ I) est une partition finie de Ω, Ai ∈ a et αi ∈ R+. Le nombre∑
i∈I αiµ(Ai) ne dépend pas de la décomposition choisie pour X : en effet, si

X =
∑

j∈J

βj .1Bj
=
∑

i∈I

αi.1Ai

où (Bj , j ∈ J) est une autre partition finie de Ω, Bj ∈ a et βj ∈ R+. On voit
que αi = βj si Ai ∩ Bj 6= ∅ et donc

∑

i

αiµ(Ai) =
∑

i

αi

{∑

j

µ(Ai ∩ Bj)
}

=
∑

i,j

αiµ(Ai ∩ Bj)

=
∑

i,j

βjµ(Ai ∩ Bj)

=
∑

j

βjµ(Bj)

(avec la convention 0 · ∞ = 0).

1.5.1 Définition 9

Avec les notations précédentes, le nombre
∑

i∈I αiµ(Ai) s’appelle l’intégrale
de X par rapport à µ et se note

∫
Ω

X dµ. On a donc, pour tout A ∈ a

µ(A) =

∫

Ω

1A dµ

1.5.2 Proposition 10

Soient X et Y deux variables aléatoires étagées positives, alors :

1. Pour tout c ∈ R+,
∫

cX dµ = c
∫

X dµ

2.
∫
(X + Y ) dµ =

∫
X dµ +

∫
Y dµ

3. Si X ≤ Y , on a :
∫

X dµ ≤
∫

Y dµ

Démonstration :
L’assertion 1) est évidente.
Soient (A1, . . . , An), (B1, . . . , Bm) deux partitions de Ω formées d’éléments de a

et αi, . . . , αn, β1, . . . , βm ∈ R+ tels que X =
∑

i αi.1Ai
, Y =

∑
j βj .1Bj

. Alors

X + Y =
∑

i,j

(αi + βj).1Ai∩Bj
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et
∫

(X + Y ) dµ =
∑

i,j

(αi + βj)µ(Ai ∩ Bj)

=
∑

i,j

αiµ(Ai ∩ Bj) +
∑

i,j

βjµ(Ai ∩ Bj)

=
∑

i

αiµ(Ai) +
∑

j

βjµ(Bj)

=

∫
X dµ +

∫
Y dµ

On suppose que X ≤ Y . Remarquer que :

Ai ∩ Bj 6= ∅ ⇒ αi ≤ βj

en effet
ω ∈ Ai ∩ Bj ⇒ X(ω) = αi ≤ Y (ω) = βj

donc ∫
X dµ =

∑

i,j

αiµ(Ai ∩ Bj) ≤
∑

i,j

βjµ(Ai ∩ Bj) =

∫
Y dµ

1.6 Intégration des variables aléatoires réelles po-

sitives

1.6.1 Définition 10

Soit X une variable aléatoire réelle positive (définie sur l’espace (Ω,a, µ)).
L’intégrale de X par rapport à µ, notée

∫
Ω

X dµ, est donnée par la formule :

∫

Ω

X dµ = sup
{∫

Ω

Y dµ, Y variable aléatoire étagée telle que 0 ≤ Y ≤ X
}

Remarquer que
∫
Ω X dµ peut être égale à +∞.

1.6.2 Lemme 1

Soient Z une variable aléatoire étagée positive et (Yn)n∈N une suite croissante
de variables aléatoires étagées positives telle que :

lim
n

ր Yn ≥ Z

Alors

lim
n

ր
∫

Yn dµ ≥
∫

Z dµ

Démonstration :
Soit α ∈ ]0, 1[ . Posons Bn = {Yn ≥ αZ}, alors Bn ⊆ Bn+1, Bn ∈ a et ∪

n
Bn = Ω

en effet, pour tout ω ∈ Ω, on a :

Z(ω) = 0 ⇒ ω ∈ B0
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et

(Z(ω) > 0) ⇒ (Z(ω) > αZ(ω)) ⇒ pour tout n assez grand (Yn(ω) > αZ(ω))

De plus, si

Z =
∑

finie

αi.1Ai

on a
Yn ≥ αZ.1Bn

=
∑

finie

ααi.1Ai∩Bn

Donc ∫
Yn dµ ≥ α

∫
Z.1Bn

dµ = α
∑

finie

αiµ(Ai ∩ Bn)

et

lim
n

ր
∫

Yn dµ ≥ α
∑

finie

αiµ(Ai) = α

∫
Z dµ

puisque
µ(Ai ∩ Bn) ր µ(Ai) quand n → +∞

1.6.3 Proposition 11

Soient X une variable aléatoire réelle positive et (Yn)n∈N une suite croissante
de variables aléatoires réelles étagées positives telle que :

lim
n

ր Yn = X

Alors ∫
X dµ = lim

n
ր
∫

Yn dµ

Démonstration :
Pour tout n ∈ N, on a : 0 ≤ Yn ≤ Yn+1 ≤ X donc

∫
Yn dµ ≤

∫
X dµ

par définition et

lim
n

ր
∫

Yn dµ ≤
∫

X dµ

Réciproquement, soit Z une variable aléatoire réelle étagée telle que

0 ≤ Z ≤ X = lim
n

ր Yn

alors, d’après le lemme 1 :

∫
Z dµ ≤ lim

n
ր
∫

Yn dµ

d’où l’inégalité ∫
X dµ ≤ lim

n
ր
∫

Yn dµ
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1.6.4 Proposition 12

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles positives, alors :

1. pour tout c ∈ R+ :
∫

cX dµ = c
∫

X dµ

2.
∫

(X + Y ) dµ =
∫

X dµ +
∫

Y dµ

3. si X ≤ Y , on a :
∫

X dµ ≤
∫

Y dµ

Démonstration :
Le 3) résulte de la définition 10. On sait, d’autre part, d’après la proposition 8,
qu’il existe Xn, Yn variables aléatoires réelles étagées positives telles que

lim ր Xn = X lim ր Yn = Y

donc :
∫

(X + Y ) dµ = lim
n

ր
∫

(Xn + Yn) dµ

= lim
n

ր
∫

Xn dµ + lim
n

ր
∫

Yn dµ

=

∫
X dµ +

∫
Y dµ

On montre de même que

∫
cX dµ = c

∫
X dµ (c ∈ R+)

1.6.5 Définition 12

Une variable aléatoire réelle positive X est dite intégrable si
∫
Ω X dµ < ∞.

Donc si Y est une variable aléatoire réelle telle que 0 ≤ Y ≤ X , on voit, d’après
la proposition 12, que Y est intégrable dès que X l’est.

1.7 Intégration des variables aléatoires réelles

1.7.1 Définition 13

Une variable aléatoire réelle X (définie sur l’espace (Ω,a, µ)) est dite inté-
grable si |X | est intégrable. Son intégrale est définie par

∫

Ω

X dµ =

∫

Ω

X+ dµ −
∫

Ω

X− dµ

Remarquer que X+ et X− sont intégrables puisque
– 0 ≤ X+ = max{X, 0} ≤ |X |
– 0 ≤ X− = max{−X, 0} ≤ |X |

1.7.2 Proposition 13

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles intégrables, alors

1. pour tout c ∈ R :
∫

cX dµ = c
∫

X dµ
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2. Si X + Y a un sens :
∫
(X + Y ) dµ =

∫
X dµ +

∫
Y dµ

3. si X ≤ Y ,
∫

X dµ ≤
∫

Y dµ

4. |
∫

X dµ| ≤
∫
|X | dµ

Démonstration :
On a : (−X)+ = X− donc :

∫
(−X) dµ =

∫
(−X)+ dµ −

∫
(−X)− dµ

=

∫
X− dµ −

∫
X+ dµ

= −
∫

X dµ

L’égalité 1) est évidente si c ≥ 0 ;
si c < 0, on écrit

∫
cX dµ =

∫
(−c)(−X) dµ = (−c)

∫
(−X) dµ = c

∫
X dµ

On a de plus : |X + Y | ≤ |X | + |Y |, donc X + Y est intégrable et :

(X + Y ) = (X + Y )+ − (X + Y )− = (X+ − X−) + (Y + − Y −)

donc
(X + Y )+ + X− + Y − = (X + Y )− + X+ + Y +

∫
(X +Y )+ dµ+

∫
X− dµ+

∫
Y − dµ =

∫
(X +Y )− dµ+

∫
X+ dµ+

∫
Y + dµ

et, ces quantités étant finies, par hypothèse :

∫
(X+Y )+ dµ−

∫
(X+Y )− dµ =

(∫
X+ dµ −

∫
X− dµ

)
+

(∫
Y + dµ −

∫
Y − dµ

)

d’où l’égalité 2).
Pour le 3) on a :

si X ≤ Y, Y − X ≥ 0 et 0 ≤
∫

(Y − X) dµ =

∫
Y dµ −

∫
X dµ

Pour le 4) on a, puisque |X | = X+ + X− :

∫
|X | dµ =

∫
X+ dµ +

∫
X− dµ ≥

∣∣∣∣
∫

X+ dµ −
∫

X− dµ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

X dµ

∣∣∣∣

1.7.3 Définition 14

On notera L1(Ω,a, µ) l’ensemble des variables aléatoires réelles X finies et
intégrables. La proposition 13 montre que cet ensemble est muni, naturellement,
d’une structure d’espace vectoriel sur R, l’application

X ∈ L1 7−→
∫

X dµ ∈ R
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étant une forme linéaire positive sur cet espace (i.e. que X ≥ 0 ⇒
∫

X dµ ≥ 0).
Une variable aléatoire X à valeurs dans C est dite intégrable si |X | ∈ L1(Ω,a, µ).
On posera alors :

∫
X dµ =

∫
Re(X) dµ + ı

∫
Im(X) dµ

On désignera par L1
C(Ω,a, µ) l’ensemble des variables aléatoires complexes et

intégrables. Cet ensemble forme un espace vectoriel sur C ; de plus, on vérifie
facilement que l’application :

X ∈ L1
C 7−→

∫
X dµ ∈ C

est une forme linéaire sur cet espace.
Soit X ∈ L1

C. Alors
∫

X dµ est un nombre complexe de la forme ρeıθ où ρ ≥ 0 ;
donc

∣∣∣∣
∫

X dµ

∣∣∣∣ = ρ = e−ıθ

∫
X dµ =

∫
e−ıθX dµ

=

∫
Re(e−ıθX) dµ ≤

∫
|X | dµ

On voit ainsi que pour tout X ∈ L1
C : |

∫
X dµ| ≤

∫
|X | dµ

1.7.4 Proposition 14

1. Soit X une variable aléatoire à valeurs dans R ou C. S’il existe une variable
aléatoire réelle Y intégrable et positive telle que |X | ≤ Y , alors X est
intégrable.

2. Si X et Y sont deux variables aléatoires à valeurs dans R ou C égales
presque partout (p.p.) et si X est intégrable, alors Y est intégrable ; de
plus :

∫
X dµ =

∫
Y dµ.

3. Si X est une variable aléatoire intégrable, alors, pour tout λ ∈ R∗
+

µ(|X | ≥ λ) ≤ 1

λ

∫
|X | dµ et (|X | < ∞) presque partout

Démonstration :
Le 1) est évident
Pour 2) si S = {X 6= Y } ; alors S ∈ a, de plus

|X | ≤ (+∞).1S + |Y |

|Y | ≤ (+∞).1S + |X |
et ∫

(+∞).1S dµ = lim
n→+∞

∫
n.1S dµ = 0 puisque µ(S) = 0

donc ∫
|X | dµ =

∫
|Y | dµ < ∞
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Pour 3) si |X | ∈ L1, on a, pour tout λ > 0 :

λ.1(|X|≥λ) ≤ |X |

donc ∫
λ.1(|X|≥λ) dµ = λµ(|X | ≥ λ) ≤

∫
|X | dµ < ∞

De plus

µ(|X | = +∞) = lim
λ→∞
λ∈N

µ(|X | ≥ λ) ≤ lim
λ→∞
λ∈N

1

λ

∫
|X | dµ = 0

donc (|X | < ∞) presque partout.
Remarques :

1. La propostion 14 montre que, si X est une variable aléatoire intégrable,
alors X et X.1(|X|<∞) sont égales presque partout et ont même intégrale.

2. Si X est une variable aléatoire réelle positive, les définitions précédentes
montrent que

∫
X dµ a toujours un sens (et peut valoir +∞). Si X est une

variable aléatoire réelle quelconque et si
∫

X+ dµ < ∞ ou bien
∫

X− dµ < ∞
(par exemple : X majorée ou minorée par une variable aléatoire inté-
grable), on peut, par extension, définir l’intégrale de X en posant :

∫
X dµ =

∫
X+ dµ −

∫
X− dµ

qui appartient à [−∞, +∞] = R

1.7.5 Définition 15 (espérance des variables aléatoires réelles)

On suppose que la mesure µ est une probabilité P sur l’espace mesurable
(Ω,a). Soit X ∈ L1(Ω,a, P ). L’espérance de la variable aléatoire réelle X est
alors définie par :

E(X) =

∫

Ω

X dP

Remarquer que, si X est une variable aléatoire réelle discrète (Im(X) = X(Ω)
est fini ou dénombrable).

X =
∑

x∈Im(X)

x.1(X=x)

|X | =
∑

x∈Im(X)

|x|.1(X=x)

On vérifie facilement, dans ce cas, que X est intégrable si et seulement si

E(|X |) =

∫

Ω

|X | dP =
∑

x∈Im(X)

|x|.P (X = x) < ∞

et que

E(X) =

∫

Ω

X dP =
∑

x∈Im(X)

x.P (X = x)
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Remarquer que

∫ (∑

x

|x|.1(X=x)

)
dP = lim

n→+∞

∫ 
∑

|x|≤n

|x|.1(X=x)


 dP = lim

n→+∞

∑

|x|≤n

|x|.P (X = x)

1.7.6 Proposition 16 (loi d’une variable aléatoire)

Soit X une variable aléatoire définie sur l’espace de probabilité (Ω,a, P ) et
à valeurs dans un espace mesurable quelconque (F,B). La formule suivante :

(*) pour tout B ∈ B : ν(B) = P
(
X−1(B)

)

définit alors une probabilité ν sur l’espace (F,B). On dira que ν est la loi (image)
de la variable aléatoire X et on posera ν = PX . De plus, pour toute applica-
tion mesurable ϕ de (F,B) dans R, on a ϕ ∈ L1(F,B, PX) si et seulement si
ϕ ◦ X ∈ L1(Ω,a, P ) et dans ce cas

(**)

∫

F

ϕdPX =

∫

Ω

ϕ ◦ X dP (formule des lois images)

Démonstration :
La formule (*) montre que, si Bn (n ∈ N) est une suite d’éléments de B deux
a deux disjoints, on a :

X−1
(
∪
n

Bn

)
= ∪

n
X−1(Bn)

et les X−1(Bn) (n ∈ N) étant deux à deux disjoints :

ν
(
∪
n

Bn

)
= P

(
X−1

(
∪
n

Bn

))
= P

(
∪
n

X−1(Bn)
)

=
∑

n

P
(
X−1(Bn)

)

=
∑

n

ν(Bn)

De plus ν(F ) = P
(
X−1(F )

)
= P (Ω) = 1.

ν est bien une probabilité sur l’espace (F, B).
Pour démontrer la formule des lois images, remarquons d’abord, que si ϕ = 1B,
(B ∈ B), on a

∫

F

ϕdPX = PX(B) = P
(
X−1(B)

)
=

∫

Ω

1X−1(B) dP (par définition)

=

∫

Ω

1B ◦ X dP =

∫

Ω

(ϕ ◦ X) dP

La formule (**) est donc vérifiée lorsque ϕ = 1B (B ∈ B), et par linéarité,
lorsque ϕ est une variable aléatoire étagée de la forme ϕ =

∑
finie

αi.1Bi
où

Bi ∈ B, αi ∈ R+. Soit ϕ une application mesurable positive de (F,B) dans
R ; il existe (proposition 8) une suite croissante (ϕn)n∈N de variables aléatoires
étagées positives telles que ϕ = limn ր ϕn ; donc :

∫

F

ϕdPX = lim ր
∫

F

ϕn dPX = lim ր
∫

Ω

(ϕn ◦ X) dP =

∫

Ω

(ϕ ◦ X) dP
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On voit alors que si ϕ est une application mesurable quelconque de (F,B) dans
R, on a

|ϕ| ∈ L1(F,B, PX) ⇐⇒ |ϕ| ◦ X ∈ L1(Ω,a, P )

et que, dans ce cas, en décomposant ϕ :

∫

F

ϕdPX =

∫

F

ϕ+ dPX −
∫

F

ϕ− dPX

=

∫

Ω

(ϕ+ ◦ X) dPX −
∫

Ω

(ϕ− ◦ X) dPX

=

∫

Ω

(ϕ ◦ X) dP

Remarques :

1. Avec les notations de la proposition 16, si F est un ensembe fini ou dé-
nombrable, on a B = P(F ). La loi PX d’une variable aléatoire discrète X
à valeurs dans F s’identifie alors avec la famille dénombrable de nombres
positifs de somme égale à 1 :

PX(x) = P (X = x) (x ∈ F )

En effet, pour tout B ⊆ F :

PX(B) = P (X ∈ B) =
∑

x∈B

P (X = x) =
∑

x∈B

PX(x)

et

PX(F ) =
∑

x∈F

PX(x) = 1

On dit aussi que (PX(x), x ∈ F ) est la densité discrète de X . Pour toute
application ϕ de F dans R, on a : ϕ ◦ X est intégrable si et seulement si∑

x∈F |ϕ(x)|P (X = x) < ∞ et dans ce cas :

E{ϕ◦X} =

∫

F

ϕdPX =
∑

x∈F

ϕ(x)PX(x) =
∑

x∈F

ϕ(x)P (X = x) =

∫

Ω

ϕ◦X dP

2. Soit X une variable aléatoire réelle intégrable définie sur l’espace mesuré
(Ω,a, µ) ; on notera indifféremment, dans la suite, suivant les contextes :

∫

Ω

X dµ =

∫

Ω

X(ω) dµ(ω) =

∫

Ω

X(ω)µ (dω)

Si A ∈ a, on posera, par définition :

∫

A

X dµ =

∫

Ω

X.1A dµ
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1.8 Théorèmes de convergence

1.8.1 Théorème 1 (Beppo-Levi)

Soit (Xn)n∈N une suite croissante de variables aléatoires réelles positives
(définies sur l’espace mesuré (Ω,a, µ)). Posons X∞ = limn ր Xn. Alors :

∫
X∞ dµ = lim

n
ր
∫

Xn dµ

Démonstration :
Pour tout n ∈ N soit (Xn,k)k∈N une suite croissante de variables aléatoires
étagées positives telle que :

0 ≤ Xn,k ≤ Xn,k+1 ր Xn, quand k → +∞

Posons

Yk = max{Xm,k, 0 ≤ m ≤ k}

Alors Yk est étagée et

0 ≤ Yk ≤ Yk+1 ≤ Xk+1 ≤ X∞ (1)

de plus, pour tout m ≤ l dans N :

Xm,l ≤ Yl ≤ lim
k

ր Yk

donc

Xm ≤ lim
l→∞

Xm,l ≤ lim
k

ր Yk

et

lim
m

ր Xm = X∞ ≤ lim
k

ր Yk ≤ X∞ (2)

Des inégalités (1) et (2), on déduit que :

∫
X∞ dµ = lim

k
ր
∫

Yk dµ = lim
k

ր
∫

Xk dµ

Corollaire :
Soit (Zn)n∈N une suite quelconque de variables aléatoires réelles positives alors :

∫ (∑

n

Zn

)
dµ =

∑

n

∫
Zn dµ

Démonstration :
Pour tout m ∈ N, soit Xm =

∑m
n=0 Zn, alors

0 ≤ Xm ≤ Xm+1 ր X∞ =
∑

n

Zn

Il suffit d’appliquer le théorème 1 .
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1.8.2 Théorème 2 (Lemme de Fatou)

Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires réelles. S’il existe une variable
aléatoire réelle intégrable Y telle que, pour tout n : Y ≤ Xn alors :

∫
lim

n→∞
Xn dµ ≤ lim

n→∞

∫
Xn dµ

S’il existe une variable aléatoire réelle intégrable Z telle que, pour tout n :
Xn ≤ Z alors :

lim
n→∞

∫
Xn dµ ≤

∫
lim

n→∞
Xn dµ

Démonstration :
On suppose d’abord que, pour tout n, Xn ≥ 0, alors

0 ≤ Ym = inf{Xn, n ≥ m} ≤ Ym+1 ր lim
n→∞

Xn, quand m → ∞

donc, d’après le théorème 1

∫
limXn dµ = lim

m→∞
ր
∫

Ym dµ ≤ lim
m→∞

(
inf

n≥m

∫
Xn dµ

)
= lim

n→∞

∫
Xn dµ

puisque, pour tout n ≥ m, Ym ≤ Xn et donc
∫

Ym dµ ≤
∫

Xn dµ.

Si, pour tout n : Xn ≥ Y où Y ∈ L1, il suffit de poser X
′
n = Xn − Y ≥ 0 et de

remarquer que
lim

n→∞
X

′

n = lim
n→∞

Xn − Y ≥ 0

donc
∫

lim
n→∞

Xn dµ =

∫
lim

n→∞
X

′

n dµ +

∫
Y dµ

≤ lim
n→∞

∫
X

′

n dµ +

∫
Y dµ = lim

n→∞

∫
Xn dµ

Pour démontrer la seconde assertion du théorème, il suffit de changer Xn en
−Xn (n ∈ N) .

1.8.3 Théorème 3 (Théorème de Lesbesgue ou de « conver-
gence dominée »)

Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires réelles. S’il existe une variable
aléatoire réelle intégrable Y telle que, pour tout n : |Xn| ≤ Y presque partout et
si (Xn) converge presque partout vers une variable aléatoire réelle X∞, quand
n → ∞ alors X∞ est intégrable et

∫
|Xn − X∞| dµ → 0, quand n → ∞ ; en

particulier
∫

Xn dµ →
∫

X∞ dµ quand n → ∞.
Démonstration :
Commençons par remarquer que, pour tout n :

(*)|Xn−X∞| ≤ |X∞|+Y presque partout puisque |Xn| ≤ Y presque partout

Quitte à modifier Y sur un ensemble négligeable, on peut supposer que les
inégalités précédentes sont valables partout et, en faisant tendre n vers l’infini,
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on voit que |X∞| ≤ Y presque partout, donc X∞ ∈ L1. D’après le lemme de
Fatou et grâce à (*) :

lim
n→∞

∫
|Xn − X∞| dµ ≤

∫
lim

n→∞
|Xn − X∞| dµ = 0

car
lim|Xn − X∞| = 0 presque partout et |X∞| + Y ∈ L1

donc
∣∣∣∣
∫

Xn dµ −
∫

X∞ dµ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

(Xn − X∞) dµ

∣∣∣∣

≤
∫

|Xn − X∞| dµ → 0 quand n → ∞

Corollaire 1 :
Soit (Xs)s∈S une famille de variables aléatoires réelles où S est un espace mé-
trique. On suppose que :

1. il existe l ∈ S tel que lim
s→l

Xs = Xl presque partout

2. pour tout s variant dans une boule ouverte centrée en l : |Xs| ≤ Y presque
partout où Y est une variable aléatoire réelle intégrable fixe, alors

lim
s→l

∫
X(.)

s dµ =

∫
X

(.)
l dµ

Démonstration :
Il suffit de vérifier que, pour toute suite (sn)n∈N d’éléments de S telle que
lim

n→∞
sn = l, on a

lim
n→∞

∫
Xsn

dµ =

∫
Xl dµ

Appliquer le théorème de Lebesgue.
Corollaire 2 : (Dérivation sous le signe intégral)
Soit (Xs)s∈S une famille de variables aléatoires réelles intégrables où S est un
intervalle ouvert de R. On suppose que, pour presque tout ω ∈ Ω,

1. la fonction s ∈ S 7−→ Xs(ω) est dérivable sur S

2. | d
ds

Xs(ω)| ≤ Y (ω) en tout point s de S où Y (.) est une variable aléatoire
réelle intégrable fixe.

Alors
∫

X
(.)
s dµ est dérivable en s ∈ S et

d

ds

∫
X(.)

s dµ =

∫ (
d

ds
X(.)

s

)
dµ

Démonstration :
Soit s0 ∈ S. Pour tout h 6= 0, assez petit, on a :

1

h

(∫
Xs0+h dµ −

∫
Xs0 dµ

)
=

∫ (
Xs0+h − Xs0

h

)
dµ

et, d’après le théorème des accroissements finis :
∣∣∣∣
Xs0+h − Xs0

h

∣∣∣∣ =
∣∣∣X ′

θh

∣∣∣ ≤ Y presque partout
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où X
′
s = d

ds
Xs et θh est compris entre s0 et s0 + h. On voit alors, d’après le

corollaire 1, que :

lim
h→0
h 6=0

1

h

(∫
Xs0+h dµ −

∫
Xs0 dµ

)
=

∫
X

′

s0
dµ

1.8.4 Proposition 17 (lien avec l’intégrale de Riemann)

1. Soient a et b dans R, a < b et f ∈ C([a, b], R) (espace des fonctions
continues de [a, b] dans R). La fonction f.1[a,b] est alors intégrable pour

la mesure de Lebesgue λ sur (R,BR) et l’intégrale de Riemann
∫ b

a
f(x) dx

est égale à
∫

f.1[a,b] dλ.

2. Soit f une application de R dans R continue par morceaux, alors f ∈ L1(R,BR, λ)

si et seulement si l’intégrale I =
∫ +∞

−∞
f(x) dx est absolument convergente

et dans ce cas I =
∫

f dλ

Démonstration :
Assertion 1) : Soit f ∈ C([a, b], R) On sait qu’il existe une constante M ≥ 0 telle
que, pour tout x ∈ [a, b] : |f(x)| ≤ M , donc

∣∣f.1[a,b]

∣∣ ≤ M.1[a,b]

et ∫
|f |.1[a,b] dλ ≤ M.(b − a) < ∞ : f.1[a,b] ∈ L1(R,BR, λ)

Soient ∆ = {t0 = a, < t1 < . . . < tn∆ = b} une subdivision de l’intervalle [a, b]

|∆| = max
i

|ti+1 − ti| et f∆ =

n∆−1∑

i=0

f(ti).1[ti,ti+1[

On sait, de plus, que f∆ → f , quand |∆| → 0, uniformément sur [a, b[ (cf. le
cours de DEUG) et que les sommes de Riemann

R(∆) =
∑

i

f(ti).(ti+1 − ti)

convergent, quand |∆| → 0, vers
∫ b

a
f(x) dx ; or R(∆) =

∫
f∆ dλ et |f∆| ≤ M.1[a,b]

donc (théorème de Lebesgue)

lim
|∆|→0

R(∆) = lim
|∆|→0

∫
f∆ dλ =

∫
f.1[a,b[ dλ =

∫ b

a

f(x) dx

remarquer aussi que

∫
f.1[a,b] dλ =

∫
f.1[a,b[ dλ =

∫
f.1]a,b[ dλ

puisque λ({b}) = λ({a}) = 0.
L’assertion 2) est laissée en exercice.
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Considérons l’espace discret (N,P(N), µ) où µ est la mesure de comptage
(pour tout B ⊆ N : µ(B) = Card(B)). Soit U = (Un)n∈N une suite de nombres
réels ou complexes. On vérifie facilement que U ∈ L1

C(N,P(N), µ) si et seulement
si la série

∑
n≥0 Un est absolument convergente (

∑
n≥0 |Un| < ∞) et que dans

ce cas ∫

N

U dµ =
∑

n≥0

Un

1.8.5 Proposition 18

Soit V = (Vn,m)(n,m)∈N×N une suite à deux indices n et m (Vn,m ∈ C). On
suppose que :

1. Pour tout n, lim
m→∞

Vn,m existe

2.
∑

n≥0{supm |Vn,m|} < ∞
alors

lim
m→∞

{∑

n≥0

Vn,m

}
=
∑

n≥0

{
lim

m→∞
Vn,m

}
(*)

L’égalité (*) reste valable si, au lieu des conditions 1) et 2), on suppose 3) : pour
tous n et m : Vn,m ∈ R+ et Vn,m ≤ Vn,m+1.
Démonstration :
Considérons

fm = (Vn,m)n∈N et g =

(
sup
m

|Vn,m|
)

n∈N

Pour tout n ∈ N, on a
|fm(n)| = |Vn,m| ≤ g(n)

La condition 1) signifie que fm converge simplement, quand m → ∞ et 2) signifie
que g ∈ L1

C(N,P(N), µ). Pour obtenir (*) il suffit d’appliquer le théorème de
Lebesgue sous les conditions 1) et 2), ou bien le théorème de Beppo-Levi sous
l’hypothèse 3).
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Chapitre 2

Espaces produits,

indépendance

2.1 Espaces produits

Soient (Fi,Bi), i = 1, 2, . . . , n des espaces mesurables. Posons :

F = F1 × F2 × . . . × Fn =

n∏

i=1

Fi

On munit l’ensemble F de la tribu B engendrée par les pavés de la forme

A1 × A2 × . . . × An où Ai ∈ Bi, i = 1, . . . , n

B s’appelle la tribu produit et se note :

B = B1 ⊗ B2 ⊗ . . . ⊗ Bn =

n⊗

i=1

Bi

Remarquer que B est la plus petite tribu sur F rendant mesurables les applica-
tions coordonnées θi, (i = 1, . . . , n), de F dans (Fi,Bi) définies par :

θi ((x1, x2, . . . , xn)) = xi où (x1, . . . , xn) ∈ F

Si pour tout i, Fi = R et Bi = BR (tribu borélienne de R) on vérifie facilement
que, pout tout n ∈ N∗ :

BRn = BR ⊗ . . . ⊗ BR n fois

et que BRn+m s’identifie à BRn ⊗ BRm (m ∈ N∗).

2.1.1 Théorème 1

Soient µ1, µ2, . . . , µn des mesures ≥ 0 σ-finies définies sur

(F1,B1), (F2,B2), . . . , (Fn,Bn)
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respectivement. Il existe une unique mesure ≥ 0 σ-finie µ sur l’espace produit
(

F =

n∏

i=1

Fi,B =

n⊗

i=1

Bi

)

telle que pour tous A1 ∈ B1, A2 ∈ B2, . . ., An ∈ Bn :

µ(A1 × A2 × . . . × An) = µ1(A1)µ2(A2) . . . µn(An)

La mesure µ s’appelle la mesure produit de µ1, µ2, . . . , µn et se note :

µ = µ1 ⊗ µ2 ⊗ . . . ⊗ µn =

n⊗

i=1

µi

Par exemple, si λn désigne la mesure de Lebesgue sur Rn (n ∈ N∗), on a

λn = λ1 ⊗ λ1 ⊗ . . . ⊗ λ1 (n fois)

Remarquer, dans le théorème 1, que si les µi, (i = 1, . . . , n) sont des probabilités,
alors µ =

⊗n
i=1 µi est une probabilité.

2.1.2 Théorème 2 (de Fubini)

Cas n = 2. Soit f une application mesurable de (F1 × F2, B1 ⊗B2, µ1 ⊗ µ2)
dans R alors :

1. Pour tout x = (x1, x2) ∈ F1 × F2, les applications fx1 de (F2,B2) dans R

et fx2 de (F1,B1) dans R définies par

fx1(y2) = f(x1, y2) (y2 ∈ F2)

fx2(y1) = f(y1, x2) (y1 ∈ F1)

sont mesurables.

2. Si f est positive, les applications :

x1 ∈ F1 7−→
∫

F2

f(x1, x2)µ2(dx2)

x2 ∈ F2 7−→
∫

F1

f(x1, x2)µ1(dx1)

sont mesurables sur (F1,B1) et (F2,B2) respectivement, de plus :
∫

F1×F2

f(x1, x2)µ1 ⊗ µ2(dx1, dx2) =

∫

F1

µ1(dx1)

∫

F2

f(x1, x2)µ2(dx2)

=

∫

F2

µ2(dx2)

∫

F1

f(x1, x2)µ1(dx1) (*)

3. Si f ∈ L1(F1 × F2,B1 ⊗ B2, µ1 ⊗ µ2) alors
pour µ1 presque tout x1 : fx1 ∈ L1(F2,B2, µ2)
pour µ2 presque tout x2 : fx2 ∈ L1(F1,B1, µ1)
et l’intégrale de f par rapport à µ1 ⊗ µ2 est encore donnée par l’égalité
(*).
Ce théorème s’étend facilement, par récurrence, au cas d’un produit fini
d’espaces (Fi,Bi, µi), (i = 1, 2, . . . , n).

La démonstration des théorèmes 1 et 2 est basée sur le théorème 3 suivant
(appelé « théorème de classe monotone »).
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2.1.3 Définition 1

Soient Ω un ensemble, C et S deux sous-ensembles de P(Ω). On dira que
C est un π-système si, pour tous A et B appartenant à C, on a A ∩ B ∈ C.
S est un λ-système si,

1. pour toute suite (An) d’éléments de S telle que An ⊆ An+1, ∀n, on a
∪

n∈N
An ∈ S

2. pour tous A et B appartenant à S, on a : A ⊇ B ⇒ A \ B ∈ S

2.1.4 Théorème 3

1. Si S est un λ-système contenant un π-système C et si Ω ∈ S, alors S
contient σ(C) (la tribu engendrée par C).

2. Soit H un espace vectoriel de fonctions numériques finies (resp. bornées)
sur un espace mesurable (Ω,a) tel que :

(a) 1 ∈ H et 1A ∈ H, pour tout A ∈ C où C est un π-système tel que
σ(C) = a

(b) H est stable par passage à la limite croissante (i. e. : si (fn) est une
suite d’éléments de H telle que fn ≤ fn+1 et fn ր

n→∞
f finie (resp.

bornée), on a f ∈ H) alors H contient toutes les fonctions numériques
a-mesurables finies (resp. bornées).

Démonstration :

1. Soit S ′
le λ-système engendré par C et Ω. S ′

est l’intersection de tous les
λ-systèmes contenant C et Ω. On a : S ′ ⊆ S et C ⊆ S ′ ⊆ σ(C). Si on
montre que S ′

est stable par intersection finie, il est facile de voir que S ′

est, en fait, une tribu et, puisque C ⊆ S ′
, S ′

= σ(C) ⊆ S. Soit

S1 = {A ∈ S ′
tel que A ∩ B ∈ S ′

, ∀ B ∈ C}

alors S1 est un λ-système contenant C et Ω ∈ S1 donc S1 ⊆ S ′ ⇒ S1 = S ′
.

Soit
S2 = {A ∈ S ′

tel que A ∩ B ∈ S ′
, ∀ B ∈ S ′}

S2 est un λ-système contenant C et Ω ∈ S2 donc S2 = S ′
, ce qui signifie

que, pour tous A et B dans S ′
, on a A ∩ B ∈ S ′

2. Soit
S = {A ∈ a tel que 1A ∈ H} ⊆ a

Les hypothèses sur H montrent que S est un λ-système contenant C et Ω,
donc S contient σ(C) = a (d’après 1)) et S = a.
L’espace vectoriel H contient donc toutes les fonctions étagées. Soit f
une fonction a-mesurable finie (resp. bornée), on a f = f+ − f− où f+

et f− sont des fonctions mesurables positives qui sont limites de suites
croissantes de fonctions étagées positives, donc f+ ∈ H, f− ∈ H et
f = f+ − f− ∈ H.

Corollaire 1 :
Soient µ1 et µ2 deux mesures positives σ-finies sur (Ω,a) et C ⊆ a un π-système
tel que σ(C) = a. On suppose que :
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1. Pour tout C ∈ C : µ1(C) = µ2(C)

2. Il existe une suite croissante (Cn) d’éléments de C telle que Ω = ∪
n

Cn et

µi(Cn) < ∞, pour tout n ∈ N.

Alors µ1 = µ2.
Démonstration :
Soit n ∈ N fixé. Considérons :

S = {A ∈ a tel que µ1(A ∩ Cn) = µ2(A ∩ Cn)} ⊆ a

On voit que S est un λ-système, S ⊇ C et Ω ∈ S, donc S ⊇ σ(C) = a et S = a.
On en déduit que pour tout A ∈ a et tout n ∈ N

µ1(A ∩ Cn) = µ2(A ∩ Cn)

donc
µ1(A) = lim

n→∞
µ1(A ∩ Cn) = lim

n→∞
µ2(A ∩ Cn) = µ2(A)

2.1.5 Démonstration du théorème 1

Unicité :
Soient µ et µ̃ deux mesures σ-finies sur (F =

∏n
i=1 Fi,B =

⊗n
i=1 Bi) telles que,

pour tous A1 ∈ B1, . . . , An ∈ Bn

µ(A1 × . . . × An) = µ̃(A1 × . . . × An) =

n∏

i=1

µi(Ai) (P)

On sait qu’il existe, pour tout i ∈ {1, 2, . . . , n}, une suite croissante (Ak
i )k∈N

d’éléments de Bi telle que ∪
k

Ak
i = Fi et µi(A

k
i ) < ∞, pour tout k ∈ N. Posons :

Ck = Ak
1 × Ak

2 × . . . × Ak
n

alors, pour tout k :

µ(Ck) = µ̃(Ck) < ∞, Ck ⊆ Ck+1 et ∪
k

Ck = F

Soit C la famille des pavés C de la forme

C = A1 × A2 × . . . × An où Ai ∈ Bi

C est un π-système tel que σ(C) = B et la propriété (P) montre que µ et µ̃
coïncident sur C, de plus Ck ∈ C pour tout k, donc µ = µ̃ (d’après le corollaire
1).
Existence :
Il suffit de se restreindre au cas n = 2. Pour tout A ∈ B = B1 ⊗ B2 et pour
x = (x1, x2) ∈ F1 × F2, considérons :

Ax1 = {x2 ∈ F2 tel que (x1, x2) ∈ A} ⊆ F2

Ax2 = {x1 ∈ F1 tel que (x1, x2) ∈ A} ⊆ F1

Remarquer que :
1Ax1

(x2) = 1Ax2
(x1) = 1A(x1, x2)

Considérons l’ensemble S défini par :
S = {A ∈ B vérifiant les propriétés suivantes :
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1. pour tout x = (x1, x2) ∈ F : Ax1 ∈ B2 et Ax2 ∈ B1

2. les applications x1 ∈ F1 7−→ µ2(Ax1) et x2 ∈ F2 7−→ µ1(Ax2) sont mesu-
rables sur (F1,B1) et (F2,B2) respectivement

3. ∫

F1

µ1(dx1)µ2(Ax1) =

∫

F2

µ2(dx2)µ1(Ax2)}

On se propose de montrer que S = B.
Supposons d’abord que µ1 et µ2 sont bornées. On vérifie, dans ce cas, facilement
que S est un λ-système contenant tous les pavés de la forme C = A1 × A2 où
A1 ∈ B1 et A2 ∈ B2, en particulierF = F1 × F2 ∈ S Donc S = B = B1 ⊗ B2

(théorème 3). Dans le cas général, on sait qu’il existe deux suites croissantes
(Ak

i )k∈N, (i = 1, 2) telles que Ak
i ∈ Bi, ∪

k
Ak

i = Fi et µi(A
k
i ) < ∞ pour tout

k ∈ N.
Posons alors, pour tous B1 ∈ B1 et B2 ∈ B2 :

µk
1(B1) = µ1(B1 ∩ Ak

1), µk
2(B2) = µ2(B2 ∩ Ak

2)

On voit que, pour tout k, µk
1 et µk

2 sont deux mesures bornées et que les pro-
priétés 2) et 3) sont satisfaites pour tout A ∈ B lorsque l’on remplace µ1 par µk

1

et µ2 par µk
2 ; en faisant tendre k vers l’infini, on vérifie alors, sans peine, que

S = B = B1 ⊗ B2. Posons ensuite, pour tout A ∈ B :

µ(A) =

∫

F1

µ1(dx1)µ2(Ax1) =

∫

F2

µ2(dx2)µ1(Ax2)

Il est immédiat de vérifier que µ est une mesure σ-finie sur B telle que

µ(A1 × A2) = µ1(A1)µ2(A2)

pour tous A1 ∈ B1, A2 ∈ B2

2.1.6 Démonstration du théorème 2

On désigne par H l’ensemble suivant :

H = { f : (F1 × F2,B1 ⊗ B2) → R+ = [0,∞],

mesurables vérifiant les assertions 1) et 2) du théorème 2. }

On voit facilement que si f et g sont deux éléments de H alors f + g appartient
à H et α.f ∈ H (α ∈ R+) et que si 0 ≤ fn ≤ fn+1 ≤ . . . est une suite croissante
d’éléments fn de H alors f∞ = limn ր fn appartient à H. La démonstration
du théorème 1 montre, de plus, que H contient les fonctions indicatrices 1A,
pour tout A ∈ B1 ⊗ B2 donc H contient les variables aléatoires réelles étagées
positives et, par passage à la limite croissante, toutes les variables aléatoires
réelles positives. Soit

f ∈ L1(F1 × F2,B1 ⊗ B2, µ1 ⊗ µ2)

alors, d’après 1) et 2), on voit que :
∫

F1

µ1(dx1)

∫

F2

|f |(x1, x2)µ2(dx2) =

∫

F2

µ2(dx2)

∫

F1

|f |(x1, x2)µ1(dx1) < ∞
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donc, pour µ1 presque tout x1 :
∫

F2

|f |(x1, x2)µ2(dx2) < ∞

et, pour µ2 presque tout x2 :
∫

F1

|f |(x1, x2)µ1(dx1) < ∞

En décomposant f sous la forme f = f+ − f− où f+ = max(f, 0) ≥ 0 et
f− = max(−f, 0) ≥ 0, on voit alors, par linéarité, que l’intégrale de f par
rapport à µ1 ⊗ µ2 est encore donnée par l’égalité :

∫

F1×F2

fdµ1 ⊗ µ2 =

∫

F1

µ1(dx1)

∫

F2

f(x1, x2)µ2(dx2)

=

∫

F2

µ2(dx2)

∫

F1

f(x1, x2)µ1(dx1) (*)

L’extension du théorème 2 au cas d’un produit fini d’espaces se démontre faci-
lement par récurrence.
Soit (Fi,Bi)i∈I une famille d’espaces mesurables où I 6= ∅ est un ensemble
quelconque d’indices (par exemple I = N ou R+ ou R . . .) L’espace produit
F =

∏
i∈I Fi est, par définition, l’ensemble des applications x de I dans ∪

i∈I
Fi

telles que, pour tout i ∈ I, xi ∈ Fi ; on posera x = (xi)i∈I . Les applications
coordonnées θi de F dans Fi (i ∈ I) sont alors définies par θi(x) = xi, pour
tout x = (xi)i∈I dans F . On munit l’espace F =

∏
i∈I Fi de la tribu produit

B =
⊗

i∈I Bi qui est donnée par

B = σ{θ−1
i (Bi), i ∈ I, Bi ∈ Bi}

On vérifie facilement que B est la plus petite tribu sur F qui rend mesurables
toutes les applications θi (i ∈ I). Soit C l’ensemble des pavés C de F de la forme
C = ∩

i∈J
θ−1

i (Bi) où J est fini, J ⊆ I et Bi ∈ Bi. Remarquer que C est un

π-système tel que σ(C) = B.

2.1.7 Proposition 1

Soit (Ω,a) un espace mesurable. Une application X de (Ω,a) dans
(F =

∏
i∈I Fi, B =

⊗
i∈I Bi) est mesurable si et seulement si :

(P) ∀ i ∈ I, θi ◦ X est mesurable de (Ω,a) dans (Fi,Bi)

Démonstration :

Puisque B est engendrée par la famille des θ−1
i (Bi), i ∈ I, Bi ∈ Bi, on voit que :

X est mesurable ⇐⇒ pour tous i ∈ I et Bi ∈ Bi X−1
(
θ−1

i (Bi)
)
∈ a

⇐⇒ pour tout i ∈ I θi ◦ X est mesurable

car X−1(θ−1
i (Bi)) = (θi ◦ X)−1(Bi).

Nous admettrons le théorème suivant, dû à Kolmogorov, qui assure l’existence,
sous certaines conditions, d’un produit infini d’espaces de probabilités.
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2.1.8 Théorème 4

Pour chaque i ∈ I, soit µx une probabilité sur l’espace mesurable (Fi,Bi) ;
on suppose que Fi = Rdi , (di ∈ N∗) et que Bi = BRdi (tribu borélienne de Rdi).
Il existe alors une unique probabilité µ sur l’espace produit

(
F =

∏

i∈I

Fi, B =
⊗

i∈I

Bi

)

telle que pour tout pavé C = ∩
i∈J

θ−1
i (Bi) où J est fini, J ⊆ I et Bi ∈ Bi on a

µ(C) =
∏

i∈J

µi(Bi) (*)

La probabilité µ est appelée probabilité produit des µi (i ∈ I) et notée µ =
⊗

i∈I µi.
Le théorème 4 est une extension directe du théorème 1 au cas d’un produit quel-
conque d’espaces. Remarquer que l’égalité (*) entraîne immédiatement l’unicité
de µ puisque la famille C des pavés est un π-système qui engendre la tribu pro-
duit. Noter aussi que le théorème 4 reste valable si on suppose que, pour tout
i, Fi est un ensemble dénombrable et Bi = P(Fi).

2.2 Indépendance

2.2.1 Définition 1

Soient X1, X2, . . . , Xn n variables aléatoires définies sur un espace de proba-
blité (Ω,a, P ) et à valeurs dans des espaces mesurables (F1,B1), (F2,B2), . . .,
(Fn,Bn) respectivement. On dira que la famille (Xi)i=1,2,...,n est indépendante
(ou que les Xi, i = 1, 2, . . . , n, sont indépendantes) si :
pour tous B1 ∈ B1, B2 ∈ B2, . . ., Bn ∈ Bn, on a

P{X1 ∈ B1, X2 ∈ B2, . . . , Xn ∈ Bn} =

n∏

i=1

P (Xi ∈ Bi) (*)

Soit X l’application de (Ω,a, P ) dans l’espace produit

(
F =

n∏

i=1

Fi, B =
n⊗

i=1

Bi

)

définie par :
X(ω) = (X1(ω), . . . , Xn(ω)) , ω ∈ Ω

On vérifie facilement que X est bien une variable aléatoire. Notons PX la loi de X
sur l’espace produit (F,B) et PXi

la loi de Xi sur (Fi,Bi), i = 1, 2, . . . , n. L’éga-
lité (*), dans la définition 1, montre que les variables aléatoires Xi, i = 1, 2, . . . , n
sont indépendantes si et seulement si la loi de X est égale au produit des lois
des Xi :

PX = PX1 ⊗ PX2 ⊗ . . . ⊗ PXn
sur

(
F =

n∏

i=1

Fi, B =

n⊗

i=1

Bi

)
(**)
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2.2.2 Proposition 1

Soient Xi, (i = 1, 2, . . . , n) des variables aléatoires indépendantes à valeurs
dans (Fi,Bi) et ϕi des applications mesurables de (Fi,Bi) dans (Gi, Ti), alors
les variables aléatoires Yi = ϕi ◦Xi (i = 1, 2, . . . , n) à valeurs dans (Gi, Ti), sont
aussi indépendantes.
Démonstration :
Pour tous C1 ∈ T1, C2 ∈ T2, . . . , Cn ∈ Tn, on a

P{Y1 ∈ C1, . . . , Yn ∈ Cn} = P{ϕ1 ◦ X1 ∈ C1, . . . , ϕn ◦ Xn ∈ Cn}
= P{X1 ∈ ϕ−1

1 (C1), . . . , Xn ∈ ϕ−1
n (Cn)}

=
n∏

i=1

P{Xi ∈ ϕ−1
i (Ci)}

=

n∏

i=1

P{Yi ∈ Ci}

donc Y1, Y2, . . . , Yn sont indépendantes.

2.2.3 Proposition 2

Soient Xi : (Ω,a, P ) → (Fi,Bi), i = 1, 2, . . . , n n variables aléatoires. Pour
tout i ∈ {1, 2, . . . , n}, soit Ci un π-système contenu dans Bi et engendrant Bi

(σ(Ci) = Bi). Alors (X1, . . . , Xn) sont indépendantes si et seulement si :

(*)’

{
pour tous C1 ∈ C1, C2 ∈ C2, . . . , Cn ∈ Cn, on a :
P{X1 ∈ C1, X2 ∈ C2, . . . , Xn ∈ Cn} =

∏n
i=1 P{Xi ∈ Ci}

Démonstration :
La propriété (*)’ signifie que pour tout C = C1 × C2 × . . . × Cn appartenant à
C = C1 × C2 × . . . × Cn :

PX(C) = P(X1,...,Xn)(C1 × . . . × Cn) =

n∏

i=1

PXi
(Ci) = PX1 ⊗ . . . ⊗ PXn

(C)

où PX = P(X1,...,Xn) est la loi de X = (X1, . . . , Xn) sur (
∏n

i=1 Fi,
⊗n

i∈I Bi).
Or on vérifie facilement que C est un π-système qui engendre la tribu produit⊗n

i∈I Bi, donc PX = PX1 ⊗ . . . ⊗ PXn
, d’après le corollaire 1 du théorème 3.

Par exemple, pour que n variables aléatoires réelles X1, X2, . . . , Xn soient indé-
pendantes, il suffit que :

{
pour tout (t1, t2, . . . , tn) ∈ Rn,
P{X1 ≤ t1, X2 ≤ t2, . . . , Xn ≤ tn} =

∏n
i=1 P{Xi ≤ ti}

2.2.4 Proposition 3

Soient X1, X2, . . . , Xn n variables aléatoires réelles indépendantes et inté-
grables. Alors X = X1.X2 . . . Xn (variable aléatoire produit) est intégrable, de
plus :

E(X) =
n∏

i=1

E(Xi)
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Démonstration :
On a :

E(|X |) = E(|X1|.|X2| . . . |Xn|)

=

∫

Rn

(|x1|.|x2| . . . |xn|)(PX1 ⊗ . . . ⊗ PXn
)(dx1, dx2, . . . , dxn)

=
n∏

i=1

(∫

R

|xi|PXi
(dxi)

)
d’après le théorème de Fubini

=

n∏

i=1

E(|Xi|) < ∞

Donc X ∈ L1 et le même calcul montre que :

E(X) =
n∏

i=1

E(Xi)

Remarque :
Si X1 et X2 sont deux variables aléatoires réelles intégrables, le produit X = X1.X2

n’est pas intégrable en général (sans hypothèse d’indépendance). Par exemple,
sur (Ω,a, P ) = ([0, 1],B[0,1], λ) où λ est la mesure de Lebesgue restreinte à [0, 1],
soient :

X1 =
1√
x

.1x>0 et X2 = X1

On voit que :

E(X1) =

∫ 1

0+

dx√
x

= [2
√

x]10 = 2 = E(X2)

mais

E(X1.X2) = E(X2
1 ) =

∫ 1

0+

dx

x
= +∞

2.2.5 Proposition 4

Soient X1, X2, . . . , Xn n variables aléatoires à valeurs dans (F1,B1), (F2,B2),
. . ., (Fn,Bn) respectivement. Alors (X1, X2, . . . , Xn) sont indépendantes si et
seulement si :
(1) pour tout i ∈ {1, 2, . . . , n} et toute application ϕi de (Fi,Bi) dans R mesu-
rable et bornée on a :

E{ϕ1(X1) . . . ϕn(Xn)} =

n∏

i=1

E{ϕi(Xi)}

Démonstration :
Si (X1, . . . , Xn) sont indépendantes alors la propriété (1) est satisfaite d’après
la proposition 3. Réciproquement, (1) entraîne que pour tous B1 ∈ B1, B2 ∈ B2,
. . ., Bn ∈ Bn :

E{1B1(X1)1B2(X2) . . .1Bn
(Xn)} =

n∏

i=1

E{1Bi
(Xi)}
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ou bien que

P{X1 ∈ B1, X2 ∈ B2, . . .Xn ∈ Bn} =

n∏

i=1

P{Xi ∈ Bi)}

2.2.6 Définition 2

Soit X une variable aléatoire à valeurs dans un espace mesurable (F,B) muni
d’une mesure µ positive σ-finie et soit f une application mesurable et positive
de (F,B) dans R+. On dira que X a pour densité f par rapport à µ si
(R), pour tout B ∈ B :

P (X ∈ B) =

∫

B

f(x)µ(dx)

en particulier

P (X ∈ F ) = 1 =

∫

F

f(x)µ(dx)

La propriété (R) est satisfaite si et seulement si, pour toute application ϕ de
(F,B) dans R mesurable et bornée (ou positive) :

E{ϕ(X)} =

∫

F

ϕ(x)f(x)µ(dx) =

∫

F

ϕ(x)PX (dx) (R’)

où PX(dx) = PX est la loi de X . On notera alors :

PX(dx) = f(x)µ(dx)

ou bien
dPX

dµ
= f

ou bien
dPX = fdµ

L’équivalence de (R) et (R’) se démontre par linéarité et continuité en considé-
rant, d’abord, le cas où ϕ est une variable aléatoire étagée positive.
Si dPX = fdµ, on voit que, pour toute application mesurable ϕ de (F,B) dans
R, la variable aléatoire réelle ϕ(X) est intégrable si et seulement si :

∫

F

|ϕ(x)|.f(x)µ(dx) < ∞

et, dans ce cas,

E (ϕ(X)) =

∫

F

ϕ(x)f(x)µ(dx) < ∞

Lorsque (F,B) = (Rd,BRd) est muni de la mesure de Lebesgue λ(dx), on écrira
simplement, PX(dx) = f(x)dx et on dira que X a pour densité f . Lorsque F
est un ensemble dénombrable, muni de la mesure de comptage µ sur P(F ), on
voit que toute variable aléatoire X à valeurs dans F a une densité f par rapport
à µ donnée par

f(x) = P (X = x) où x ∈ F

La densité discrète f s’identifie à la loi PX de X .
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2.2.7 Proposition 5

Soient X1, X2, . . . , Xn n variables aléatoires à valeurs dans (F1,B1), (F2,B2),
. . ., (Fn,Bn) respectivement. On suppose que, pour tout i ∈ {1, 2, . . . , n} :

dPXi
= fidµi

où PXi
est la loi de Xi et µi est une mesure positive σ-finie sur (Fi,Bi). Alors

X1, X2, . . . , Xn sont indépendantes si et seulement si la loi PX de

X = (X1, X2, . . . , Xn) sur

(
F =

n∏

i=1

Fi, B =
n⊗

i=1

Bi

)

vérifie dPX = (f1 ⊗ f2 ⊗ . . . ⊗ fn)dµ

où µ = µ1 ⊗ . . . ⊗ µn

et f1 ⊗ f2 ⊗ . . . ⊗ fn est définie par :

(f1 ⊗ f2 ⊗ . . . ⊗ fn)(x1, x2, . . . , xn) = f1(x1)f2(x2) . . . fn(xn)

pour tout (x1, x2, . . . , xn) ∈ F1 × F2 × . . . × Fn.
Démonstration :
On a, si dPXi

= fidµi (i = 1, 2, . . . , n) :

{X1, X2, . . . , Xn} indépendantes ⇐⇒

pour tous B1 ∈ B1, . . . , Bn ∈ Bn,

P{X1 ∈ B1, . . . , Xn ∈ Bn} =

n∏

i=1

P (Xi ∈ Bi)

=

n∏

i=1

∫

Bi

fi(xi)µi(dxi)

=

∫

B1×...×Bn

f1(x1) . . . fn(xn)(µ1 ⊗ . . . ⊗ µn)(dx1, . . . , dxn)

⇐⇒
P(X1,X2,...,Xn)(dx1, dx2, . . . , dxn) = f1(x1)f2(x2) . . . fn(xn)(µ1 ⊗ . . . ⊗ µn)(dx1, . . . , dxn)

sur

(
F =

n∏

i=1

Fi,B =

n⊗

i=1

Bi

)

2.2.8 Définition 3

Soient µ et ν deux probabilités sur (Rd,BRd). Pour tout A ∈ BRd , posons :

µ ∗ ν(A) =

∫∫
1A(x + y)µ(dx)ν(dy) (1)

On définit ainsi une probabilité sur (Rd,BRd), notée µ ∗ ν et appelée produit de
convolution de µ et ν. Noter que la définition de µ ∗ ν entraîne que, pour toute
application ϕ de Rd dans R mesurable et positive ou bornée, on a :

∫
ϕd(µ ∗ ν) =

∫∫
ϕ(x + y)µ(dx)ν(dy) (2)
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2.2.9 Proposition 6

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes à valeurs Rd, alors la
loi de X + Y est égale au produit de convolution des lois de X et de Y :

PX+Y = PX ∗ PY

Si X a une densité f (par rapport à la mesure de Lebesgue) alors X + Y admet
une densité f̃ donnée par :

f̃(z) =

∫

Rd

f(z − y)PY (dy) (z ∈ Rd)

Si, de plus, Y a une densité g, on voit que la densité f̃ de X + Y est égale au
produit de convolution f ∗ g défini par la formule :

f ∗ g(z) =

∫

Rd

f(z − y)g(y) dy (z ∈ Rd)

Démonstration :
Soit ϕ une application mesurable et positive de Rd dans R, on a :

E{ϕ(X + Y )} =

∫∫
ϕ(x + y)P(X,Y )(dx, dy)

=

∫∫
ϕ(x + y)PX(dx)PY (dy)

=

∫
ϕ(z)(PX ∗ PY )(dz)

donc :
P(X+Y )(dz) = PX ∗ PY (dz)

Si
PX(dx) = f(x)(dx)

on voit que :

E{ϕ(X + Y )} =

∫∫
ϕ(x + y)f(x)(dx)PY (dy)

=

∫
PY (dy)

(∫
ϕ(x + y)f(x) dx

)

=

∫
PY (dy)

(∫
ϕ(z)f(z − y) dz

)

=

∫
ϕ(z)

(∫
f(z − y)PY (dy)

)
dz

=

∫
ϕ(z)P(X+Y )(dz)

donc

PX+Y (dz) =

(∫
f(z − y)PY (dy)

)
dz

Si, de plus :
PY (dy) = g(y) dy
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on voit que :

P(X+Y )(dz) =

(∫
f(z − y)g(y) dy

)
dz

= (f ∗ g)(z) dz

2.2.10 Définition 4

Soit (Xi)i∈I une famille quelconque de variables aléatoires définies sur (Ω,a, P )
où, pout tout i ∈ I, Xi est à valeurs dans (Fi,Bi). On dira que (Xi)i∈I est in-
dépendante (ou que les Xi, i ∈ I, sont indépendantes) si toute sous famille finie
(Xi)i∈J , (J fini ⊆ I) est indépendante i.e. si pour tout J fini ⊆ I, on a :

P(Xi)i∈J
=
⊗

i∈J

PXi
sur

(∏

i∈J

Fi,
⊗

i∈J

Bi

)

ce qui signifie aussi que, pour tout Ai ∈ Bi (i ∈ J) on a :

P
{

∩
i∈J

(Xi ∈ Ai)
}

=
∏

i∈J

P{Xi ∈ Ai}

2.2.11 Proposition 6

Soit (Xi)i∈I une famille indépendante de variables aléatoires et soit (Ik)k∈K

une partition de l’ensemble d’indices I :

I = ∪
k
Ik et Ik ∩ Il = ∅ si l 6= k

Posons, pout tout k ∈ K : Yk = (Xi)i∈Ik
; alors la famille de variables aléatoires

(Yk)k∈K est aussi indépendante.
Démonstration : laissée en exercice.
Soient I = {1, 2, . . . , n} et pour tout i ∈ I, une probabilité µi, donnée à l’avance,
sur l’espace mesurable (Fi,Bi). Comment construit-on une famille (Xi)i∈I de
variables aléatoires indépendantes telle que, pour tout i ∈ I, Xi soit à valeurs
Fi, de loi PXi

égale à µi sur Bi ?
Posons :

Ω =
n∏

i=1

Fi, a =
n⊗

i=1

Bi, P =
n⊗

i=1

µi

Sur l’espace de probabilité (Ω,a, P ), on vérifie immédatement que les applica-
tions coordonnées θi de Ω dans Fi définies par

θi(x1, . . . , xn) = xi si (x1, . . . , xn) ∈ Ω

forment une famille (θi)i=1,...,n de variables aléatoires indépendantes telles que,
pour tout i : Pθi

= µi. Lorsque l’ensemble d’indices I est infini il suffit d’utiliser,
de la même façon, le théorème 4 (de Kolmogorov) pour construire une famille
(θi)i∈I de variables aléatoires indépendantes où, pour tout i, la loi µi de θi est
donnée sur l’espace (Fi,Bi).
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Chapitre 3

Calculs de lois, fonctions

caractéristiques et variables

aléatoires gaussiennes

3.1 Généralités

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur (Ω,a, P ), de loi notée PX sur
(R,BR). Si X est intégrable (X ∈ L1) et E(X) = 0, on dira que X est centrée.
Pour tout n ∈ N∗, si |X |n est intégrable (X ∈ Ln), on définit le moment d’ordre
n :

E(Xn) =

∫

R

xnPX(dx)

le moment centré d’ordre n :

E ((X − E(X))n) =

∫

R

(x − m)nPX(dx) où m =

∫
xPX(dx)

Pour tout 1 ≤ p < ∞, on désignera par Lp l’ensemble des variables aléatoires
réelles X telles que |X |p ∈ L1. En utilisant l’inégalité

(|a| + |b|)p ≤ 2p max(|a|p, |b|p) ≤ 2p(|a|p + |b|p)

où a et b ∈ R, on vérifie que Lp est un espace vectoriel sur R. Remarquer, de
plus, que 1 ≤ p ≤ q ⇒ Lq ⊆ Lp. En effet, si 1 ≤ p ≤ q, on voit facilement qu’il
existe une constante C > 0 telle que, pour tout x ∈ R :

|x|p ≤ C + |x|q

L’espace vectoriel L2 est muni, naturellement, d’une forme bilinéaire symétrique
positive ou nulle, donnée par :

< X, Y >= E{X.Y } =

∫

Ω

X.Y dP où X et Y ∈ L2

Noter que :
(X et Y ∈ L2) ⇒ Z = X.Y ∈ L1
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puisque

|Z| = |X |.|Y | ≤ 1

2
(X2 + Y 2)

On voit facilement, grâce à la linéarité de l’intégrale, que < X, Y > est linéaire
en X et Y ; de plus :

< X, X >=

∫

Ω

X2 dP ≥ 0

On a donc l’inégalité de Schwarz : pour tous X et Y ∈ L2

| < X, Y > | ≤
√

< X, X >.
√

< Y, Y > (1)

ou bien
|E(X.Y )| ≤

√
E(X2).

√
E(Y 2)

et, en prenant Y = 1 :

|E(X)| ≤ E(|X |) ≤
√

E(X2) (1’)

Remarquer que si X = 0 presque sûrement alors < X, X >= E(X2) = 0, on
va voir que, réciproquement, E(X2) = 0 ⇒ X = 0 presque sûrement. Lorsque
n = 2, le moment centré d’ordre 2 de X est appelé variance de X :

Var(X) = E{(X − E(X))
2} = E{X2} − (E{X})2 (X ∈ L2)

L’ecart type σ(X) est donné par :

σ(X) =
√

Var(X)

3.1.1 Proposition 1

1. Inégalité de Markov :
Soit X ∈ L1, alors pour tout λ > 0 :

P{|X | ≥ λ} ≤ 1

λ
E{|X |}

2. Inégalité de Bienaymé-Chebichev :
Soit X ∈ L2, alors pour tout λ > 0 :

P{|X − E(X)| ≥ λ} ≤ Var(X)

λ2
=

σ2(X)

λ2

Démonstration :
Soit X une variable aléatoire réelle quelconque. Pour tous λ > 0 et 1 ≤ p < ∞,
on a :

{|X | ≥ λ} = {|X |p ≥ λp}
et

λ.1{|X|≥λ} ≤ |X |
donc ∫

λ.1{|X|≥λ}dP ≤
∫

|X |dP
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i. e. :
λP{|X | ≥ λ} ≤ E{|X |}

On voit, de même, que :

λpP{|X | ≥ λ} ≤ E{|X |p}
Pour obtenir 2), il suffit de remplacer X par |X − E(X)|.
Corollaire 1 :
Soit X une variable aléatoire réelle quelconque, on a E{|X |} = 0 si et seulement
si X = 0 presque sûrement. Si X ∈ L2, on a :

Var(X) = 0 ⇐⇒ X = E(X) presque sûrement

Démonstration :
On a :

{|X | > 0} = ∪
λ∈Q
λ>0

{|X | ≥ λ}

donc
E(|X |) = 0 ⇒ P{|X | > 0} ≤

∑

λ∈Q
λ>0

P{|X | ≥ λ} = 0

puisque

P{|X | ≥ λ} ≤ 1

λ
E(|X |) = 0

donc
Var(X) = E

(
(X − E(X))2

)
= 0 ⇒ (X − E(X))2 = 0

presque sûrement.

3.1.2 Proposition 2

1. Soit X ∈ L2. Alors pour tous λ ∈ R et a ∈ R :

Var(λX) = λ2Var(X)

Var(X + a) = Var(X)

2. Soient X1, X2, . . . , Xn n variables aléatoires réelles indépendantes de carré
intégrable, alors :

Var(X1 + X2 + . . . + Xn) = Var(X1) + Var(X2) + . . . + Var(Xn)

Démonstration :
Le 1) est évident
Pour 2) on a :

Var(X1 + . . . + Xn) = E
{(∑

i

(Xi − E(Xi))

)2 }

=
∑

i,j

E
{
(Xi − E(Xi)).(Xj − E(Xj))

}

=

n∑

i=1

E
{
(Xi − E(Xi))

2
}

=

n∑

i=1

Var(Xi)
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car si i 6= j :

E
{
(Xi − E(Xi)).(Xj − E(Xj))

}
= E

{
(Xi − E(Xi))

}
E
{
(Xj − E(Xj))

}
= 0

3.1.3 Proposition 3

1. Soit ϕ une application de R dans R convexe positive alors, pour tout
X ∈ L1, on a :

ϕ{E(X)} ≤ E{ϕ(X)}

2. Soient p et q ∈ ]1,∞[ tels que 1
p

+ 1
q

= 1, alors

[X ∈ Lp, Y ∈ Lq] ⇒ X.Y ∈ L1

et
|E{X.Y }| ≤

(
E
{
|X |p

}) 1
p .
(
E
{
|Y |q

}) 1
q

(Inégalité de Hölder).

Démonstration :

1. Soit S l’ensemble des fonctions affines ∆ de R dans R telles que pour tout
x ∈ R : ∆(x) ≤ ϕ(x). Si ϕ est convexe, on montre facilement que, pour
tout x ∈ R :

ϕ(x) = sup{∆(x), ∆ ∈ S}
Soit ∆ ∈ S, on a :

∆{E(X)} = E{∆(X)} ≤ E{ϕ(X)}

donc
ϕ{E(X)} = sup

∆∈S
E{∆(X)} ≤ E{ϕ(X)}

2. La fonction exponentielle étant convexe, on sait que pour tous x ≤ y dans
R et α ∈ [0, 1] :

eαx+(1−α)y ≤ αex + (1 − α)ey

En posant :

a = e
x
p , b = e

y
q α =

1

p
, et

1

q
= 1 − α

on voit que, pour tous a et b ∈ ]0,∞[ :

ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq

donc

E{|X |.|Y |} ≤ 1

p
E{|X |p} +

1

q
E{|Y |q} < ∞ (*)

si X ∈ Lp et Y ∈ Lq.
Posons :

||X ||p = (E{|X |p}) 1
p
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Alors si ||X ||p > 0 et ||Y ||q > 0, on voit, d’après (*), que

E
{ |X |
||X ||p

.
|Y |

||Y ||q

}
≤ 1

p
+

1

q
= 1

donc
E{|X |.|Y |} ≤ ||X ||p.||Y ||q

Si ||X ||p = 0 ou ||Y ||q = 0, l’inégalité précédente est triviale.

Corollaire 4 :
Soient X et Y appartenant à Lp où 1 < p < ∞. Alors

(E{|X + Y |p}) 1
p ≤ (E{|X |p}) 1

p + (E{|Y |p}) 1
p (**)

Démonstration :
On a

|X + Y |p ≤ |X |.|X + Y |p−1 + |Y |.|X + Y |p−1

soit q ∈ ]1,∞[ tel que 1
p

+ 1
q

= 1 alors 1
q

= p−1
p

et, d’après l’inégalité de Hölder :

E{|X + Y |p} ≤ E{|X |.|X + Y | p
q } + E{|Y |.|X + Y | p

q }
≤
[
(E{|X |p}) 1

p + (E{|Y |p}) 1
p

]
(E{|X + Y |p}) 1

q

Donc si E{|X + Y |p} > 0, on obtient (**) en divisant les deux termes de

l’inégalité par (E{|X + Y |p}) 1
q

3.1.4 Variables aléatoires vectorielles

Soit M une matrice r × d (r, d ∈ N∗). On notera M ′ la matrice transposée.
Si

x =




x1

...
xr


 ∈ Rr

on identifie donc x à une matrice colonne r × 1 et x′ à une matrice ligne 1 × r
et alors si

y =




y1

...
yr


 ∈ Rr

x′.y =

r∑

l=1

xl.yl = y′.x =< x, y >

x′.x = ||x||2

x.y′ = (xl.yk)l,k=1,...,r matrice r × r

Soit

X =




X1

...
Xn



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une variable aléatoire à valeurs Rr. Posons

||X ||2 = X2
1 + X2

2 + . . . + X2
r

donc
max

l=1,...,r
{|Xl|} ≤ ||X || ≤ |X1| + . . . + |Xr| ≤ r. max

l=1,...,r
{|Xl|}

et on voit que, pour tout p ∈ [1,∞[, on a : ||X || ∈ Lp si et seulement si

|Xl| ∈ Lp ∀ l ∈ {1, . . . , r}

On dira que le vecteur aléatoire X appartient à Lp si ||X || ∈ Lp.
Soit

X =




X1

...
Xr




les lois des composantes Xl (l = 1, . . . , r) s’appellent les lois marginales de X .
Les variables aléatoires {Xl, l = 1, . . . , r} sont indépendantes si et seulement si
la loi de X est le produit des lois marginales. Si la loi de

X =




X1

...
Xr




a pour densité la fonction f(x1, x2, . . . , xr), alors la loi de X1 la pour densité :

g(x1) =

∫

Rr−1

f(x1, x2, . . . , xr) dx2 dx3 . . . dxr etc . . .

Définition :
Soit

X =




X1

...
Xr




un vecteur aléatoire intégrable (X ∈ L1). Le vecteur

E(X) =




E(X1)
E(X2)

...
E(Xr)


 ∈ Rr

est appelé espérance de X . E(X) est aussi appelé barycentre de la loi PX de X .
Si X est de carré intégrable (X ∈ L2), la matrice r × r :

D(X) = E
{
(X − E(X)).(X − E(X))

′}

est appelée matrice de dispersion ou de variance - covariance de X .
Soient Y et Z deux variables aléatoires réelles de carré intégrable ; rappelons
que la covariance de Y et Z est donnée par :

Cov(Y, Z) = E
{
(Y − E(Y )).(Z − E(Z))

}
= E{Y.Z} − E(Y ).E(Z)
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On a donc Cov(Y, Y ) = Var(Y ) et, d’après l’inégalité de Schwarz :

|Cov(Y, Z)| ≤
√

Var(Y ).
√

Var(Z)

si Y et Z sont indépendantes on a , de plus, Cov(Y, Z) = 0 (mais la réciproque
est fausse, en général : Cov(Y, Z) = 0 6⇒ Y et Z sont indépendantes).
Soit

X =




X1

...
Xr




un vecteur aléatoire de carré intégrable. On voit que :

D(X) = E
{
(X − E(X)).(X − E(X))

′}

= E{X.X
′} − E(X).E(X)

′

= (Cov(Xl, Xk))l,k=1,...,r

= (Dl,k(X))
l,k=1,...,r

3.1.5 Propriétés de la matrice de dispersion

1. D = D(X) est une matrice symétrique non négative i.e. pour tout

λ =




λ1

...
λr


 ∈ Rr

r∑

l,k=1

λl.λkDl,k = λ
′
.D.λ =< λ, Dλ > ≥ 0

en effet

λ
′
.D.λ = λ

′
.E
{
(X − E(X)).(X − E(X))

′}
.λ

= E
{
λ

′
.(X − E(X)).(X − E(X))

′
.λ
}

= E
{

< λ, (X − E(X)) >2
}

≥ 0

2. Si λ ∈ Rr D(X + λ) = D(X) c’est évident.

3. Soient M une matrice (non aléatoire) de type d× r et Y = M.X (variable
aléatoire de carré intégrable à valeurs Rd), alors :

D(Y ) = M.D(X).M
′

en effet :

D(Y ) = E
{
(Y − E(Y )).(Y − E(Y ))

′}

= E
{
[M.(X − E(X))].[M.(X − E(X))]

′}

= M.E
{
(X − E(X)).(X − E(X))

′}
.M

′

= M.D(X).M
′
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4. Soient X et Y deux vecteurs aléatoires indépendants à valeurs Rr, de carré
intégrable, alors :

D(X + Y ) = D(X) + D(Y )

en particulier, si r = 1, on retrouve le fait que

σ2(X + Y ) = σ2(X) + σ2(Y )

Pour le vérifier, on peut supposer, d’après 2), que X et Y sont centrées et
alors :

D(X + Y ) = E
{
(X + Y ).(X

′
+ Y

′
)
}

= E{X.X
′} + E{Y.Y

′}
= D(X) + D(Y )

car
E{X.Y

′} = E{Y.X
′} = 0 (indépendance)

3.2 Calculs de lois

3.2.1 Rappel de quelques lois usuelles

Loi binômiale B(n, p)

Soient n ∈ N∗ et p ∈ [0, 1], on dira qu’une variable aléatoire X ∼ B(n, p) si
X ∈ {0, 1, . . . , n} et P{X = k} = Ck

n.pk(1 − p)n−k pour tout k ∈ {0, 1, . . . , n}.
On vérifie facilement que X a même loi que X1 + X2 + . . . + Xn où les va-
riables aléatoires Xi, (i = 1, 2, . . . , n) sont indépendantes, de même loi B(1, p).
Si X ∼ B(n, p), E(X) = np et Var(X) = np(1 − p).

Loi de Poisson de paramètre θ : P (θ)

Soit θ > 0. On dira qu’une variable aléatoire X ∼ P (θ) si X ∈ N et

P{X = k} = e−θ.
θk

k!

pour tout k ∈ N. On a alors E(X) = θ, Var(X) = θ

Loi géométrique de paramètre a : g(a)

Soit a ∈ ]0, 1[. On dira qu’une variable aléatoire X ∼ g(a) si X ∈ N et
P{X = k} = (1 − a)ak, pour tout k ∈ N. On a alors

E(X) =
a

1 − a
, Var(X) =

a

(1 − a)2

Loi uniforme U(a, b)

Soient a et b ∈ R, a < b ; on appelle loi uniforme de paramètres a et b, la loi
de densité

1

b − a
.1[a,b](x)
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par rapport à la mesure de Lebesgue sur R. Si

X ∼ U(a, b), E(X) =
a + b

2
, Var(X) =

(b − a)2

12

Loi gamma G(α, β)

Rappelons que pour a > 0, on pose

Γ(a) =

∫ +∞

0

xa−1e−x dx

alors, si a > 1, Γ(a) = (a− 1)Γ(a− 1), en particulier Γ(n) = (n− 1)!, si n ∈ N∗.
On en déduit que :

∫ +∞

0

xα−1e−
x
β dx = Γ(α).βα si α > 0 et β > 0

On peut donc considérer la loi de probabilité sur R+ de densité par rapport à
la mesure de Lebesgue :

fα,β(x) =
1

βαΓ(α)
xα−1.e−

x
β .1R+(x)

où α > 0 et β > 0 sont des paramètres. Cette loi s’appelle loi gamma G(α, β).
Si

X ∼ G(α, β), E(X) = α.β, Var(X) = α.β2

La loi G(1, β) est aussi appelée loi exponentielle de paramètre 1
β
.

Loi de Gauss centrée réduite sur Rd : Nd(0, Id)

Si on considère sur Rd, la fonction

f(x) = (2π)−
d
2 e−

1
2 |x|

2

où |x|2 = x2
1 + . . . + x2

d

si

x =




x1

...
xd


 on a f > 0 et

∫

Rd

f(x)dx = 1

f est donc la densité d’une loi de probabilité sur Rd appelée Nd(0, Id) (on
justifiera cette notation plus tard). En particulier, lorsque d = 1, on a la loi sur
R, N1(0, 1) et si

X ∼ N1(0, 1) : E(X) = 0, Var(X) = 1

On vérifie facilement qu’une variable aléatoire :

X =




X1

...
Xd




à valeurs Rd suit la loi Nd(0, Id) si et seulement si les composantes X1, X2, . . . , Xd

sont indépendantes, de même loi N1(0, 1).
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Loi de Gauss N1(m, σ2)

Soient m ∈ R et σ2 > 0, deux paramètres. On dira qu’une variable aléatoire
réelle X ∼ N1(m, σ2) si X a pour densité la fonction :

fm,σ2(x) =
1√

2πσ2
e−

1
2σ2 (x−m)2 (x ∈ R)

On vérifie facilement que X ∼ N1(m, σ2) si et seulement si Y = X−m
σ

∼ N1(0, 1),
dans ce cas : E(X) = m, Var(X) = σ2.

3.2.2 Calculs de loi

On a souvent à calculer la loi d’une variable aléatoire. Ce calcul peut se faire
à l’aide de la proposition suivante :

Proposition 1

Soit X une variable aléatoire à valeurs Rd. Pour qu’une probabilité µ sur
Rd soit la loi de X , il faut et il suffit que, pour toute application ϕ mesurable
positive (ou bornée) de Rd dans R, on ait :

E{ϕ(X)} =

∫

Rd

ϕ(x)µ(dx)

Démonstration : Immédiate
Exemple 1 :
Si X ∼ N1(0, 1), quelle est la loi de Y = X2 ? Soit ϕ mesurable : R → R+

E{ϕ(Y )} = E{ϕ(X2)}

=
1√
2π

∫
ϕ(x2)e−

x2

2 dx

=
2√
2π

∫ +∞

0

ϕ(x2)e−
x2

2 dx

=
1√
2π

∫ +∞

0

ϕ(y)e−
y
2

1√
y

dy

Donc la loi de Y a pour densité :

1√
2πy

e−
y2

2 .1R+(y)

On reconnait ici la loi G(1
2 , 2).

On a souvent à utiliser la formule du changement de variables dans les intégrales
multiples que nous rappelons sans démonstration.

Proposition 2

Soient U et V deux ouverts de Rd et ϕ un difféomorphisme de U sur V
(bijection de classe C1 ainsi que son inverse) ; on a, pour toute fonction f de V
dans R mesurable positive (ou intégrable) :

∫

V

f(v) dv =

∫

U

f (ϕ(u)) .|Jϕ(u)| du
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où Jϕ désigne le Jacobien de ϕ = (ϕ1, . . . , ϕd) :

Jϕ(u) = det

((
∂ϕi

∂uj

(u)

)

i,j=1,...,d

)

Considérons maintenant une variable aléatoire X presque sûrement à valeurs
dans l’ouvert U , de densité p(x) et soit ϕ un difféomorphisme de l’ouvert U sur
l’ouvert V ; soit Y = ϕ(X). Cherchons la loi de Y : on a, pour θ ≥ 0 mesurable :

E{θ(Y )} = E{θ (ϕ(X))}

=

∫

U

θ (ϕ(x)) p(x) dx

=

∫

V

θ(y)p
(
ϕ−1(y)

)
.|Jϕ−1(y)| dy

et donc la densité de Y est donnée par :

p
(
ϕ−1(y)

)
.|Jϕ−1(y)|.1V (y)

Remarque :
Il peut arriver que l’on ait à chercher la densité de Y = ϕ(X) lorsque ϕ n’est
pas une bijection. Alors on décompose (si c’est possible) l’image de X en régions
où ϕ est bijective et on applique, sur chaque morceau, la formule précédente.
Exemple 2 :

Soit X =
(

X1

X2

)
une variable aléatoire à valeurs R2 de loi N2(0, I2). On pose

Y = X1

X2
(= 0 si X2 = 0). Quelle est la loi de Y ? Remarquons, d’abord, que :

P{X2 = 0} =

∫

R2

1(x2=0)
1

2π
e−

|x|2
2 dx = 0

On a, pour toute application θ de R dans R+, mesurable :

E{θ(Y )} = E
{

θ

(
X1

X2
).1(X2 6=0)

)}

=

∫

R2

θ

(
x1

x2

)
.1(x2 6=0).

1

2π
e−

1
2 (x2

1+x2
2) dx1 dx2

On pose :
x1

x2
= y, x2 = z J =

∣∣∣∣
z y
0 1

∣∣∣∣ = z

l’ouvert U = {x2 6= 0} se transforme en U donc :

E{θ(Y )} =
1

2π

∫

R2

θ(y)e−
1
2 z2(1+y2)|z| dy dz

=

∫

R

θ(y)
{ 1

2π

∫

R

e−
1
2 z2(1+y2).|z| dz

}
dy

=
1

π

∫
θ(y)

dy

1 + y2
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La loi de Y a donc pour densité 1
π(1+y2) ; cette loi s’appelle la loi de Cauchy.

Remarquer que Y 6∈ L1 puisque

E{|Y |} =
1

π

∫ |y|
1 + y2

dy = +∞

Exemple 3 : Processus de Poisson de paramètre θ
On suppose que les instants d’arrivée d’un phénomène aléatoire forment une
suite strictement croissante de variables aléatoires réelles positives

0 < T1(ω) < T2(ω) < . . . < Tn(ω) < Tn+1(ω) < . . . ր +∞

vérifiant la condition :
(*) les variables aléatoires T1, T2 − T1, . . . , Tn+1 − Tn, . . . sont indépendantes
de même loi exponentielle de paramètre θ > 0
Pour tout t ∈ R+, soit

Nt(ω) = Card{m ∈ N∗ : Tm(ω) ≤ t} =
∑

m∈N∗

1(Tm≤t)(ω)

Sous les hypothèses précédentes la famille de variables aléatoires entières (Nt)t≥0

est appelée « Processus de Poisson de paramètre θ ». Ce processus est caractérisé
par les propriétés suivantes :

1. Pour presque tout ω ∈ Ω, la « trajectoire »

t ∈ R+ 7−→ Nt(ω) ∈ N

est croissante, continue à droite et ne croît que par sauts égaux à +1 ; de
plus N0(ω) = 0

1

2

3

0 T1 T2 T3
· · ·

2. Pour toute suite croissante de réels positifs :

0 ≤ t0 < t1 < . . . < tn < tn+1 < . . .

Les variables aléatoires

Nt0 , Nt1 − Nt0 , . . . , Ntn+1 − Ntn
, . . .

sont indépendantes. (on dit alors que le processus (Nt)t≥0 est à accroisse-
ments indépendants)
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3. Pour tous 0 ≤ s < t, les variables aléatoires Nt − Ns et Nt−s ont même
loi de Poisson de paramètre θ(t − s).
Pour démontrer ces propriétés, cherchons, d’abord, la loi du vecteur (T1, T2, . . . , Tn)
(n ∈ N∗). En posant :

X1 = T1, X2 = T2 − T1, . . . , Xn+1 = Tn+1 − Tn, . . .

l’hypothèse (*) signifie que le vecteur aléatoire (X1, X2, . . . , Xn) a, pour
tout n ∈ N∗, la densité sur Rn :

θne−θ(x1+x2+...+xn).1(x1≥0,x2≥0,...,xn≥0)

Soit ϕ une application mesurable de Rn dans R+, on a :

E{ϕ(T1, T2, . . . , Tn)} = E{ϕ(X1, X1 + X2, . . . , X1 + X2 + · · · + Xn)}

= θn

∫

Rn

ϕ(x1, x1 + x2, . . . , x1 + x2 + · · · + xn)e−θ(x1+···+xn).1(x1≥0,...,xn≥0)dx1 . . . dxn

= θn

∫

Rn

ϕ(t1, t2, . . . , tn)e−θtn .1(0≤t1≤t2≤...≤tn)dt1dt2 . . .dtn

en effectuant le changement de variables :

x1 = t1, x1 + x2 = t2, x1 + . . . + xn = tn

(de Jacobien égal à 1). La densité du vecteur (T1, T2, . . . , Tn) est donc
égale à :

θn.e−θtn .1(0≤t1≤t2≤...≤tn)

Vérifions maintenant les propriétés 2) et 3), en cherchant la loi du vecteur
(Nt0 , Nt1 − Nt0 , . . . , Ntn+1 − Ntn

) où 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tn < tn+1. On fera
le calcul pour n = 2, la démonstration du cas « n quelconque » étant analogue.
Soient 0 < t0 < t1 et k, l ∈ N. on a :

{ω : Nt0(ω) = k, Nt1(ω) − Nt0(ω) = l} = {ω : Nt0(ω) = k, Nt1(ω) = k + l}

= {ω : Tk(ω) ≤ t0 < Tk+1(ω), Tk+l(ω) ≤ t1 < Tk+l+1(ω)}
Donc :

P{Nt0 = k, Nt1 − Nt0 = l}

= θk+l+1

∫

Rk+l+1

e−θsk+l+1.

1(0<s1<...<sk≤t0<sk+1<...<sk+l≤t1<sk+l+1)ds1 . . .dsk dsk+1 . . . dsk+l dsk+l+1

= θk+l.e−θt1

∫

Rk

1(0<s1<...<sk≤t0)ds1 . . .dsk.

∫

Rl

1(t0<sk+1<...<sk+l≤t1)dsk+1 . . . dsk+l

= θk+l.e−θt1 .
tk0
k!

(t1 − t0)
l

l!
en utilisant le théorème de Fubini

=

[
(θt0)

k

k!
e−θt0

] [
(θ(t1 − t0))

l

l!
.e−θ(t1−t0)

]
(1)
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Si on somme en l l’égalité (1) précédente, on voit que pour tout k ∈ N

P{Nt0 = k} =
(θt0)

k

k!
.e−θt0

et on voit de même (sommer en k) que pour tout l ∈ N

P{Nt1 − Nt0 = l} =
(θ(t1 − t0))

l

l!
.e−θ(t1−t0)

Donc :

P{Nt0 = k, Nt1 − Nt0 = l} = P{Nt0 = k}P{Nt1 − Nt0 = l}, ∀ k, l ∈ N

Les variables aléatoires Nt0 et Nt1 − Nt0 sont inépendantes,

Nt0 ∼ Poisson θt0, Nt1 − Nt0 ∼ Poisson θ(t1 − t0)

Le calcul précédent montre que, pour tout t ≥ 0, P (Nt < ∞) = 1. La vérification
de 1) est une conséquence immédiate de la définition de Nt.
Réciproquement, soit (Ñt)t≥0 un processus à valeurs dans N (famille de variables

aléatoires) vérifiant les propriétés 1), 2) et 3). Montrons que la suite (T̃n) des
« instants de saut » de la trajectoire t ∈ R+ 7−→ Ñt(ω) ∈ N vérifie la propriété
(*). On a

T̃1 = inf{t > 0 : Ñt = 1}, T̃2 = inf{t > 0 : Ñt = 2}, . . . , T̃n = inf{t > 0 : Ñt = n}
On voit facilement que 0 < T̃1(ω) < T̃2(ω) < . . . < T̃n(ω) < . . . et, par conti-
nuité, que ÑT̃n(ω)(ω) = n, pour tout n.

Nous allons vérifier que, pour tout n ∈ N∗, les vecteurs aléatoires (T1, T2, . . . , Tn)
et (T̃1, T̃2, . . . , T̃n) ont même loi. Remarquons d’abord que ces deux vecteurs sont
presque sûrement à valeurs dans l’ouvert :

© =
{
t =




t1
...
tn


 tel que 0 < t1 < t2 < . . . < tn

}
⊆ Rn

Soit C l’ensemble des pavés C de la forme :

C = ]u1, v1]×]u2, v2]×. . .×]un, vn] où 0 < u1 < v1 < u2 < v2 < . . . < un < vn

On voit facilement que la tribu engendrée par C : σ(C) esr égale à la tribu
borélienne de © (exercice). Pour tout C ∈ C, C = ]u1, v1]× . . .×]un, vn], on a :

P{(T1, T2, . . . , Tn) ∈ C}
= P{u1 < T1 ≤ v1, u2 < T2 ≤ v2, . . . , un < Tn ≤ vn}
= P{Nu1 = 0, Nv1 − Nu1 = 1, Nu2 − Nv1 = 0, Nv2 − Nu2 = 1, . . . , Nun

− Nvn−1 = 0,

Nvn
− Nun

= 1}
=
[
e−θu1 .θ(v1 − u1).e

−θ(v1−u1)
]
.
[
e−θ(u2−v1).θ(v2 − u2).e

−θ(v2−u2)
]
. . .

[
e−θ(un−vn−1).θ(vn − un).e−θ(vn−un)

]

= P{Ñu1 = 0, Ñv1 − Ñu1 = 1, Ñu2 − Ñv1 = 0, Ñv2 − Ñu2 = 1, . . . , Ñun
− Ñvn−1 = 0,

Ñvn
− Ñun

= 1}
= P{(T̃1, T̃2, . . . , T̃n) ∈ C}
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Donc le vecteur aléatoire (T̃1, T̃2, . . . , T̃n) a même densité que (T1, T2, . . . , Tn)
et vérifie ainsi la propriété (*), comme on le voit grâce à un changement de
variable évident.

3.3 Fonctions caractéristiques

3.3.1 Définition 1

Soit µ une mesure positive σ-finie, bornée sur(Rd,BRd). Pour tout t ∈ Rd, la
fonction

x ∈ Rd 7−→ eıt
′
x ∈ C où t

′
x =

d∑

l=1

tlxl

est intégrable pour µ, puisque |eıt
′
x| = 1. Posons :

µ̂(t) =

∫

Rd

eıt
′
xµ(dx)

L’application µ̂ : t ∈ Rd 7−→ µ̂(t) ∈ C est appelée transformée de Fourier de µ.
Si µ est la loi PX d’une variable aléatoire

X =




X1

...
Xd




à valeurs dans Rd, définie sur (Ω,a, P ), on a :

P̂X(t) =

∫

Ω

eıt
′
X(ω)dP (ω) = E{eıt

′
X} (formule des lois images)

On notera alors P̂X(t) = ϕX(t) (t ∈ Rd).
ϕX est appelée fonction caractéristique de X .

3.3.2 Proposition 1

ϕX est une fonction uniformément continue sur Rd, |ϕX | ≤ 1 et ϕX(0) = 1.
Démonstration :
Pour tout t ∈ Rd, on a :

|ϕX(t)| = |E{eıt
′
X}| ≤ E{|eıt

′
X |} = E{1} = 1

et
ϕX(0) = E{1} = 1

Remarquons ensuite, que pour tout x ∈ R : |eıx − 1| ≤ min{2, |x|}. Donc si t et
s ∈ Rd et |t − s| ≤ r, on a :

|ϕX(t) − ϕX(s)| = |E{eıt
′
X − eıs

′
X}|

≤ E{|eı(t
′
−s

′
)X − 1|}

≤ E
{

min{2, |(t′ − s
′
)X |}

}

≤ E
{

min{2, r|X |}
}
→ 0 quand r → 0

grâce au théorème de Lebesgue.
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3.3.3 Théorème 1 fondamental

1. Soient X et X̃ deux variables aléatoires à valeurs dans Rd telles que, pour
tout t ∈ Rd

ϕX(t) = ϕ
X̃

(t)

alors X et X̃ ont même loi.

2. Si
ϕX(.) ∈ L1(Rd, dt)

où dt est la mesure de Lebesgue alors X admet une densité f (par rapport
à dt) et, pour tout x ∈ Rd

f(x) =
1

(2π)d

∫

Rd

e−ıt
′
xϕX(t)dt

(formule d’inversion)

Nous donnons, en appendice, une démonstration de 1) ; pour une preuve de 2),
consulter, par exemple, le livre de W. Rudin « Real and Complex Analysis » Mc
Grow Hill (Ed.)
Corollaire 1 :
Soient X1, X2, . . . , Xk des variables aléatoires à valeurs Rd1 , Rd2 , . . ., Rdk res-
pectivement. Pour que X1, X2, . . . , Xk soient indépendantes, il faut et il suffit
que, quels que soient t1 ∈ Rd1 , t2 ∈ Rd2 , . . ., tk ∈ Rdk :

E{eı(t
′
1.X1+t

′
2.X2+...+t

′
k.Xk)} =

k∏

l=1

E{eıt
′
l .Xl}

Démonstration :
On a

(X1, . . . , Xk) indépendantes ⇐⇒ P(X1,...,Xk) =

k⊗

l=1

PXl
sur (Rd,BRd)

(où Rd = Rd1 × Rd2 × . . . × Rdk)

⇐⇒ ∀ t =




t1
...
tk


 ∈ Rd1 × . . . × Rdk : P̂(X1,...,Xk)(t) =

k̂⊗

l=1

PXl
(t)

mais
P̂(X1,...,Xk)(t) = E

{
eı
∑

k
l=1 t

′
l .Xl
}

et

k̂⊗

l=1

PXl
(t) =

∫

Rd1×...×Rdk

eı
∑

k
l=1 t

′
l .xlPX1(dx1) . . . PXk

(dxk)

=

k∏

l=1

∫

Rdl

eıt
′
l .XlPxl

(dxl) (Fubini)

=

k∏

l=1

E
{
eıt

′
l .Xl
}

56



3.3.4 Proposition 2

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes à valeurs Rd. Alors,
pour tout t ∈ Rd :

ϕX+Y (t) = ϕX(t).ϕY (t) (*)

Démonstration :
On a

E{eıt
′
(X+Y )} = E{eıt

′
X .eıt

′
Y }

= E{eıt
′
X}.E{eıt

′
Y } (indépendance)

Remarquer que l’égalité (*) signifie que :

P̂X+Y = ̂PX ∗ PY i.e. PX+Y = PX ∗ PY

3.3.5 Proposition 3

Soit :

X =




X1

...
Xd




une variable aléatoire à valeurs Rd, de fonction caractéristique ϕX = ϕ.

1. Si X est intégrable, alors ϕ est de classe C1 et

E{Xk} = −ı
∂ϕ

∂tk
(0), k = 1, . . . , d

2. Si X est de carré intégrable, alors ϕ est de classe C2 et

E{XkXl} = − ∂2ϕ

∂tk∂tl
(0), k, l ∈ {1, . . . , d}

Plus généralement si X ∈ Lp (p ∈ N+), alors ϕ est de classe Cp et

∂r

∂tα1
1 . . . ∂tαd

d

ϕ(0) = (ı)r.E{Xα1
1 Xα2

2 . . . Xαd

d }

où α1, . . . , αd ∈ N et α1 + α2 + . . . + αd = r ≤ p
Démonstration :
Le 1) est une conséquence facile du théorème de dérivation sous le signe intégral :

ϕ(t) =

∫

Ω

eı
∑d

l=1 tlXl(ω)dP (ω)

et
∂

∂tk
ϕ(t) = ı

∫

Ω

Xk(ω)eı
∑d

l=1 tlXl(ω)dP (ω)

car
|ıXkeı

∑
l
tlXl | = |Xk| ≤ ||X ||

qui est intégrable par hypothèse.
Le fait que ∂

∂tk
ϕ(.) soit continue est une conséquence du théorème de Lebesgue ;

de plus
∂

∂tk
ϕ(0) = ı

∫

Ω

Xk(ω)dP (ω) = ıE{Xk}

On démontre, de la même façon, l’assertion 2).

57



3.3.6 Proposition 3’

Si la fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle X est de classe
C2 alors X est de carré intégrable.
Démonstration :
La formule de Taylor au voisinage de zéro montre que :

ϕ(h) = 1 + ϕ
′
(0).h +

1

2
ϕ”(0).h2 + h2ε(h)

ϕ(−h) = 1 − ϕ
′
(0).h +

1

2
ϕ”(0).h2 + h2ε(−h)

où ε(h) et ε(−h) → 0, quand h → 0, donc

(ϕ(h) + ϕ(−h) − 2) .
1

h2
→ ϕ”(0) quand (h 6= 0) → 0

mais

ϕ(h) + ϕ(−h) − 2 = E{eıhX + e−ıhX − 2}
= E

{
[eı h

2 X − e−ı h
2 X ]2

}

= −4E

{
sin2

(
hX

2

)}

On en déduit que, d’après le lemme de Fatou

E{X2} = E



 lim

h→0
h 6=0

4
sin2(hX

2 )

h2





≤ limh→0
h 6=0

E

{
4
sin2(hX

2 )

h2

}

≤ −ϕ”(0) < ∞
Exemples :

1. Soit X ∼ B(p, n) (loi binômiale de paramètres p ∈ [0, 1] et n ∈ N∗). Alors :

ϕX(t) = [peıt + (1 − p)]n (t ∈ R)

En effet

ϕX(t) =
n∑

r=0

Cr
neıtrpr(1 − p)n−r

=

n∑

r=0

Cr
n

(
peıt

)r
(1 − p)n−r

si, de plus, Y ∼ B(p, m) est une variable aléatoire indépendante de X :

ϕX+Y (t) = ϕX(t).ϕY (t)

= [peıt + (1 − p)]n.[peıt + (1 − p)]m

= [peıt + (1 − p)]n+m

donc X + Y ∼ B(p, m + n).
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2. Soit X ∼ N1(0, 1), alors

ϕX(t) = e−
t2

2

En effet

ϕX(t) =
1√
2π

∫
eıtx−x2

2 dx

et

√
2πϕ

′
(t) = ı

∫
eıtxxe−

x2

2 dx

= −
∫

teıtxe−
x2

2 dx (intégration par parties)

= −tϕ(t)
√

2π

donc

ϕ
′
(t) = −tϕ(t) et ϕ(t) = Ce−

t2

2

de plus C = 1 car ϕ(0) = 1

3. Soit X ∼ N1(m, σ2), alors

ϕX(t) = eıtm− t2σ2

2

On sait que, si Z ∼ N1(0, 1), X = m + σZ ∼ N1(m, σ2) donc

E{eitX} = E{eıt(m+σZ)}
= eıtmE{eıtσZ}

= eıtme−
t2σ2

2

= eıtm− t2σ2

2

Si, de plus, Y ∼ N1(m̃, σ̃2) est une variable aléatoire indépendante de X
alors

ϕX+Y (t) = ϕX(t).ϕY (t)

= eıtm− t2

2 σ2

.eıtm̃− t2

2 σ̃2

= eıt(m+m̃)− t2

2 (σ2+σ̃2)

donc X + Y ∼ N1(m + m̃, σ2 + σ̃2).

4. Soit

X =




X1

...
Xd


 ∼ Nd(0, Id)

alors

ϕ(t) = e−
1
2 (t21+...+t2d)

= e−
1
2 |t|

2
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si

t =




t1
...
td


 ∈ Rd

En effet (X1, X2, . . . , Xd) sont indépendantes, de même loi N1(0, 1) donc :

E{eıt
′
X} = E{eı

∑
d
l=1 tlXl}

=
d∏

l=1

E{eıtlXl}

=
d∏

l=1

e−
1
2 t2l

= e−
1
2 |t|

2

5. Soit X ∼ Poisson de paramètre λ, alors

ϕX(t) = eλ(eıt−1)

en effet

ϕ(t) =
∑

k∈N

eıtk λk

k!
e−λ

=
∑

k∈N

(λeıt)k

k!
e−λ

= eλeıt−λ

Si, de plus, Y ∼ Poisson de paramètre µ est une variable indépendante de
X :

ϕX+Y (t) = ϕX(t)ϕY (t)

= eλ(eıt−1)eµ(eıt−1)

= e(λ+µ)(eıt−1)

donc X + Y ∼ Poisson de paramètre λ + µ.

6. Soit X ∼ G(α, β) (loi Gamma de paramètres α > 0 et β > 0 alors

ϕX(t) = (1 − ıtβ)−α

en effet :

ϕ(t) =
1

Γ(α)βα

∫

R+

eıtxe−
x
β xα−1dx

et

ϕ
′
(t) =

ı

Γ(α)βα

∫

R+

eıtxe−
x
β xαdx

=
−ıαβ

Γ(α)βα(ıtβ − 1)

∫
eıtxe−

x
β xα−1dx (intégration par parties)

=
ıαβ

(1 − ıtβ)
ϕ(t)
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donc

ϕ(t) = C(1 − ıtβ)−α et C = 1 car ϕ(0) = 1

Si, de plus, Y ∼ G(α
′
, β) est une variable aléatoire indépendante de X

alors

ϕX+Y (t) =
[
(1 − ıtβ)−α

] [
(1 − ıtβ)−α

′ ]

= (1 − ıtβ)−(α+α
′
)

donc X + Y ∼ G(α + α
′
, β).

3.3.7 Transformée de Laplace

Pour des variables aléatoires positives, la notion suivante est naturelle et
utile.

3.3.8 Définition 2

Soit :

X =




X1

...
Xd




une variable aléatoire à valeurs Rd
+ ; on pose, pour tout

s =




s1

...
sd


 ∈ Rd

+

ΨX(s) = E{e−s
′
.X}

= E{e−
∑

d
l=1 sl.Xl}

La fonction ΨX(.) (définie sur Rd
+) est appelée Transformée de Laplace de la

variable aléatoire X . Noter que ΨX(.) est bien définie ; une application facile du
théorème de dérivation sous le signe intégral montre, de plus, que ΨX(.) est de
classe C∞ sur ( ]0,∞[ )d = W et que, pour tout

s =




s1

...
sd


 ∈ W :

∂

∂sk

ΨX(s) = −E{Xke−s
′
.X}

∂2

∂sk∂sl

ΨX(s) = E{XkXle
−s

′
.X} k, l ∈ {1, . . . , d}

plus généralement :

∂|α|

∂sα1
1 ∂sα2

2 . . . ∂sαd

d

ΨX(s) = (−1)|α|E{Xα1
1 .Xα2

2 . . . Xαd

d e−s
′
.X}

61



pour tout

α =




α1

...
αd


 ∈ Nd, |α| =

d∑

l=1

αl

Si X ∈ Lp (p ∈ N∗), on peut donc calculer, connaissant ΨX(.), tous les moments
de X :

E{Xα1
1 .Xα2

2 . . . Xαd

d } = (−1)|α| lim
s→0
s∈W

∂|α|

∂sα1
1 . . . ∂sαd

d

ΨX(s)

où α1, . . . , αd ∈ N et |α| = α1 + α2 + . . . + αd ≤ p

3.3.9 Proposition 4

Soient X et X̃ deux variables aléatoires à valeurs Rd
+ telles que, pour tout

s ∈ Rd
+ :

ΨX(s) = ΨX̃(s)

alors X et X̃ ont même loi : PX = PX̃

Idée de démonstration :
L’espace vectoriel L sur R des fonctions f de la forme :

f(x) =
∑

finie

Cie
−s

′
i.x

où Ci ∈ R, si ∈ ( ]0,∞[ )d, x ∈ Rd
+ est une algébre de fonctions, séparant les

points de Rd
+, contenue dans C0(R

d
+, R) (espace des fonctions continues sur Rd

+

tendant vers zéro à l’infini). On en conclut (théorème de Stone Weirstrass) qu’il
est dense dans C0(R

d
+, R). L’hypothèse que X et X̃ ont même transformée de

Laplace entraîne que, pour tout f ∈ L :

∫

Rd

fdPX =

∫

Rd

fdPX̃

On montre alors facilement, par un argument de densité et continuité, que PX =
PX̃ .
Corollaire 5 :

Soient X1, X2, . . . , Xk des variables aléatoires à valeurs dans Rd1
+ , Rd2

+ , . . ., Rdk

+

respectivement. Pour que X1, X2, . . . , Xk soient indépendantes, il faut et il suffit
que, quels que soient s1 ∈ Rd1

+ , . . ., sk ∈ Rdk

+ :

E{e−
∑k

l=1 s
′
l .Xl} =

k∏

l=1

E{e−s
′
l .Xl}

Démonstration :
Appliquer la proposition 4 (cf. le corollaire 1 du théorème 1) [exercice].
Exemple :
Soit X une variable aléatoire réelle de loi G(α, β) (α > 0, β > 0)
sa loi a pour densité :

1

βαΓ(α)
xα−1e−

x
β .1R+(x)
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et sa transformée de Laplace Ψ(s) vaut

Ψ(s) =
1

βαΓ(α)

∫ +∞

0

e−sxe−
x
β xα−1dx

=
Γ(α)

βαΓ(α)(s + 1
β
)α

=
1

(1 + βs)α
(s ≥ 0)

Et on a :

Ψ
′
(s) = −αβ(1 + βs)−(α+1), E(X) = −Ψ

′
(0) = αβ

Ψ”(s) = α(α + 1)β2(1 + βs)−(α+2), E(X2) = +Ψ”(0) = α2β2 + αβ2

σ2(X) = E(X2) − (E(X))
2

= αβ2

Enfin on retrouve que si X et Y sont indépendantes de loi G(α, β) et G(α
′
, β)

respectivement, alors X + Y suit une loi G(α + α
′
, β), il suffit d’appliquer la

proposition suivante.

3.3.10 Proposition 6

La transformée de Laplace de la somme de deux variables aléatoires positives
indépendantes est le produit des transformées de Laplace.
Démonstration :
Immédiate (cf. la proposition 2).

3.3.11 Fonctions génératrices

Pour des variables aléatoires entières positives, la notion de fonction géné-
ratrice est très utile.

3.3.12 Définition 3

Soit

X =




X1

...
Xd




une variable aléatoire à valeurs Nd,
on pose, pour tout

u =




u1

...
ud


 ∈ ( ]0, 1[ )d gX(u) = E{uX1

1 .uX2
2 . . . uXd

d }

La fonction gX(.) (définie sur le cube ( ]0, 1[ )d = C) est appelée fonction
génératrice de la variable aléatoire X .
Remarque : Pour tout

u =




u1

...
ud


 ∈ C
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il existe un unique

s =




s1

...
sd


 ∈ ( ]0,∞[ )d

tel que
u1 = e−s1 , . . . , ud = e−sd

et on voit que
gX(u) = E{e−(s1X1+...+sdXd)} = ΨX(s)

Les propriétés de la fonction génératrice se déduisent donc des propriétés de la
transformée de Laplace ; en particulier, on voit que gX est de classe C∞ sur le
cube C = ( ]0, 1[ )d. Plus précisément, gX est une série entière en u1, u2, . . . , ud :

gX(u) =
∑

n1,n2,...,nd∈N

un1
1 .un2

2 . . . und

d P (X1 = n1, X2 = n2, . . . , Xd = nd)

La connaissance de gX(.) détermine entièrement la loi du vecteur :

X =




X1

...
Xd




pour tous n1, n2, . . . , nd ∈ N :

∂n1+...+nd

∂un1
1 ∂un2

2 . . . ∂und

d

gX(0) = n1!n2! . . . nd!P (X1 = n1, X2 = n2, . . . , Xd = nd)

de plus :

∂n1+...+nd

∂un1
1 ∂un2

2 . . . ∂und

d

gX(1) = E{(X1(X1 − 1) . . . (X1 − n1 + 1)) . . . (Xd(Xd − 1) . . . (Xd − nd + 1))}

si E{||X ||n1+...+nd} < ∞ ce qui permet de calculer, connaissant gX(.), tous les
moments de X lorsqu’ils existent. Lorsque d = 1, on voit que, si X ∈ L2

E{X} = lim
u→1

g
′
(u) = g

′
(1), E{X(X − 1)} = lim

u→1
g”(u) = g”(1)

donc

Var(X) = g”(1) + g
′
(1) −

(
g

′
(1)
)2

3.3.13 Proposition 7

Soit

X =




X1

...
Xd




une variable aléatoire à valeurs Nd. Alors les composantes X1, X2, . . . , Xd sont
indépendantes si et seulement si, pour tout

u =




u1

...
ud


 ∈ ( ]0, 1[ )d
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on a :

gX(u) = E{uX1
1 . . . uXd

d } = E{uX1
1 } . . . E{uXd

d } =

d∏

l=1

gXl
(ul) (1)

Démonstration :
Cf. le corollaire 5. Remarquer aussi que l’égalité (1) signifie que ∀ u :

∑

n1,...,nd∈N

un1
1 . . . und

d P{X1 = n1, . . . , Xd = nd} =

d∏

l=1

{∑

n∈N

unP (Xl = n)
}

=
∑

n1,...,nd∈N

un1
1 . . . und

d P{X1 = n1} . . . P{Xd = nd}

ou bien que :

∀ n1, . . . , nd ∈ N P{X1 = n1, . . . , Xd = nd} =

d∏

l=1

P{Xl = nl}

3.4 Vecteurs aléatoires gaussiens

On dit qu’une variable aléatoire réelle ξ est gaussienne si :
ou bien ξ a une densité de la forme :

2√
2πσ2

e−
1

2σ2 (x−m)2 où σ2 > 0 et m ∈ R (ξ ∼ N1(m, σ2))

on bien ξ est presque sûrement constante :

ξ = m (m ∈ R) (Pξ = δm; ξ ∼ N1(m, 0))

3.4.1 Définition 1

Soit

X =




X1

...
Xd




un vecteur aléatoire à valeurs Rd, on dit que X est un vecteur aléatoire gaussien
si, pour tout

t =




t1
...
td


 ∈ Rd

la variable aléatoire réelle

t
′
.X =

d∑

l=1

tlXl =< t, X >

est gaussienne.
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Exemples :

1. Soient X1, X2, . . . , Xd d variables aléatoires réelles gaussiennes indépen-
dantes alors le vecteur aléatoire

X =




X1

...
Xd




est gaussien ; en effet, pour tous

t =




t1
...
td


 ∈ Rd

et u ∈ R :

ϕ<t,X>(u) = E{eıu
∑d

l=1 tlXl}

=

d∏

l=1

E{eıutlXl}

=

d∏

l=1

e(ıutlml−
1
2u2t2l σ2

l ) si Xl ∼ N1(ml, σl)

= eıu
∑

d
l=1 tlml−

1
2 u2∑d

l=1 t2l σ2
l

donc

< t, X >∼ N1

(∑

l

tlml,
∑

l

t2l σ
2
l

)

2. Soit

X =




X1

...
Xd




un vecteur gaussien et soient B une matrice r×d, m ∈ Rr (déterministes)
alors le vecteur aléatoire Y = m+B.X , à valeurs Rr est gaussien ; car toute
combinaison linéaire des composantes Y1, . . . , Yr de Y est une combinaison
affine des composantes de X qui, par hypothèse, suit une loi gaussienne
sur R.

Remarque :
Soit

X =




X1

...
Xd




un vecteur gaussien, alors, pour tout l ∈ {1, . . . , d}, Xl suit une loi gaussienne
mais la réciproque est fausse en général ; contre exemple : si X1 ∼ N1(0, 1) ,
posons X2 = X1.1|X1|≤a − X1.1|X1|>a où a > 0 est fixé. Alors X2 ∼ N1(0, 1)
(vérification facile) mais

X1 + X2 = 2X1.1|X1|≤a ∈ [−2a, +2a] presque sûrement
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donc X1 + X2 est une variable aléatoire réelle non constante telle que
P{X1 +X2 > 2a} = 0 ; X1 +X2 ne peut être gaussienne et le vecteur X =

(
X1

X2

)

n’est pas gaussien.

3.4.2 Proposition 1

Soit

X =




X1

...
Xd




un vecteur gaussien à valeurs Rd, alors X ∈ Lp pour tout 1 ≤ p < ∞. Posons :

m = E(X) =




E(X1)
...

E(Xd)


 D = D(X) = (Cov(Xl, Xk))l,k=1,...,d

la fonction caractéristique de X est donnée par :

ϕX(t) = eıt
′
m− 1

2 t
′
Dt pour tout t =




t1
...
td


 ∈ Rd

Il en résulte que la loi de X est entièrement déterminée par sa moyenne m et sa
matrice de dispersion D.
Démonstration :
Pour montrer que E{||X ||p} < ∞ (1 ≤ p < ∞) il suffit de vérifier que

E{|Xl|p} < ∞, l = 1, . . . , d

c’est évident si Xl est constante sinon Xl ∼ N1(ml, σl) (σl > 0) et alors

E{|Xl|p} =
1√

2πσ2
l

∫

R

|x|pe−
1

2σ2
l

(x−ml)
2

dx < ∞

Posons donc m = E(X), D = D(X) ; on sait que pour tout t ∈ Rd, la variable
aléatoire réelle t′X =< t, X > est gaussienne de moyenne t′.m =< t, m > et de
variance t′.D.t =< t, DT > ; donc, pour tout u ∈ R :

ϕ<t,X>(u) = E{eıu<t,X>} = eıu<t,X>− 1
2u2<t,Dt>

en particulier :

ϕX(t) = E{eı<t,X>} = eı<t,m>− 1
2<t,Dt>

On notera Nd(m, D) la loi de tout vecteur gaussien à valeurs Rd, de moyenne
m et de matrice de dispersion D. Il reste à montrer qu’il en existe une lorsque
m et D sont données à l’avance.
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3.4.3 Lemme 1

Soit D une matrice d × d symétrique, positive ou nulle, de rang 1 ≤ r ≤ d.
Il existe alors une matrice B, d × r de rang r telle que B.B′ = D.
Démonstration :
Soient λ1 > 0, λ2 > 0, . . . , λr > 0, λr+1 = 0, . . . , λd = 0 les valeurs propres de
D. On sait (résultat d’algèbre linéaire), qu’il existe une matrice orthogonale O
telle que ODO′ = ∆ où

∆ =




λ1 . . . 0 . . . 0
...

. . .
...

. . .
...

0 . . . λr . . . 0
...

. . .
...

. . .
...

0 . . . 0 . . . 0




(O′ = O−1)

Soit ∆1 la matrice d × r, de rang r, donnée par :

∆1 =




√
λ1 0 . . . 0
0

√
λ2 . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . .
√

λr

0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0




on a ∆ = ∆1.∆
′
1 et O.D.O′ = ∆1.∆

′
1 donc D = O′.∆1.∆

′
1.O = B.B′ où

B = O′.∆1.

3.4.4 Proposition 2

Soient m ∈ Rd, D une matrice symétrique positive ou nulle, d × d de rang
r, B une matrice d × r telle que B.B′ = D et

X =




X1

...
Xr




un vecteur aléatoire gaussien à valeurs Rr de loi Nr(0, Ir), alors Y = m + B.X
suit la loi Nd(m, D).
Démonstration :
On sait que B existe d’après le lemme 1 et que X1, X2, . . . , Xr sont r variables
aléatoires réelles indépendantes de même loi de densité

1√
2π

e−
1
2x2

donc Y = m + B.X est un vecteur gaussien à valeurs Rd (cf. l’exemple 2), de
plus :

E(Y ) = m + BE(X) = m, D(Y ) = B.Ir .B
′ = B.B′ = D

On dira que X ∼ Nd(m, D) est non dégénérée si D est inversible : det(D) 6= 0.
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3.4.5 Proposition 3

Si X ∼ Nd(m, D) avec det(D) 6= 0, la loi de X a pour densité sur Rd :

(2π)−
d
2 (det(D))

− 1
2 e−

1
2 (x−m)′.D−1.(x−m)

Démonstration :
Soit Y ∼ Nd(0, Id) et soit B, matrice d × d telle que B.B′ = D, (det(B) 6= 0) ;
on sait que X a même loi que m + B.Y ; donc, si ϕ : Rd → R est mesurable
positive ou nulle :

E{ϕ(X)} = E{ϕ(m + BY )} = (2π)−
d
2

∫

Rd

ϕ(m + By)e−
1
2 |y|

2

dy

on pose m + By = x, y = B−1(x − m), D(y)
D(x) = det(B−1) ce qui donne :

E{ϕ(X)} = (2π)−
d
2 det(B−1)

∫

Rd

ϕ(x)e−
1
2 (x−m)′.(B−1)′.B−1.(x−m)dx

comme B.B′ = D, det(D) = (det(B))
2

et D−1 = (B.B′)−1 = (B−1)′.B−1, on
obtient l’expression cherchée.
Une propriété importante des variables aléatoires gaussiennes est que, pour une
variable aléatoire gaussienne centrée, l’indépendance des composantes équivaut
à leur orthogonalité dans L2.

3.4.6 Proposition 4

Soit

X =




X1

...
Xd


 ∼ Nd(m, D)

alors les variables aléatoires X1, . . . , Xd sont indépendantes si et seulement si D
est diagonale.
Démonstration :
On a déjà vu que si X1, . . . , Xd sont indépendantes alors D est diagonale. Ré-
ciproquement, si

t =




t1
...
td


 ∈ Rd et σ2

l (l = 1, . . . , d)

désignent les termes diagonaux de D, on a :

ϕX(t) = eı<t,m>− 1
2<t,Dt>

= eı(t1m1+...+tdmd)− 1
2 (t21σ2

1+...+t2dσ2
d)

=

d∏

l=1

eıtlml−
1
2 t2l σ2

l

=

d∏

l=1

ϕXl
(tl)
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ce qui implique l’indépendance des composantes X1, . . . , Xd d’après le corollaire
1 du Théorème 1 (III).
Généralisons ce résultat.

3.4.7 Proposition 5

Soit

Xk =




X1
k
...

Xpk

k


 k = 1, . . . , n

des variables aléatoires à valeurs Rpk telles que le vecteur

X =




X1

...
Xn




à valeurs Rd = Rp1 × . . . × Rpn , (d = p1 + . . . + pn) soit gaussien. Les variables
aléatoires X1, X2, . . . , Xn sont indépendantes si et seulement si, quels que soient
k 6= l : Cov(Xr

k , Xs
l ) = 0 pour tous r ∈ {1, . . . , pk}, s ∈ {1, . . . , pl}.

Démonstration :
D’après le corollaire 1 du Théorème 1 (III), il suffit de montrer que quels que
soient uk ∈ Rpk :

E{eı(u
′
1X1+...+u

′
nXn)} =

n∏

k=1

E{ıu
′
kXk}

soit encore l’indépendance des variables aléatoires réelles u
′
1X1, . . . , u

′
nXn. Comme

le vecteur (u
′
1X1, . . . , u

′
nXn) est gaussien (fonction linéaire de X), il suffit de vé-

rifier que si k 6= l : Cov(u
′

kXk, u
′

lXl) = 0 mais :

Cov(u
′

kXk, u
′

lXl) =
∑

r,s

ur
k.us

l Cov(Xr
k , Xs

l ) = 0

3.4.8 Appendice

Démonstration du théorème 1
On note, pour σ > 0,

gσ(u) = (2πσ2)−
d
2 e−

1
2σ2 |u|2 , u ∈ Rd

on sait que

e−
1
2 |t|

2

=

∫

Rd

eıt′ug1(u)du t ∈ Rd

d’où :

e−
1

2σ2 |x−y|2 =

∫

Rd

eı
(x−y)′.u

σ g1(u)du

= σd

∫

Rd

g1(σu)eı(x−y)′.udu
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Lemme 1 : Soit µ une mesure bornée sur Rd, alors :

∫
gσ(x − y)µ(dx) = (2π)−

d
2

∫
µ̂(u)g1(σu)e−ıy′udu

Démonstration :

∫
gσ(x − y)µ(dx) = (2π)−

d
2

∫
µ(dx)

∫
g1(σu)e+ı(x−y)′udu

= (2π)−
d
2

∫ [∫
e+ıx′uµ(dx)

]
g1(σu)e−ıy′udu

d’après le théorème de Fubini, puisque

|g1(σu)e−ı(x−y)′u| ≤ e−
σ2|u|2

2

qui est intégrable pour µ(dx)du
Lemme 2 :
L’espace vectoriel engendré par les applications x 7−→ gσ(x − y) où σ parcourt
R∗

+ et y ∈ Rd est dense dans C0(R
d) (espace des fonctions continues sur Rd qui

tendent vers zéro à l’infini).
Démonstration :
On vérifie, en effet, facilement que cet espace est une sous algèbre de C0(R

d)
qui sépare les points (y compris le point à l’infini). On conclut en appliquant le
théorème de Stone-Wierstrass.
Les lemmes 1 et 2 impliquent le théorème 1 car, d’après le premier, si µ1 et µ2

désignent les lois de X et X̃ respectivement,
∫

fdµ1 et
∫

fdµ2 coïncident pour
f(x) = gσ(x − y) donc, d’après le second, par densité et continuité, pour toute
f ∈ C0.
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Chapitre 4

Lois des grands nombres et

théorème central limite

4.1 Différents modes de convergence des variables
aléatoires

Soient Xn (n ∈ N) et X∞ des variables aléatoires définies sur (Ω,a, P ) et à
valeurs Rd.

1. On dit que Xn → X∞ quand n → ∞ presque sûrement s’il existe N ∈ a

tel que P (N ) = 0 et ∀ ω ∈ Ω, ω 6∈ N ⇒ Xn(ω) → X∞(ω) quand n → ∞
dans Rd.

2. Xn → X∞ quand n → ∞ dans Lp (1 ≤ p < ∞) si pour tout n, Xn et X∞

appartiennent à Lp et E{|Xn − X∞|p} → 0 quand n → ∞.

3. Xn → X∞ quand n → ∞ en probabilité si pour tout ε > 0,
P{|Xn − X∞| > ε} → 0 quand n → ∞.

4. Xn → X∞ quand n → ∞ en loi si pour tout f ∈ Cb(R
d) = {applications

continues et bornées de Rd dans R}, on a E{f(Xn)} → E{f(X∞)} quand
n → ∞, en d’autres termes :

∫

Rd

f(x)PXn
(dx) →

∫

Rd

f(x)PX∞(dx) quand n → ∞

On dit alors que les lois PXn
convergent étroitement vers PX∞ quand

n → ∞.

4.1.1 Proposition 1

On a les relations suivantes entre ces différents modes de convergence :
1) ⇒ 3) et 2) ⇒ 3) ⇒ 4)
les implications en sens inverse (sans conditions supplémentaires) étant fausses
en général.
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Démonstration :

1. Cas 1) ⇒ 3) ci dessus. On suppose que Xn → X∞ presque sûrement.
Soient ε > 0 et An = {|Xn − X∞| > ε}. On a :

limAn = {ω ∈ Ω tel que |Xn(ω)−X∞(ω)| > ε pour une infinité d’entiers n}

On voit que :

limAn ⊆ {ω : Xn(ω) 6→ X∞(ω)} ⊆ N où P (N ) = 0

et

0 = P (limAn) = P{∩
n

( ∪
m≥n

Am)} = lim
n→∞

P{ ∪
m≥n

Am} ≥ limn→∞P (An) ≥ 0

donc
lim

n→∞
P{An} = lim

n→∞
P{|Xn − X∞| > ε} = 0

2. Cas 2) ⇒ 3) ci dessus. Soit ε > 0. On a :

P{|Xn − X∞| > ε} ≤ 1

εp
E{|Xn − X∞|p} → 0 quand n → ∞

3. Cas 3) ⇒ 4) ci dessus. On suppose que ∀ ε > 0 P{|Xn − X∞| > ε} → 0.
Premier cas : f ∈ Ck(Rd) = {fonctions continues à support compact dans
Rd} ; on sait alors que f est uniformément continue : pour tout ε > 0, il
existe αε > 0 tel que :

∀ x, y ∈ Rd, |x − y| ≤ αε ⇒ |f(x) − f(y)| < ε

donc

|E{f(Xn) − f(X∞)}| ≤ E{|f(Xn) − f(X∞)|}
≤ E{|f(Xn) − f(X∞)|.1(|Xn−X∞|≤αε)} + E{|f(Xn) − f(X∞)|.1(|Xn−X∞|>αε)}
≤ εP{|Xn − X∞| ≤ αε} + 2||f || P{|Xn − X∞| > αε}
≤ ε + 2||f || P{|Xn − X∞| > αε}
≤ 2ε

pour tout n assez grand (||f || = supx |f(x)| < ∞).
Cas général Soient ε > 0 et Cε > 0 tels que P{|X∞| > Cε} < ε. Il
existe alors ϕ ∈ Ck(Rd) telle que pour tout x ∈ Rd : 0 ≤ ϕ(x) ≤ 1 et
(|x| ≤ Cε) ⇒ ϕ(x) = 1.
Soit f ∈ Ck(Rd). On a :

|E{f(Xn)} − E{f(X∞)}|
≤ E{|f(Xn) − fϕ(Xn)|} + E{|fϕ(Xn) − fϕ(X∞)|} + E{|fϕ(X∞) − f(X∞)|}
≤ ||f ||

{
(1 − E{ϕ(Xn)}) + (1 − E{ϕ(X∞)})

}
+ E{|fϕ(Xn) − fϕ(X∞)|} (*)

Or :
0 ≤ 1 − ϕ ≤ 1(|x|>Cε)
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ϕ et fϕ appartiennent à Ck(Rd) donc :

|1 − E{ϕ(X∞)| ≤ P{|X∞| > Cε} < ε

et

lim
n→∞

|1 − E{ϕ(Xn)| = |1 − E{ϕ(X∞)| ≤ ε

lim
n→∞

E{|fϕ(Xn) − fϕ(X∞)|} = 0

L’inégalité (*) montre alors que, pour tout n assez grand :

|E{f(Xn)} − E{f(X∞)}| ≤ ||f ||(3ε) + ε

ε > 0 étant arbitraire, on voit que :

E{f(Xn)} → E{f(X∞)}

4.1.2 Proposition 2

Si Xn → X∞ en probabilité, il existe une sous suite nk ր ∞ telle que
Xnk

→ X∞ presque sûrement.
Démonstration :
On suppose que :

∀ ε > 0 : P{|Xn − X∞| > ε} → ∞ quand n → ∞

Il est facile de construire, par récurrence, une sous-suite nk ∈ N telle que, pour
tout k ∈ N :

P

{
|Xnk

− X∞| >
1

2k

}
<

1

2k

et nk < nk+1 ր ∞. Soit :

Ak =

{
|Xnk

− X∞| >
1

2k

}

On a alors : ∑

k

P (Ak) <
∑

k

1

2k
< ∞

donc

P{limAk} = 0

d’après le lemme de Borel-Cantelli.
Posons N = limAk. On voit que P (N ) = 0 et que, pour tout ω ∈ Ω :
(ω 6∈ N ) ⇒ ω 6∈ Ak pour tout k assez grand donc (ω 6∈ N ) ⇒ il existe un entier
K(ω) tel que, pour tout k ≥ K(ω)

|Xnk
(ω) − X∞(ω)| ≤ 1

2k
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4.2 Lois des grands nombres

4.2.1 Théorème 1

Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires réelles, de carré intégrable,
vérifiant les conditions suivantes :

1. E{Xn} → m quand n → ∞, où m ∈ R

2. ∀ l 6= k Cov(Xl, Xk) = 0

3. supn Var(Xn) < ∞
alors

Xn =
X1 + . . . + Xn

n
→ m quand n → ∞

dans L2 et presque sûrement.
Remarque :
Si les variables aléatoires Xn (n ∈ N∗) sont indépendantes, de même loi, de
carré intégrable alors les conditions 1), 2) et 3) sont satisfaites.
Démonstration du théorème 1 :

Posons X
′
n = Xn − E(Xn). On voit que (X

′
n) vérifie les conditions 2) et 3) et

que E(X
′
n) = 0,

Xn = X ′
n +

E(X1) + . . . + E(Xn)

n

E(X1) + . . . + E(Xn)

n
→ m quand n → ∞

Il suffit de montrer que X ′
n → 0 dans L2 et presque sûrement. Soit

C = sup
n

Var(Xn)

On a, d’après 2) et 3) :

E{(X ′
n)2} =

1

n2
Var{X1 + . . . + Xn}

=
1

n2
[Var{X1} + . . . + Var{Xn}]

≤ C.n

n2
=

C

n
→ 0 quand n → ∞

donc X ′
n → 0 dans L2. Pour tout n, posons Sn = X

′
1 + . . . + X

′
n. On vient de

voir que :

E
{(Sn

n

)2 }
≤ C

n

donc :

E




∑

n≥1

(
Sn2

n2

)2


 =

∑

n≥1

E

{(
Sn2

n2

)2
}

≤
∑

n≥1

C

n2
< ∞

La variable aléatoire réelle
∑

n≥1

(
Sn2

n2
(ω)

)2
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est intégrable, donc finie presque sûrement et

Sn2

n2
(ω) → 0 quand n → ∞ presque sûrement

Pour tout n ∈ N∗, soit mn ∈ N∗ tel que :

m2
n ≤ n < (mn + 1)2

alors

1 ≤ n

m2
n

<

(
1 +

1

mn

)2

→ 1 quand n → ∞

et
0 ≤ n − m2

n < 1 + 2mn ≤ 1 + 2
√

n

On a donc :

(1)
Sm2

n

n
=

Sm2
n

m2
n

× m2
n

n
→ 0 presque sûrement

de plus

E

{(
Sn − Sm2

n

n

)2
}

≤ 1

n2
2C.

√
n =

2C

n
3
2

donc

E




∑

n≥1

(
Sn − Sm2

n

n

)2


 ≤

∑

n≥1

2C

n
3
2

< ∞

et

(2)
Sn − Sm2

n

n
→ 0 quand n → ∞ presque sûrement

En regroupant (1) et (2), on voit que :

Sn

n
= X

′

n → 0 quand n → ∞ presque sûrement

4.2.2 Théorème 2 (Loi forte des grands nombres)

Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires réelles indépendantes, de
même loi, intégrables, alors :

Xn =
X1 + X2 + . . . + Xn

n
→ E(X1) quand n → ∞ presque sûrement

et dans L1 Nous admettrons la démonstration (un peu délicate) de ce théorème
[Cf. : Breiman « Probability » Ed. SIAM]
Corollaire : Théorème fondamental de la statistique
(Xn)n∈N étant une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi in-
connue µ, la loi des grands nombres montre que, pour toute fonction f mesurable
et bornée, on a

Mn(f, ω) =
f(X1) + . . . + f(Xn)

n
(ω) → E{f(X1)} =

∫
f(x)µ(dx) quand n → ∞
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presque sûrement.
On voit donc que la connaissance, pour tout n assez grand, des moyennes empi-
riques (i.e. accessibles à l’experience) Mn(f, ω) fournit une bonne approximation
de la véritable moyenne ∫

f(x)µ(dx) = µ(f)

Le théorème Central limite (convergence vers la loi de Gauss) permet d’estimer
« l’erreur » [Mn(f, ω) − µ(f)] ainsi que sa vitesse de convergence vers zéro. On
a aussi :

4.2.3 Théorème 3 (Loi du logarithme itéré)

Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires indépendantes, de même loi
et bornées, alors :

limn→∞
(X1 + . . . + Xn) − nE(X1)

[2n log(log(n))]
1
2

= σ(X1) presque sûrement

limn→∞

(X1 + . . . + Xn) − nE(X1)

[2n log(log(n))]
1
2

= −σ(X1) presque sûrement

Démonstration : Admise [Cf. : Breiman « Probability » Ed. SIAM]

Ce théorème montre que Xn−E(X1) converge presque sûrement vers zéro « aussi
vite » que

(
2 log (log(n))

n

) 1
2

quand n → ∞.

4.3 Convergence en loi

Soient Xn(n ∈ N) et X∞ des variables aléatoires à valeurs Rd. Si Xn → X∞

en loi, alors pour tout t ∈ Rd :

ϕXn
(t) = E{eıtXn} → ϕX∞(t) = E{eıtX∞} quand n → ∞

puisque

f(x) = eıtx appartient à Cb(R
d)

Réciproquement on a le :

4.3.1 Théorème de Paul Lévy

Si, pour tout t ∈ Rd, ϕXn
(t) → ϕ(t) (simplement) et si ϕ est continue en

zéro, alors ϕ est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire X∞ à valeurs
Rd et Xn → X∞ en loi. On va démontrer une propriété plus simple.
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4.3.2 Théorème 4

Si, pour tout t ∈ Rd, ϕXn
(t) → ϕX∞(t), alors Xn → X∞ en loi.

Démonstration (succinte).
Soit

gσ(u) =
1

(√
2πσ2

)d
e−

1
2σ2 |u|2

où σ > 0 et u ∈ Rd. On sait [ Cf. l’appendice du chapitre 3 ] que :

∫
gσ(x − y)PXn

(dx) =
1

(2π)
d
2

∫
ϕXn

(u)g1(σu)e−ıuy du

donc, puisque ϕXn
(u) → ϕX∞(u), on voit, grâce au théorème de Lebesgue, que :

(*) :

∫
gσ(x − y)PXn

(dx) → 1

(2π)
d
2

∫
ϕX∞(u)g1(σu)e−ıuydu

=

∫
gσ(x − y)PX∞(dx)

Soit L le sous espace vectoriel de C0(R
d) = {fonctions continues qui tendent vers

zéro à l’infini} engendré par les fonctions x 7−→ gσ(x − y) où σ > 0 et y ∈ Rd.
Une application du théorème de Stone-Weirstrass montre que L est dense dans
C0(R

d) et la propriété (*) entraîne, par continuité, que

∀ f ∈ C0(R
d) :

∫
f(x)PXn

(dx) →
∫

f(x)PX∞(dx)

On vérifie alors [Cf ; la démonstration de la proposition 1 ], que la convergence
précédente a lieu pour tout f ∈ Cb(R

d)

4.3.3 Proposition 3

Soient Xn(n ∈ N) et X∞ des variables aléatoires à valeurs Rd, alors si
Xn → X∞ en loi, on a pour tout A ∈ BRd , tel que P{X∞ ∈ ∂A} = 0 ( où ∂A
désigne la frontière de A)

P{Xn ∈ A} → P{X∞ ∈ A} quand n → ∞

En particulier, si les variables aléatoires Xn et X∞ sont à valeurs réelles, pour
tout t ∈ R, tel que P{X∞ = t} = 0 (i.e. en tout point de continuité de la
fonction de répartition F (t) = P{X∞ ≤ t}), on a

P{Xn ≤ t} → P{X∞ ≤ t}

Réciproquement, si les fonctions de répartition Fn(t) = P{Xn ≤ t} convergent
vers P{X∞ ≤ t} = F (t) en tout point t ∈ D où D est dense dans R, alors
Xn → X∞ en loi.
Démonstration : elle est admise.
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4.3.4 Théorème 5 (Théorème Central Limite)

Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires indépendantes, de même loi,
de carré intégrable, à valeurs dans Rd. Posons m = E(X1) ∈ Rd, D = D(X1) est
la matrice de dispersion de X1 et Sn = X1 + X2 + . . . + Xn, alors

√
n{Sn

n
−m}

converge en loi, quand n → ∞, vers la loi de Gauss Nd(0, D). En particulier, si
d = 1, en posant σ2 = Var(X1) (on suppose σ2 > 0) :

P
{
α ≤

√
n

σ

{Sn

n
− m

}
≤ β

}
→ 1√

2π

∫ β

α

e−
x2

2 dx quand n → ∞

pour tous α ≤ β dans R = R ∪ {−∞} ∪ {+∞}.
Démonstration (succinte) :
Soit

Φ(t) = E{eıt(X1−m)} (t ∈ Rd)

alors Φ est de classe C2 et :

∂Φ

∂tl
(0) = 0,

∂2Φ

∂tl∂tk
(0) = −Dl,k, pour tous l, k ∈ {1, . . . , d}

d’où le développement limité :

Φ(t) = 1 − 1

2
< t, Dt > +|t|2ε(t) où ε(t) → 0 quand t → 0

On a donc, pour tout t ∈ Rd :

Φn(t) = E
{
e

ıt( Sn−nm√
n

)}

=

[
Φ

(
t√
n

)]n

=

[
1 − 1

2n
< t, Dt > +

|t|2
n

ε

(
t√
n

)]n

= e
n log(1− 1

2n
<t,Dt>+ |t|2

n
ε( t√

n
))

→ e−
1
2<t,Dt> quand n → ∞ puisque ε

(
t√
n

)
→ 0

(le log est bien défini pour tout n assez grand).

On sait de plus que t 7−→ e−
1
2<t,Dt> est la fonction caractéristique de toute

variable aléatoire de loi Nd(0, D) ; il suffit donc d’appliquer le théorème 4.
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Chapitre 5

Espérance conditionnelle

Soient (Ω,a, P ) un espace de probabilité associé à une expérience aléatoire
et B une sous-tribu de a. a est la tribu de tous les événements « possibles » et
B représente une famille d’événements remarquables : par exemple famille des
événements du « passé », du « futur », du « présent » ou bien famille des événe-
ments qui s’expriment en fonction d’une variable aléatoire T fixée de (Ω,a, P )
dans un espace (F,F) :

B = σ(T ) = {T−1(S); S ∈ F} ⊆ a

Rappelons que si Y est une variable aléatoire réelle, on dira que Y est B-mesu-
rable si :

σ(Y ) = {Y −1(C); C borélien de R} ⊆ B

en d’autres termes, Y « ne dépend que des événements de B ».
X étant une variable aléatoire réelle donnée sur (Ω,a, P ) un problème naturel
consiste à rechercher la « meilleur approximation », en un sens à préciser, de X
par une variable aléatoire réelle Y B-mesurable.

5.1 Théorème 1 (fondamental)

Soient X une variable aléatoire réelle intégrable définie sur (Ω,a, P ) et B
une sous-tribu de a. Il existe alors une variable aléatoire réelle Y B-mesurable
et intégrable, unique à l’égalité presque sûre près, telle que :

(∗) pour tout B ∈ B :

∫

B

XdP =

∫

B

Y dP

On dira que Y est (une version de) l’espérance conditionnelle de X sachant B
et on notera : Y = E{X/B} presque sûrement.
Nous admettrons (pour le moment) l’existence de Y , basée sur le théorème de
Radon-Nicodym, [Cf. W. Rudin « Real and Complex Analysis » MC Graw H
(ed)]. Montrons l’unicité de Y , à l’égalité presque sûre près.
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5.2 Proposition 1

Soit Z une variable aléatoire réelle B-mesurable et intégrable alors Z ≥ 0
presque sûrement si et seulement si :

(1) pour tout B ∈ B :

∫

B

ZdP ≥ 0

Démonstration :
Il suffit, évidemment, de montrer que (1) ⇒ Z ≥ 0 presque sûrement. Soient
ε > 0 et B = {Z ≤ −ε}. Alors B ∈ B, puisque Z est B-mesurable, de plus

(1) ⇒ 0 ≤
∫

B

ZdP =

∫

Z≤−ε

ZdP ≤ −εP{Z ≤ ε} ≤ 0

donc, pour tout

ε > 0 : P{Z ≤ −ε} = 0 et P{Z < 0} = P



 ∪

ε>0
ε∈Q

{Z ≤ −ε}



 = 0

Corollaire 1 :
Soient Y1 et Y2 deux variables aléatoires réelles B-mesurables et intégrables telles
que :

pour tout B ∈ B :

∫

B

Y1dP =

∫

B

Y2dP alors Y1 = Y2

presque sûrement.
Démonstration : Immédiate : poser Z = Y1 − Y2.

5.3 Proposition 2

Soient X ∈ L1(Ω,a, P ) et B une sous-tribu de a alors Y = E{X/B} presque
sûrement si et seulement si
(1) Y est presque sûrement égale à une variable aléatoire B-mesurable et inté-
grable
(2) pour toute variable aléatoire réelle Z B-mesurable et bornée, on a : E{X.Z} =
E{Y.Z}
Démonstration :
Si Y vérifie les propriétés (1) et (2), on a immédiatement Y = E{X/B} presque
sûrement (poser Z = 1B, B ∈ B). Réciproquement supposons que Y = E{X/B}
presque sûrement ; on a (1) par définition, de plus, pour toute variable aléatoire
réelle Z B-mesurable étagée :

Z =
∑

finie

αi1Bi
où αi ∈ R et Bi ∈ B

on a :

E{X.Z} =
∑

finie

αiE{X.1Bi
}

=
∑

finie

αiE{Y.1Bi
}

= E{Y.Z}
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Si Z est une variable aléatoire réelle B-mesurable et bornée, posons :

Zn =
∑

k∈Z

k

2n
.1(Z∈[ k

2n , k+1
2n [) (n ∈ N∗)

alors Zn est B-mesurable étagée,

|Z − Zn| ≤
1

2n

|Zn| ≤ sup
ω

|Z(ω)| + 1 < ∞

E{X.Zn} = E{Y.Zn}
il suffit de faire tendre n vers l’infini et d’appliquer le théorème de Lebesgue
pour obtenir l’égalité :

E{X.Z} = E{Y.Z}

5.4 Propriétés de l’espérance conditionnelle

Soient X et Y appartenant à L1(Ω,a, P ) et B une sous-tribu de a alors :

1. E{X + Y/B} = E{X/B}+ E{Y/B} presque sûrement

2. Pour tout α ∈ R E{αX/B} = αE{X/B} presque sûrement

3. Si X ≤ Y presque sûrement, on a : E{X/B} ≤ E{Y/B} presque sûrement,
en particulier : X ≥ 0 presque sûrement ⇒ E{X/B} ≥ 0 presque sûrement

4. E
{
E{X/B}

}
= E{X}

5. Si X et B sont indépendantes, on a E{X/B} est constante presque sû-
rement et égale à E{X}, en particulier, pour toute constante α ∈ R

E{α/B} = α presque sûrement

6. Soit ϕ une fonction convexe minorée de R dans R alors

ϕ
{
E{X/B}

}
≤ E{ϕ(X)/B}

presque sûrement si ϕ(X) ∈ L1, en particulier

|E{X/B}| ≤ E{|X |/B}

et
|E{X/B}|p ≤ E{|X |p/B}

presque sûrement si p ∈ [1,∞[ et X ∈ Lp.

7. Si Y est B-mesurable et X.Y ∈ L1 alors

E{X.Y/B} = Y E{X/B}

presque sûrement, en particulier

E{Y/B} = Y

presque sûrement
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8. Si B′
est une sous-tribu de B, on a

E
{
E{X/B}/B′}

= E{X/B′} = E
{
E{X/B′}/B

}

presque sûrement

9. Si Xn (n ∈ N) est une suite de variables aléatoires réelles positives telles
que 0 ≤ Xn ≤ Xn+1 et Xn ր X presque sûrement alors

E{Xn/B} ր E{X/B}

presque sûrement

Démonstration :
Pour démontrer les propriétés précédentes on utilise les assertions (1) et (2) de
la proposition 2 qui caractérisent l’espérance conditionnelle.

1. Soient Y1 = E{X/B}, Y2 = E{Y/B}, Y3 = E{X+Y/B} presque sûrement
et Z une variable aléatoire réelle B-mesurable bornée. On a, d’après (2) :

E{(Y1 + Y2).Z} = E{Y1.Z} + E{Y2.Z}
= E{X.Z} + E{Y.Z}
= E{(X + Y ).Z}
= E{(Y3.Z}

donc Y1 + Y2 = Y3 presque sûrement puisque Y1 + Y2 est B-mesurable et
intégrable.

2. On démontre de même le 2).

3. On suppose que X ≤ Y presque sûrement, alors pour tout B ∈ B :

∫

B

E{(Y − X)/B} dP =

∫

B

(Y − X) dP ≥ 0

et puisque E{(Y − X)/B} est B-mesurable intégrable, on a, d’après le
proposition 1 :

E{Y/B} − E{X/B} = E{(Y − X)/B} ≥ 0

presque sûrement

4. On a : Ω ∈ B, donc :

∫

Ω

X dP =

∫

Ω

E{X/B} dP

5. Dire que X et B sont indépendantes signifie que, pour tout B ∈ B les
variables aléatoires X et 1B sont indépendantes. Soit B ∈ B alors

∫

B

X dP = E{X.1B} = E{X}P (B) =

∫

B

E(X) dP

donc E(X) = E{X/B} presque sûrement puisque la variable aléatoire
constante E(X) est évidemment B-mesurable, intégrable.
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6. Soit S l’ensemble des fonctions affines ∆ telles que, pour tout x ∈ R :
∆(x) ≤ ϕ(x). On sait que ϕ(x) = sup∆∈S ∆(x). Si ∆ ∈ S, on a d’après
1), 2), 3) et 5) :

∆
{
E{X/B}

}
= E{∆(X)/B} ≤ E{ϕ(X)/B}

presque sûrement donc

ϕ
{
E{X/B}

}
≤ E{ϕ(X)/B}

presque sûrement

7. On suppose que Y est B-mesurable et X.Y ∈ L1. Posons Y1 = Y.E{X/B}
et Y2 = E{X.Y/B}. Soit Z une variable aléatoire réelle B-mesurable et
bornée. Pour tout n ∈ N, on a :

E{(Y2.Z.1(|Y |≤n)} = E{X.Y.Z.1(|Y |≤n)}
= E

{
E{X/B}.Y.Z.1(|Y |≤n)

}

(car la variable aléatoire Y.Z.1(|Y |≤n) est B-mesurable bornée) donc

Y2.1(|Y |≤n) = E{X/B}.Y.1(|Y |≤n)

= Y1.1(|Y |≤n)}

presque sûrement (d’après le corollaire 1). En faisant tendre n vers l’infini
dans l’égalité précédente, on voit que Y1 = Y2 presque sûrement.

8. Soit B′
une sous-tribu de B. Pour tout B ∈ B′

, on a, par définition :

∫

B

E
{
E{X/B}/B′}

dP =

∫

B

E{X/B} dP

=

∫

B

X dP

=

∫

B

E{X/B′} dP

donc :

E
{
E{X/B}/B′}

= E{X/B′} presque sûrement

d’après le corollaire 1, de plus

E{X/B′} = E
{
E{X/B′}/B

}
presque sûrement

d’après 7) puisque toute variable aléatoire B′
mesurable est B-mesurable.

9. Pour tout n ∈ N : 0 ≤ Xn ≤ Xn+1 ր X presque sûrement et X ∈ L1

donc :

0 ≤ E{Xn/B} ≤ E{Xn+1/B} ≤ E{X/B}

presque sûrement. Soit H = lim ր E{Xn/B}, alors H est B-mesurable et
0 ≤ H ≤ E{X/B} presque sûrement, donc H ∈ L1. De plus, pour tout
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B ∈ B, on a, d’après le théorème de Beppo-Levi :

∫

B

H dP = lim
n

ր
∫

B

E{Xn/B} dP

= lim
n

ր
∫

B

Xn dP

=

∫

B

X dP

=

∫

B

E{X/B} dP

donc H = E{X/B} presque sûrement.

5.5 Théorème 2

Soit X une variable aléatoire réelle de carré intégrable, définie sur (Ω,a, P )
et B une sous-tribu de a, alors Y = E{X/B} presque sûrement si et seulement
si Y vérifie les conditions 1) et 2) suivantes :
1) Y est presque sûrement égale à une variable aléatoire réelle B-mesurable, de
carré intégrable.
2) Pour toute variable aléatoire réelle Z B-mesurable, de carré intégrable, on a :
E{(X − Y )2} ≤ E{(X − Z)2}
De plus, sous la condition 1), 2) est équivalente à 3) :
3) Pour toute variable aléatoire réelle Z B-mesurable, de carré intégrable, on a :
E{(X − Y ).Z} = 0
Remarque :
Le théorème précédent montre que l’espérance conditionnelle de X sachant B,
E{X/B}, est « la meilleure approximation en moyenne quadratique » (dans L2, à
l’égalité presque sûre près) de X par une variable aléatoire réelle Y B-mesurable.
Démonstration : On suppose que X ∈ L2(Ω,a, P ) ; on a alors, d’après les pro-
priétés de l’espérance conditionnelle :

(E{X/B})2 ≤ E{X2/B} presque sûrement

et

E
{
(E{X/B})2

}
≤ E

{
E{X2/B}

}
= E{X2} < ∞

donc E{X/B} vérifie 1).
Soit Z une variable aléatoire réelle B-mesurable, de carré intégrable. Pour tout
n ∈ N on sait, d’après la proposition 2, que

E{X.Z.1(|Z|≤n)} = E
{
E{X/B}.Z.1(|Z|≤n)

}

Si n → ∞ on voit, en appliquant le théorème de Lebesgue, que :

E{X.Z} = E
{
E{X/B}.Z

}

ou bien

E
{
(X − E{X/B}).Z

}
= 0
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donc E{X/B} vérifie 3) ; de plus

E{(X − Z)2} = E
{
[(X − E{X/B}) + (E{X/B}− Z)]2

}

= E
{
(X − E{X/B})2

}
+ E

{
(E{X/B}− Z)2

}

+ 2 E
{
(X − E{X/B}).(E

{
(X/B}− Z)

}

= E
{
(X − E{X/B})2

}
+ E

{
(E{X/B}− Z)2

}
(1)

≥ E
{
(X − E{X/B})2

}
(*)

Car Z̃ = E{X/B}− Z est B-mesurable de carré intégrable donc

E
{
(X − E{X/B}).Z̃

}
= 0

L’inégalité (*) montre donc que : E{X/B} vérifie 2).
Réciproquement, si Y est une variable aléatoire réelle vérifiant 1) et 2), on voit,
d’après (1), en remplaçant Z par Y , que :

E
{
(X − E{X/B})2

}
+ E

{
(E{X/B}− Y )2

}

= E{(X − Y )2}
≤ E

{
(X − E{X/B})2

}

donc

E
{
(E{X/B}− Y )2

}
= 0 et Y = E{X/B} presque sûrement

Si Y est une variable aléatoire réelle vérifiant 1) et 3), il est immédiat de voir,
d’après la proposition 2, que Y = E{X/B} presque sûrement. On a donc montré
que :

Y = E{X/B} presque sûrement

⇐⇒ Y vérifie 1) et 2)

⇐⇒ Y vérifie 1) et 3)

C.Q.F.D.

5.6 Proposition 3

Soient X1 et X2 appartenant à L2(Ω,a, P ) et B une sous-tribu de a, alors :

|E{X1.X2/B}| ≤
(
E{X2

1/B}
)1

2
(
E{X2

2/B}
)1

2 presque sûrement

en particulier :

|E{X1/B}| ≤ E{|X1|/B} ≤
(
E{X2

1/B}
)1

2 presque sûrement

Démonstration :
Exercice : utiliser le fait que, pour tout λ ∈ R :

E{(X1 + λX2)
2/B} ≥ 0 presque sûrement
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5.7 Théorème 3

Soient T une variable aléatoire définie sur (Ω,a) à valeurs dans un espace
mesurable (F,F) et Y une application de Ω dans (R,BR). Notons σ(T ) la tribu
engendrée par T :

σ(T ) = {T−1(S); S ∈ F} ⊆ a

Alors Y est σ(T )-mesurable si et seulement si il existe une application mesurable
h de (F,F) dans (R,BR) telle que Y = h ◦ T . On a donc le schéma suivant :

(Ω, σ(T ))
T

//

Y =h◦T
%%L

L

L

L

L

L

L

L

L

L

(F,F)

h

��

(R,BR)

Démonstration :
Si Y = h ◦ T , avec h mesurable de (F,F) dans (R,BR) il est évident que :

σ(Y ) = {T−1
(
h−1(C)

)
; C ∈ BR} ⊆ σ(T )

Réciproquement, supposons d’abord, que Y est une variable aléatoire réelle éta-
gée σ(T )-mesurable

Y =
∑

finie

αi.1Di
où αi ∈ R et Di ∈ σ(T )

pour tout i :

Di = T−1(Si) où Si ∈ F donc 1Di
= 1Si

◦ T

et
Y =

∑

finie

αi.1Si
◦ T = h ◦ T avec h =

∑

finie

αi.1Si

Si maintenant Y est une variable aléatoire réelle positive σ(T )-mesurable, il
existe une suite croissante Yn de variables aléatoires réelles étagées, σ(T )-mesurables
positives telles que : Y = limn ր Yn ; on peut donc écrire Yn = hn ◦ T où hn

est une application mesurable de (F,F) dans (R,BR). Soit

h = lim
n

hn.1(lim hn<∞)

on voit que
Y = lim

n
ր hn ◦ T = h ◦ T

Si Y est de signe quelconque, on décompose : Y = Y + − Y −.

5.8 Définition 1

Soient X ∈ L1(Ω,a, P ) et T une variable aléatoire définie sur (Ω,a) à valeur
dans (F,F). L’espérance conditionnelle de X sachant T , notée E{X/T } est
définie par :

E{X/T } = E{X/σ(T )}
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où σ(T ) ⊆ a est la sous-tribu engendrée par T .
En combinant la proposition 2 et le théorème 3, on voit que : Y = E{X/T }
presque sûrement est caractérisée par (1) et (2) :
(1) Il existe g application mesurable de (F,F) dans R telle que : Y = g(T )
presque sûrement et g(T ) ∈ L1.
(2) Pour toute application h mesurable et bornée de (F,F) dans R on a :

E{X.h(T )} = E{Y.h(T )}

Le théorème 2 montre, de plus, que si X ∈ L2(Ω,a, P ), alors E{X/T } est la
meilleure approximation en moyenne quadratique de X par une fonction mesu-
rable de T , plus précisément :

1. Il existe g application mesurable de (F,F) dans R telle que E{X/T } = g(T )
presque sûrement et g(T ) ∈ L2

2. Pour toute application mesurable h de (F,F) dans R telle que h(T ) ∈ L2,
on a :

E{(X − g(T ))
2} ≤ E{(X − h(T ))

2}
Remarque :
Dans la pratique, pour calculer l’espérance conditionnelle E{X/T }, le problème
qui se pose est de trouver une fonction g telle que E{X/T } = g◦T presque sûre-
ment. Connaissant la loi du couple (X, T ), les conditions (1) et (2) précédentes
permettent, en général, de déterminer la restriction de g à un sous-ensemble
mesurable S de F tel que P{T ∈ S} = 1, ce qui est suffisant car la variable
aléatoire g ◦ T est alors bien définie presque sûrement.
Exemples importants :
Exemple A : Si T est une variable aléatoire discrète à valeurs dans un ensemble
dénombrable F , posons :

S = {t ∈ F : P (T = t) > 0}

alors P{T ∈ S} = 1 et pour toute variable aléatoire réelle X ∈ L1, on a :
E{X/T } = g ◦ T presque sûrement où :

∀ t ∈ S : g(t) =
1

P (T = t)

∫

{T=t}

X dP

Démonstration :
Soit t ∈ S. Posons h = 1{t}, alors, d’après (2), si E{X/T } = g ◦ T on a

E{X.(1{t} ◦ T )} = E{(g ◦ T ).(1{t} ◦ T )}
= E{X.1(T=t)}
= g(t).P{T = t}

donc

g(t) =
1

P (T = t)
E{X.1(T=t)}

Exemple B : Si (X, T ) est à valeurs Rn × Rm, de densité f = (f(x, t)), posons

S = {t ∈ Rm ;

∫

Rn

f(x, t) dx > 0}
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alors P{T ∈ S} = 1 et pour toute fonction θ mesurable et bornée de Rn dans
R, on a

E{θ(X)/T } = g ◦ T presque sûrement

où pour presque tout t ∈ S :

g(t) =

∫

Rn

θ(x)f(x, t) dx × 1∫
Rn f(x, t) dx

(*)

Démonstration :
On sait que la densité k de T est donnée par :

k(t) =

∫

Rn

f(x, t) dx (t ∈ Rm)

donc S = {t : k(t) > 0} et on a bien P{T ∈ S} = 1.
Soit θ : Rn → R mesurable et bornée, alors, d’après (2), si E{θ(X)/T } = g(T ),
pour toute application h mesurable et bornée de Rn dans R

E{θ(X).h(T )} = E{g(T ).h(T )}

=

∫∫
θ(x)h(t)f(x, t) dxdt

=

∫∫
g(t)h(t)f(x, t) dxdt

=

∫

Rm

h(t)

[∫

Rn

θ(x)f(x, t) dx

]
dt

=

∫

Rm

h(t)g(t)k(t) dt

l’égalité précédente étant valable pour tout h, on voit que

g(t)k(t) =

∫

Rn

θ(x)f(x, t) dx

presque partout en t. Si t ∈ S, on obtient donc la formule (*).
Exemple C : Soit (X, T ) une variable aléatoire à valeurs dans (F1×F2,B1⊗B2).
Si X et T sont indépendantes, alors pour toute application ϕ mesurable et
bornée de F1 × F2 dans R, on a :

E{ϕ(X, T )/T } = g ◦ T presque sûrement

où

g(t) = E{ϕ(X, t)} =

∫

F1

ϕ(x, t)PX (dx)

pour presque tout t ∈ F2 (relativement à la loi de T ).
Démonstration :
Si t ∈ F2, posons g(t) = E{ϕ(X, t)}. Pour toute application h mesurable et
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bornée de F2 dans R, on a, d’après le théorème de Fubini :

E{ϕ(X, T ).h(T )} =

∫∫

F1×F2

ϕ(x, t)h(t)PX (dx)PT (dt)

=

∫

F2

h(t)

[∫

F1

ϕ(x, t)PX (dx)

]
PT (dt)

=

∫

F2

h(t)E{ϕ(X, t)}PT (dt)

=

∫

F2

h(t)g(t)PT (dt)

= E{g(T ).h(T )}
= E{E{ϕ(X, T )/T }.h(T )}

donc
E{ϕ(X, T )/T } = g(T ) presque sûrement

5.9 Définition 2

Soient X et T deux variables aléatoires définies sur (Ω,a, P ) à valeurs dans
des espaces mesurables (F1,B1) et (F2,B2) respectivement. On appelle loi condi-
tionnelle de X sachant T une famille de probabilités sur l’espace (F1,B1) indicée
par t ∈ F2 : (N(t, dx))t∈F2

vérifiant les conditions suivantes :

1. Pour tout B1 ∈ B1, l’application t ∈ F2 7−→ N(t, B1) ∈ [0, 1] est mesu-
rable.

2. Pour toute application θ mesurable et bornée de (F1,B1) dans R on a :

E{θ(X)/T }(ω) =

∫

F1

θ(x)N (T (ω), dx) presque sûrement

En particulier

P{X ∈ B1/T } def
= E{1B1 ◦ X/T } = N(T, B1) presque sûrement

pour tout B1 ∈ B1.

On dit alors que N(t, dx) est la loi conditionnelle de X sachant que (T = t).
Remarques :

1. Il suffit de connaître la loi conditionnelle de X sachant que (T = t),
pour tout t ∈ S où S est un sous-ensemble mesurable de F2 tel que
P{T ∈ S} = 1.

2. Pour toute application mesurable et bornée ϕ de F1 ×F2 dans R, on peut
montrer (facilement) que

(∗) E{ϕ(X, T )/T }(ω) =

∫

F1

ϕ(x, T (ω))N (T (ω), dx) presque sûrement

On utilisera souvent la notation suivante :

E{ϕ(X, T )/(T = t)} def
=

∫

F1

ϕ(x, t)N(t, dx)
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(même si P (T = t) = 0!).
La formule (*) entraîne, de plus, que :

E{ϕ(X, T )} = E
{
E{ϕ(X, T )/T }

}

=

∫

F1×F2

ϕ(x, t)P(X,T )(dx, dt)

=

∫

F2

PT (dt)

∫

F1

ϕ(x, t)N(t, dx)

(formule des lois images)
On a donc l’égalité formelle :

P(X,T )(dx, dt) = PT (dt)N(t, dx)

où N(t, dx) est la loi conditionnlle de X sachant que (T = t).

3. Les variables aléatoires X et T sont indépendantes si et seulement si
N(t, dx) ne dépend pas de t : N(t, dx) = PX(dx) pour tout t ∈ F2.

4. Calculons la loi conditionnelle de X sachant T dans chacun des exemples
précédents :
Exemple A : (T variable aléatoire discrète)
Pour toute application mesurable et bornée θ à valeurs réelles :

E{θ(X)/(T = t)} =
1

P (T = t)

∫

{T=t}

θ(X) dP

=

∫

Ω

θ(X)(ω)Pt(dω) où Pt(dω) = P{dω/(T = t)}

si t ∈ F et P (T = t) > 0

=

∫

R

θ(x)N(t, dx)

donc N(t, dx) est la loi de X sous Pt.
Exemple B :
(X, T ) admet une densité (f(x, t)) sur Rn × Rm. On voit immédiatement
que :

N(t, dx) = f(x, t) dx.
1∫

Rn f(x, t) dx
si t ∈ Rm et

∫

Rn

f(x, t) dx > 0

Exemple C :
X et T indépendantes à valeurs dans (F1,B1) et (F2,B2) respectivement.
Soit Φ une application mesurable de (F1 × F2,B1 ⊗ B2) dans (F3,B3).
Posons X̃ = Φ(X, T ). Alors la loi conditionnelle de X̃ sachant que (T = t),
Ñ(t, dy) est égale à la loi de la variable aléatoire Φ(X, t). En effet, pour
toute application mesurable et bornée θ de (F3,B3) dans R on a :

E{θ(X̃)/(T = t)} = E{θ (Φ(X, T )) /(T = t)} = g(t)

où

g(t) = E{θ (Φ(X, t))} =

∫

F3

θ(y)Ñ(t, dy) (t ∈ F2)
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5.10 Espaces L
P

Soit 1 ≤ p < ∞, rappelons (cf. le chapitre 3 I) que Lp(Ω,a, P ) = Lp désigne
l’ensemble des variables aléatoires réelles finies X telles que E{|X |p} < ∞. Lp

est un espace vectoriel sur R. Pour tout X ∈ Lp, posons

Np(X) = (E{|X |p}) 1
p

L’application Np(.) vérifie les propriétés :

1. Np(X) = 0 ⇐⇒ X = 0 presque sûrement

2. ∀ λ ∈ R, ∀ X ∈ Lp, Np(λX) = |λ|.Np(X).

3. ∀ X et Y dans Lp, Np(X + Y ) ≤ Np(X) + Np(Y )

A cause de la propriété 1), Np(.) n’est pas une norme sur Lp. Pour obtenir un
« bon » espace normé, on effectue la construction suivante :

∀ X ∈ Lp, soit Ẋ = {Y ∈ Lp tel que X = Y presque sûrement} ⊆ Lp

On définit : Lp = {Ẋ où X varie dans Lp}
Remarquer que pour tous X1, Y1, X2, Y2 dans Lp et λ ∈ R, on a :

[Ẋ1 = Ẏ1 et Ẋ2 = Ẏ2] ⇒ ˙̂
X1 + X2 =

˙̂
Y1 + Y2

[Ẋ1 = Ẏ1] ⇒ ˙̂
λX1 =

˙̂
λY1

On munit l’ensemble Lp d’une addition et d’une multiplication par les scalaires
en posant : si C1 et C2 appartiennent à Lp, C1 = Ẋ1, C2 = Ẋ2 où X1 et X2 ∈ Lp

C1+̇C2
def
=

˙̂
X1 + X2

et pour tout λ ∈ R :

λ.C1
def
=

˙̂
λX1

La remarque précédente montre que ces définitions ont bien un sens et on vérifie
facilement que (Lp, +̇, .) est un espace vectoriel sur R. Soient X et Y dans Lp,
noter que

Ẋ = Ẏ ⇒ Np(X) = Np(Y )

Si C appartient à Lp, on peut donc définir sans ambiguïté Np(C) par la formule :

(1) Np(C) = Np(X)

où X ∈ Lp est un représentant quelconque de C : Ẋ = C.
On a alors :

Np(C) = Np(Ẋ) = 0 ⇒ X = 0 presque sûrement ⇒ C = 0̇

où 0̇ est l’élément neutre de Lp. Il est immédiat de vérifier que la formule (1)
définit une véritable norme Np(.) sur l’espace vectoriel Lp. On identifiera, dans
la suite, un élément C de Lp à l’un quelconque de ses représentants X dans
Lp : C = Ẋ. Une variable aléatoire réelle X telle que E{|X |p} < ∞ sera donc
considérée (pour simplifier les notations) indifferemment, suivant les contextes,
comme un élément de Lp ou de Lp. Si X ∈ Lp, on notera de plus :

Np(X) = (E{|X |p}) 1
p = ||X ||p
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5.11 Théorème 4

Soit 1 ≤ p < ∞. L’espace Lp, muni de la norme ||.||p, est un espace de
Banach.
Démonstration :
Soit (Xn)n∈N une suite de Cauchy dans Lp. On construit facilement, par ré-
currence, une sous-suite 1 ≤ n1 < n2 < . . . < nk ր +∞ telle que, pour tout
k :

||Xnk+1
− Xnk

||p ≤ 1

2k

soit

0 ≤ Yk =
k−1∑

l=1

|Xnl+1
− Xnl

| (k ≥ 2)

On voit que, pour tout k ≥ 2 :

||Yk||p = (E{(Yk)p}) 1
P ≤

k−1∑

l=1

||Xnl+1
− Xnl

||p ≤
k−1∑

l=1

1

2l
< 1

Le lemme de Fatou montre alors que :

E

{
lim

k→∞
(Yk)p

}
≤ lim

k→∞
E{Y p

k } ≤ 1

donc
lim

k→∞
Yk(ω) =

∑

l≥1

|Xnl+1
− Xnl

|(ω) < ∞ presque sûrement

Il est facile d’en déduire que la sous-suite (Xnl
)l≥1 converge presque sûrement

vers une variable aléatoire X∞, de plus

|X∞| = lim
k→∞

|Xnk
| ≤ |Xn1 | + lim

k→∞
Yk

donc X∞ ∈ Lp et

(E{|X∞ − Xnk
|p}) 1

p ≤ lim
l→∞

(E{|Xnl
− Xnk

|p}) 1
p

≤ lim
l→∞

l−1∑

i=k

||Xni+1 − Xni
||p

≤
∑

i≥k

1

2i
=

2

2k
→ 0 quand k → ∞

d’après le lemme de Fatou et l’inégalité triangulaire donc Xnk
→ X∞ dans Lp,

or la suite (Xn)n∈N étant de Cauchy, on voit que :

||Xn − X∞||p ≤ ||Xn − Xnk
||p + ||Xnk

− X∞||p → 0

quand k et n → ∞ et on a bien limn→∞ Xn = X∞ dans Lp.
Corollaire 1 :
Toute suite (Xn)n∈N de variables aléatoires réelles qui convergent dans Lp vers
une variable aléatoire réelle X∞, admet une sous-suite (Xnk

)k∈N qui converge
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presque sûrement vers X∞.
Démonstration : Immédiate, compte tenu de la démonstration du théorème 4.
(Cf. aussi la proposition 2 du chapitre 4).
Corollaire 2 :
Pour tous X et Y dans L2, posons : < X, Y >= E{X.Y }. On définit ainsi un
produit scalaire < ., . > sur L2 et l’espace L2, muni de ce produit scalaire est
un espace de Hilbert.
Démonstration : Immédiate, d’après le théorème 4 : remarquer que

||X ||2 = (< X, X >)
1
2

5.12 Espérance conditionnelle dans L
2

Commençons par un rappel sur les espaces de Hilbert. Soient (H, < ., . >)
un espace de Hilbert et F ⊆ H un sous-espace fermé. Pour tout x ∈ H , il existe
y ∈ F , unique projection orthogonale de x sur F , vérifiant l’une des conditions
équivalentes suivantes :

1. ∀ z ∈ F, (x − y) ⊥ z i.e. < x, z >=< y, z >

2. ∀ z ∈ F, ||x − y|| ≤ ||x − z||
Soient (Ω,a, P ) un espace de probabilité et B une sous-tribu de a. Considérons
l’espace de Hilbert H = L2(Ω,a, P ) et F le sous-espace fermé de H constitué
des éléments ayant un représentant B-mesurable.
Si X est une variable aléatoire réelle de carré intégrable, il est naturel de consi-
dérer, comme nous l’avons déjà souligné, la meilleure approximation en moyenne
quadratique de X par une variable aléatoire réelle Y ayant un représentant B-
mesurable (Cf. le théorème 2). D’après 1) et 2), cette variable aléatoire est la
projection orthogonale de X sur F . elle est caractérisée par :
➀ Y est B-mesurable (presque surement), de carré intégrable.
➁ ∀ Z ∈ L2, B-mesurable : E{|X − Y |2} ≤ E{|X − Z|2}
Compte tenu de ➀, on a :
➁ ⇐⇒ ➁’ : ∀ Z ∈ L2, B-mesurable : E{X.Z} = E{Y.Z}
➁’ ⇐⇒ ➁" : ∀ B ∈ B, E{X.1B} = E{Y.1B}
Y est ainsi déterminée, de manière unique (à l’égalité presque sûre près) par les
conditions { ➀, ➁} ou { ➀, ➁’} ou { ➀, ➁"}.
Nous savons déjà, d’après le théorème 2, que Y est l’espérance conditionnelle
de X sachant B : Y = E{X/B} presque sûrement.
Remarque :
L’approche précédente permet de démontrer le théorème 1 au moins si X ∈ L2.
Lorsque X est seulement intégrable, on posera si X ≥ 0 presque sûrement :

E{X/B} = lim
n

ր E{X.1(X≤n)/B} presque sûrement

et dans le cas général :

E{X/B} = E{X+/B}− E{X−/B} presque sûrement

Nous n’entrerons pas dans les détails ...
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5.13 Cas des vecteurs gaussiens

Soit (X, T ) = (X, T1, T2, . . . , Td) un vecteur gaussien à valeurs R×Rd, alors
la meilleure approximation en moyenne quadratique de X par une fonction me-
surable de T = (T1, T2, . . . , Td), E{X/T } est, en fait, la meilleure approximation
en moyenne quadratique par une fonction affine de T . Plus précisement :

5.13.1 Théorème 1

Soit (X, T ) un vecteur gaussien à valeurs R × Rd, alors

1. On peut trouver a, b1, b2, . . . , bd ∈ R tels que

E{X/T } = a +

d∑

j=1

bjTj

2. On a la décomposition :

X =


a +

d∑

j=1

bjTj


+ Z

où Z est une variable aléatoire réelle gaussienne centrée indépendante de
T

3. La loi conditionnelle de X sachant que T = t = (t1, t2, . . . , td) est gaus-
sienne :

N(t, dx) = N1


a +

d∑

j=1

bjtj, σ
2




où σ2 = Var(Z).

Démonstration :
Soit :

G = Vect{1, T1, T2, . . . , Td} ⊆ L2(Ω,a, P )

(sous-espace de dimension finie engendré par 1, T1, . . . , Td) alors la projection
orthogonale de X sur G : ΠG(X) est la meilleure approximation dans L2 de X
par une fonction affine de T :

1. ∃a, b1, . . . , bd ∈ R tels que

ΠG(X) = a +

d∑

j=1

bjTj

2. X − ΠG(X) est orthogonal à G, donc :

E{(X − ΠG(X)) .1} = 0

E{(X − ΠG(X)) .Tl} = 0 pour tout l ∈ {1, 2, . . . , d}
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On a donc le système linéaire suivant dont les inconnues sont a, b1, b2, . . . , bd :
{

E{ΠG(X)} = a +
∑d

j=1 bjE{Tj} = E{X}
E{ΠG(X).Tl} = aE{Tl} +

∑d
j=1 bjE{TjTl} = E{X.Tl}

où l ∈ {1, 2, . . . , d}
ce qui permet de calculer les constantes a, b1, . . . , bd

Considérons maintenant le vecteur gaussien :
(

X −
(
a +

∑d
j=1 bjTj

)

T

)

Remarquons que :

Cov


X −


a +

d∑

j=1

bjTj


 , Tl


 = E{(X − ΠG(X)) .Tl} = 0

pour tout l ∈ {1, 2, . . . , d} . Donc, si on pose

Z = X −


a +

d∑

j=1

bjTj




la variable aléatoire gaussienne Z est indépendante de T , de plus :

E{Z} = E{X − ΠG(X)} = 0

donc

E
{

X −


a +

d∑

j=1

bjTj




 /T

}
= E{Z/T } = E{Z} = 0 presque sûrement

et :

E{X/T } = E{a +

d∑

j=1

bjTj/T } = a +

d∑

j=1

bjTj presque sûrement

On a donc démontré les assertions 1) et 2) du théorème 1 ; l’assertion 3) est une
conséquence de la décomposition :

X =


a +

d∑

j=1

bjTj


+ Z

et du fait que Z et T sont indépendantes (Cf. l’exemple C, page 92)
Remarque :

σ = (Var(Z))
1
2 = ||Z||2

est égal à « l’erreur »
min
h∈S

{||X − h(T )||2}

où S désigne l’ensemble des applications mesurables h de Rd dans R telles que
h(T ) ∈ L2.
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