
Universit�e Paris-Dauphine Int�egrale de Lebesgue et Probabilit�es

J. F�ejoz

Examen de janvier 2014

Deux heures | Sans doument, ni alulatrie, ni t�el�ephone, et. | Chaque question

num�erot�ee sera not�ee sur environ deux points. Il n'est don pas n�eessaire de terminer

le sujet | Les r�eponses devront être onises, et les passages �a la limite justi��es.

Exerie 1 Un espae mesurable

1. Monter que la tribu A engendr�ee par les singletons d'un ensemble E est la lasse

des parties qui sont soit d�enombrables soit de ompl�ementaire d�enombrable.

2. Montrer qu'une fontion mesurable f : (E;A) ! (R;B(R)) est onstante en de-

hors d'une partie d�enombrable ; on pourra d'abord onsid�erer le as d'une fontion

�etag�ee.

3. Dans le as o�u E = [0; 1℄, aluler l'esp�erane onditionnelle sahant A d'une

fontion r�eelle bor�elienne int�egrable d�e�nie sur E.

Exerie 2 De la formule de Taylor probabiliste aux fontions d'Hermite

Soient (
;A; P ) un espae de probabilit�e et X : 
 ! R une variable al�eatoire r�eelle.

Pour tout � 2 R, on note �

�

: R ! R la fontion x 7! e

x�

et �

(n)

�

sa d�eriv�ee n-i�eme.

1. Supposons qu'il existe une suite (p

n

)

n2N

de polynômes d'une variable telle que,

pour tout � 2 R, on a

�

�

(x) =

X

n2N

E(�

(n)

�

(X))

p

n

(x)

n!

et �

0

�

(x) =

X

n2N

E(�

(n)

�

(X))

p

0

n

(x)

n!

:

a) Caluler les d�eriv�ees �

(n)

�

pour n 2 N, montrer que

e

x�

E(e

X�

)

=

X

n�0

p

n

(x)

n!

�

n

et

�e

x�

E(e

X�

)

=

X

n�0

p

0

n

(x)

n!

�

n

; (1)

puis en d�eduire que les polynômes p

n

sont totalement d�etermin�es par les

relations suivantes :

p

0

(x) = 1; p

0

n

= np

n�1

;

Z

p

n

dP

X

= 0 (8n � 1): (2)

b) Caluler les p

n

dans le as o�u P

X

= Æ

a

(mesure de Dira) ave a 2 R, ainsi

que p

n

pour n = 0; 1; 2 dans le as o�u P

X

est la loi de Bernoulli

1

2

(Æ

0

+ Æ

1

).

2. On veut montrer, la \formule de Taylor" suivante, pour toute fontion f r�eelle de

lasse C

1

sur R telle que, pour tout n 2 N, f

(n)

(X) soit int�egrable, et pour tout

n 2 N :

f(x) =

X

0�k�n

E(f

(k)

(X))

p

n

(x)

k!

+E

�

Z

X�x

0

p

n

(x+ t)

n!

f

(n+1)

(X � t) dt

�

:
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a) Montrer que, pour toute fontion f r�eelle de lasse C

1

et pour tout n 2 N,

on a

X

0�k�n

�

p

k

(x)

k!

f

(k)

(y)�

p

k

(y)

k!

f

(k)

(x)

�

=

Z

y�x

0

p

n

(x+ t)

n!

f

(n+1)

(y � t) dt:

b) Conlure ; on pourra int�egrer la formule pr�e�edente par rapport �a y.

On se sp�eialise dor�enavant au as o�u X est de loi gaussienne N(0; 1=2), 'est-�a-dire de

densit�e e

�x

2

=

p

�. Les polynômes p

n

(d�e�nis par (1) ou (2)) s'appellent alors les polynômes

d'Hermite et se notent H

n

.

3. a) Montrer que, pour tout � 2 R, la variable al�eatoire e

X�

est int�egrable, et

que la fontion h : � 7! E(e

X�

) est d�erivable sur R, aluler sa d�eriv�ee, et

en d�eduire que h(�) = e

�

2

=4

(on pourra trouver une �equation di��erentielle

v�eri��ee par h, et la r�esoudre).

b) En d�eduire que

H

n

(x) = (�1)

n

2

�n

e

x

2
d

n

dx

n

�

e

�x

2

�

;

et aluler H

n

pour n = 0, 1 et 2.

Pour n � 0, notons  

n

la n-i�eme fontion d'Hermite d�e�nies sur R par

 

n

(x) = e

�x

2

=2

H

n

(x):

4. a) Montrer que ( 

n

j 

m

)

L

2
=

R

R

 

n

(x) 

m

(x) dx = 0 si n 6= m et que ( 

n

j 

n

)

L

2
6=

0 ; on pourra faire des int�egrations par parties et utiliser la r�eurrene de (2).

b) (DiÆile) Soit ' 2 L

2

une fontion L

2

-orthogonale �a haque  

n

et telle que

e

x

2

=2

'(x) 2 L

1

(R). Montrer que ' = 0 ; on pourra remarquer que, pour tout

� 2 R,

0 =

X

n�0

�

n

n!

Z

e

�x

2

=2

H

n

(x)'(x) dx;

montrer que le membre de droite de ette �egalit�e s'exprime omme la onvol�ee

de e

�x

2

et de e

x

2

=2

'(x), puis prendre la transform�ee de Fourier.

On admettra que le raisonnement de la question pr�e�edente montre que ( 

n

) est une

base hilbertienne de L

2

.

5. On veut maintenant prolonger la transformation de Fourier �a L

2

(R).

a) Montrer que  

n+1

(x) =

1

2

(x 

n

(x)�  

0

n

(x)) pour tout n 2 N.

b) En d�eduire que

^

 

n+1

(�) = �

i

2

�

�

^

 

n

(�)�

^

 

0

n

(�)

�

, puis que

^

 

n

=

p

2�(�i)

n

 

n

.

) Montrer qu'il existe une unique appliation lin�eaire ontinue F

2

: L

2

(R) !

L

2

(R) telle que F

2

( 

n

) =

p

2�(�i)

n

 

n

.
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Solution de l'exerie 1

1. Soit B la lasse des parties d�enombrables ou de ompl�ementaire d�enombrable.

V�eri�ons que B est une tribu, e dont nous aurons besoin pour montrer que

A � B :

| L'ensemble vide �etant d�enombrable, ; 2 B.

| B est trivialement stable par passage au ompl�ementaire.

| Soient A

1

; A

2

; ::: 2 B. Si tous les A

i

sont d�enombrables, leur union (d�enomb-

rable) est d�enombrable, don appartient �a B. Sinon, il existe j tel que A

j

soit

in�ni non d�enombrable, et, par d�e�nition de B, le ompl�ementaire de A

j

est

d�enombrable ; alors

{ [

i

A

i

= \

i

{A

i

� {A

j

est d�enombrable, don [

i

A

i

2 B.)

On peut maintenant failement montrer que A = B :

| B � A ?

La tribu A, �etant stable par union d�enombrable, ontient les parties d�enom-

brables ; �etant aussi stable par passage au ompl�ementaire, elle ontient les

parties de ompl�ementaire d�enombrable. Don B � A.

| A � B ?

R�eiproquement, les singletons de E sont dans B. Comme A est la plus petite

tribu engendr�ee par les singletons et omme B est une tribu, A � B.

Don A = B.

2. Si E est d�enombrable, la propri�et�e demand�ee est triviale puisqu'alors toute fon-

tion est onstante en dehors d'une partie d�enombrable (en l'ourene surE



= ;).

Supposons don que E est non d�enombrable.

Soit f : E ! R une fontion mesurable �etag�ee. Ses ensembles de niveau f

�1

(y),

y 2 f(E), forment une partition �nie de E ; en partiulier, si y; z 2 f(E), soit

f

�1

(y) = f

�1

(z) (i.e. y = z) soit f

�1

(y) \ f

�1

(z) = ; (i.e. y 6= z).

Supposons que y; z 2 f(E) et que f

�1

(y) et f

�1

(z) soient non d�enombrables.

Leurs ompl�ementaires sont d�enombrables. Comme f

�1

(y) ne peut pas être ontenu

dans le ompl�ementaire de f

�1

(z), for�ement y = z. Don il existe au plus une

valeur y 2 f(E) telle que f

�1

(y) soit non d�enombrable. Mais il existe for�ement

une telle valeur y pare que E est non d�enombrable et pare que f prend un

nombre �ni de valeurs (l'union �nie de parties d�enombrables est d�enombrable).

Don f = y en dehors de l'ensemble d�enombrable {f

�1

(y).

Soit f : E ! R une fontion mesurable positive. Soit (f

n

) une suite roissante de

fontions mesurables �etag�ees positives, onvergeant vers f . Pour haque fontion

f

n

, d'apr�es le as pr�e�edent il existe un r�eel y

n

tel que f

n

= y

n

en dehors d'une

partie d�enombrable A

n

. En dehors de la partie d�enombrable [A

n

, f

n

= y

n

! f ;

don la suite r�eelle (y

n

) onverge vers un ertain y 2 R, et f = y en dehors de

[A

n

.

Pour une fontion f mesurable de signe quelonque, le as pr�e�edent appliqu�e

aux parties positive et n�egative de f montre que f est onstante en dehors d'une

partie d�enombrable.

3. Soit f : [0; 1℄ ! R int�egrable (sous-entendu par rapport �a la mesure de Le-

besgue, i.e. la loi uniforme sur [0; 1℄). D'apr�es la question pr�e�edente, puisque la

3



mesure de Lebesgue d'une partie d�enombrable est nulle, E(f jA) est onstante

presque sûrement. Comme E(E(f jA)) = E(f), ette onstante doit être E(f).

Don E(f jA) = E(f) p.s.

Solution de l'exerie 2

1. a) Comme �

(n)

�

(x) = �

n

e

x�

,

e

x�

=

 

X

n

p

n

(x)

n!

�

n

!

E(e

X�

) et �e

x�

=

 

X

n

p

0

n

(x)

n!

�

n

!

E(e

X�

);

en divisant par E(e

X�

) > 0, on obtient bien

e

x�

E(e

X�

)

=

X

n�0

p

n

(x)

n!

�

n

et

�e

x�

E(e

X�

)

=

X

n�0

p

0

n

(x)

n!

�

n

: (3)

La premi�ere �egalit�e de (3) en � = 0 montrer que

1

E(1)

= 1 = p

0

(x). En

multipliant la premi�ere �egalit�ede (3) par �, puis en �egalant ave les membres

de la seonde, on obtient que

X

n�0

p

n

(x)

n!

�

n+1

=

X

n�1

p

n�1

(x)

(n� 1)!

�

n

=

X

n�0

p

0

n

(x)

n!

�

n

;

soit, par uniit�e du d�eveloppement de Taylor, p

0

0

= 0 (e que l'on sait d�ej�a)

et

p

0

n

= np

n�1

(n � 1):

En int�egrant en�n la premi�ere �egalit�e de (3) par rapport �a P

X

,

Z

e

x�

E(e

X�

)

dP

X

= 1 =

X

n�0

1

n!

�

Z

p

n

dP

X

�

�

n

;

don (

R

p

1

dP

X

= 1, e que l'on savait d�ej�a, et)

Z

p

n

dP

X

= 0 (8n � 1):

Ces formules d�eterminent uniquement les polynômes p

n

, par r�eurrene,

puisque, �a haque �etape, la onstante d'int�egration de l'�equation p

0

n

= np

n�1

est d�etermin�ee par le fait que p

n

doit être d'esp�erane nulle.

b) Si P

X

= Æ

a

, d'apr�es la question pr�e�edente on doit avoir

p

0

(x) = 1; p

0

n

= np

n�1

; p

n

(a) = 0 (8n � 1):

Don, par r�eurrene on voit que p

n

(x) = (x� a)

n

. Si P

X

=

1

2

(Æ

0

+ Æ

1

),

p

0

(x) = 1; p

1

(x) = x�

1

2

; p

2

(x) = x(x� 1):
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2. a) En utilisant le fait que p

0

n

= np

n�1

, une int�egration par parties montre que

Z

y�x

0

p

n

(x+ t)

n!

f

(n+1)

(y � t) dt =

p

n

(x)

n!

f

(n)

(y)�

p

n

(y)

n!

f

(n)

(x)+

Z

y�x

0

p

n�1

(x+ t)

(n� 1)!

f

(n)

(y � t) dt:

Apr�es ` 2 f1; :::; ng int�egrations par parties, on voit que

Z

y�x

0

p

n

(x+ t)

n!

f

(n+1)

(y � t) dt =

X

n�`+1�k�n

�

p

k

(x)

k!

f

(k)

(y)�

p

k

(y)

k!

f

(k)

(x)

�

+

Z

y�x

0

p

n�`

(x+ t)

(n� `)!

f

(n+1�`)

(y � t) dt:

Pour ` = n, on obtient, en utilisant le fait que p

0

= 1,

Z

y�x

0

p

n

(x+ t)

n!

f

(n+1)

(y � t) dt =

X

1�k�n

�

p

k

(x)

k!

f

(k)

(y)�

p

k

(y)

k!

f

(k)

(x)

�

+

Z

y�x

0

p

0

(x+ t)f

0

(y � t) dt

=

X

0�k�n

�

p

k

(x)

k!

f

(k)

(y)�

p

k

(y)

k!

f

(k)

(x)

�

;

d'o�u la formule voulue.

b) En int�egrant par rapport �a y (par rapport �a la loi de X), en se rappelant que

p

0

= 1 et que

R

p

n

P

X

= 0 pour n � 1 on obtient

Z

�

Z

y�x

0

p

n

(x+ t)

n!

f

(n+1)

(y � t) dt

�

dP

X

(y)

=

X

0�k�n

p

k

(x)

k!

E(f

(k)

(X))� f(x);

d'o�u la formule de Taylor annon�ee.

3. a) Notons Y (�; !) = e

X(!)�

. V�er�ons les hypoth�eses du th�eor�eme de d�erivation

sous le signe somme, pour montrer la d�erivabilit�e et aluler la d�eriv�ee de

E(Y (�; �)) en un point �

0

2 R donn�e :

| Pour tout x = X(!), la fontion � 7! e

x�

est d�erivable en �

0

.

| Pour tout � 2 R, la fontion

e

x�

e

�x

2

= e

x��x

2

=2

| {z }

born�ee

e

�x

2

=2

| {z }

2L

1

est le produit d'une fontion ontinue tendant vers 0 �a l'in�ni (don

born�ee) par une fontion dx-int�egrable, don, est elle même dx-int�egrable.

Don, d'apr�es la formule de transfert, la variable al�eatoire Y est int�egrable.

| Sur l'intervalle [�j�

0

j � 1; j�

0

j+ 1℄, la d�eriv�ee �

�

Y = X e

X�

v�eri�e

j�

�

Y j =

�

�

�

X e

X�

�

�

�

� jXj e

jXj (j�

0

j+1)

5



don, d'apr�es le th�eor�eme des aroissements �nis, si � 2 [�j�

0

j � 1; j�

0

j+

1℄ n f�

0

g,

�

�

�

�

Y (�; !) � Y (�

0

; !)

� � �

0

�

�

�

�

� jXj e

jXj (j�

0

j+1)

;

o�u le membre de droite est dans L

1

, puisque

jxj e

jxj (j�

0

j+1)

e

�x

2

� jxj e

jxj (j�

0

j+1)

e

�x

2

=2

| {z }

born�ee

e

�x

2

=2

| {z }

2L

1

2 L

1

(R):

Don, d'apr�es le th�eor�eme de d�erivation d'une int�egrale, h(�) = E(Y ) est

d�erivable de d�eriv�ee

h

0

(�) =

Z

R

e

x�

x

e

�x

2

p

�

dx:

Une int�egration par parties (justi��ee omme dans la question 4) montre que

h

0

(�) =

�

2

Z

R

e

x�

e

�x

2

p

�

dx = �h(�):

Don il existe C 2 R tel que h(�) = Ce

�

2

=4

. Dans le as o�u � = 0, on voit

que C = 1. Don

E(e

X�

) = e

�

2

=4

:

Remarquons que h(�) = �

X

(i�), o�u �

X

est la fontion arat�eristique de X.

C'est pourquoi le alul pr�e�edent ressemble tant au alul de �

X

fait en

ours. Mais, en toute rigueur, il faut refaire e alul pare que nous n'avons

d�e�ni �

X

que sur la droite r�eelle.

b) D'apr�es la question pr�e�edente,

e

x�

E(e

X�

)

= e

x���

2

=4

= e

x

2

=2

e

�(x��=2)

2

Don, d'apr�es l'�egalit�e (1),

e

x

2

=2

e

�(x��=2)

2

=

X

n�0

H

n

(x)

n!

�

n

:

Don, par uniit�e du d�eveloppement de Taylor,

H

n

(x) = e

x

2 �

n

��

n

�

e

�(x��=2)

2

�

�

�

�

�=0

:

Or, par r�eurrene on voit que

�

n

��

n

e

�(x��=2)

2

= (�2)

�n

�

n

�x

n

e

�(x��)

2

=2

;

don, en � = 0,

�

n

��

n

e

�(x��=2)

2

�

�

�

�

�=0

= (�1)

n

d

n

dx

n

e

�x

2

:

Don, pour tout n � 0,

H

n

(x) = (�1)

n

2

�n

e

x

2
d

n

dx

n

�

e

�x

2

�

:
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Soit ave ette derni�ere formule, soit en utilisant la formule de r�eurrene (2),

on voit que

H

0

(x) = 1; H

1

(x) = x et H

2

(x) = x

2

�

1

2

:

4. a) Il onvient premi�erement de remarquer que  

n

2 L

2

. En e�et,

 

n

(x) = e

�x

2

=2

H

n

(x) = (�2)

�n

e

x

2

=2

d

n

dx

n

�

e

�x

2

�

;

don par r�eurrene on voit que  

n

(x) est de la forme

 

n

(x) = e

�x

2

=2

Q

n

(x);

o�u Q

n

est un polynôme. Don

 

n

(x) = e

�x

2

=4

Q

n

(x)

| {z }

born�ee

e

�x

2

=4

| {z }

2L

2

2 L

2

:

Soit n � m. On a

( 

n

j 

m

)

L

2

(R)

= (�2)

�n

Z

d

n

dx

n

�

e

�x

2

�

H

m

(x) dx:

D'apr�es le th�eor�eme de onvergene domin�ee,

( 

n

j 

m

)

L

2

(R)

= (�2)

�n

lim

A!+1

Z

A

�A

d

n

dx

n

�

e

�x

2

�

H

m

(x) dx:

Or, A > 0 �etant �x�e, une int�egration par partie montre que

Z

A

�A

d

n

dx

n

�

e

�x

2

�

H

m

(x) dx =

�

d

n�1

dx

n�1

�

e

�x

2

�

H

m

(x)

�

A

�A

+

Z

A

�A

d

n�1

dx

n�1

�

e

�x

2

�

H

0

m

(x) dx:

Le terme entre rohets a une limite nulle quand A tend vers +1, pare que

d

n�1

dx

n�1

�

e

�x

2

�

H

m

(x) est le produit d'un polynôme par e

�x

2

; le terme int�egral

onverge, lui, d'apr�es le th�eor�eme de onvergene domin�ee, vers

Z

R

d

n�1

dx

n�1

�

e

�x

2

�

H

0

m

(x) dx:

Don

( 

n

j 

m

)

L

2

(R)

= (�1)

n+1

2

�n

Z

d

n�1

dx

n�1

�

e

�x

2

�

H

0

m

(x) dx

= (�1)

n+1

2

�n

m

Z

d

n�1

dx

n�1

�

e

�x

2

�

H

m�1

(x) dx (formule (2))

= (�1)

n+m

2

�n

m!

Z

d

n�m

dx

n�m

�

e

�x

2

�

dx (m int�egrations par parties)

=

8

<

:

(�1)

n+m

2

�n

m!

h

d

n�m�1

dx

n�m�1

�

e

�x

2

�i

+1

�1

= 0 si n > m

2

�n

n!

R

e

�x

2

dx = 2

�n

n!

p

� si n = m;

e qui montre que ( 

n

) est orthogonale (et que

�

2

n=2

 

n

=

p

n!

p

�)

�

est ortho-

norm�ee).
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b) Pour tout t 2 R

0 =

X

n�0

�

n

n!

( 

n

(x); '(x))

L

2

=

X

n�0

�

n

n!

Z

R

e

�x

2

=2

H

n

(x)'(x) dx

=

Z

R

e

�x

2

=2

0

�

X

n�0

H

n

(x)

�

n

n!

1

A

'(x) dx (par onvergene domin�ee)

=

Z

R

e

�x

2

=2

�

e

x

2

e

�(x��=2)

2

�

'(x) dx (par d�e�nition des H

n

)

=

Z

R

e

�(�=2�x)

2

�

e

x

2

=2

'(x)

�

dx

= g � f(�=2);

o�u

g(x) = e

�x

2

et f(x) = e

x

2

=2

'(x):

Comme la transformation de Fourier des fontions L

1

�ehange produit de

onvolution et produit habituel, pour tout � 2 R on a

0 =

[

g � f(�) = ĝ(�)

^

f(�);

or ĝ(�) 6= 0, don

^

f(�) = 0 (8� 2 R):

Par injetivit�e de la transformation de Fourier,

f(x) = 0 (8x 2 R);

don ' = 0.

(Pour voir que les fontions d'Hermite forment une base hilbertienne de L

2

,

il faudrait faire e même alul pour toute fontion ' 2 L

2

, sans supposer

que f = e

x

2

=2

' 2 L

1

. Mais alors il faut pouvoir �erire que 0 =

[

g � f(�) =

ĝ(�)

^

f(�), e qui exige de d�e�nir la transformation de Fourier dans des espaes

fontionnels plus g�en�eraux que L

1

. Ii, f appartient par exemple �a l'espae des

\distributions temp�er�ees", auquel la transformation de Fourier se prolonge

e�etivement.)

5. a) On a

 

n+1

(x) = (�2)

�(n+1)

e

x

2

=2

d

n+1

dx

n+1

�

e

�x

2

�

= (�2)

�(n+1)

�

d

dx

�

e

x

2

=2

d

n

dx

n

�

e

�x

2

�

�

� xe

x

2

=2

d

n

dx

n

�

e

�x

2

�

�

=

1

2

(x 

n

(x)�  

0

n

(x)):

b) Une int�egration par parties (et un passage �a la limite, omme pr�e�edemment

dans la question b) montre que



 

0

n

(�) =

Z

e

�ix�

 

0

n

(x) dx = i�

Z

e

�ix�

 

n

(x) dx = i�

^

 

n

(�):
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De plus, le th�eor�eme de d�erivation sous l'int�egrale montre que

\

x 

n

(x)(�) =

Z

e

�ix�

x 

n

(x) dx

= �

1

i

Z

�

�

e

�ix�

�

��

 

n

(x) dx

= i

d

d�

Z

e

�ix�

 

n

(x) dx

= i

^

 

0

n

(�):

Don, d'apr�es la question pr�e�edente,

^

 

n+1

(�) = �

i

2

�

�

^

 

n

(�)�

^

 

0

n

(�)

�

:

Don la suite des fontions �

n

(�) = (�i)

�n

^

 

n

(�) v�eri�e la même relation de

r�eurrene que ( 

n

) :

�

n+1

(�) =

1

2

�

��

n

(�)� �

0

n

(�)

�

:

De plus,  

0

(x) = e

�x

2

=2

et �

0

(�) =

^

 

0

(�) =

p

2�. Don, pour tout n,

�

n

(�) =

p

2� 

n

(�);

soit

^

 

n

(�) =

p

2�(�i)

n

 

n

(�):

) L'uniit�e r�esulte du fait que l'espae engendr�e par les fontions d'Hermite est

dense. L'existene r�esulte de la formule, si f =

P

n�0

f

n

 

n

,

^

f =

X

n�0

p

2�(�i)

n

f

n

 

n

:
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