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Deuz heures — Sans document, ni calculatrice, ni téléphone, etc. — Chaque question
numérotée sera notée sur environ deux points. Il n’est donc pas nécessaire de terminer
le sujet — Les réponses devront étre concises, et les passages a la limite justifiés.

Exercice 1 Un espace mesurable

1. Monter que la tribu A engendrée par les singletons d’un ensemble E est la classe
des parties qui sont soit dénombrables soit de complémentaire dénombrable.

2. Montrer qu’une fonction mesurable f : (E, A) — (R, B(R)) est constante en de-
hors d’une partie dénombrable ; on pourra d’abord considérer le cas d’une fonction
étagée.

3. Dans le cas ou E = [0,1], calculer ’espérance conditionnelle sachant .4 d’une
fonction réelle borélienne intégrable définie sur E.

Exercice 2 De la formule de Taylor probabiliste aux fonctions d’Hermite

Soient (€2, A, P) un espace de probabilité et X : Q@ — R une variable aléatoire réelle.
Pour tout £ € R, on note € : R — R la fonction z e et eé") sa dérivée n-iéme.

1. Supposons qu’il existe une suite (py)nen de polynéomes d’une variable telle que,
pour tout £ € R, on a

() = S BEE) 2D o gy = 3 B (x)) Pal2)

n!

|
neN neN e
a) Calculer les dérivées eén) pour n € N, montrer que
e Pn(%) . £e™ Pp(z)
E(eX¢) Z n! e E(eX¢) Z n! & (1)

n>0

puis en déduire que les polynomes p, sont totalement déterminés par les
relations suivantes :

po(z) =1, P}, =npy_1, /pn dPx =0 (Vn >1). (2)

b) Calculer les p,, dans le cas o Px = §, (mesure de Dirac) avec a € R, ainsi
que p, pour n = 0,1,2 dans le cas o Px est la loi de Bernoulli %(50 +d1).

2. On veut montrer, la “formule de Taylor” suivante, pour toute fonction f réelle de
classe C'*° sur R telle que, pour tout n € N, f(”) (X) soit intégrable, et pour tout
neN:

OB E(f(k)(X))Pn(fU) i’ </0XI pn(z +t)f(n+1)(X — 1) dt) .

k! n!




a) Montrer que, pour toute fonction f réelle de classe C* et pour tout n € N,

> (Mt -t ) = [T
0<k<n : ' '

b) Conclure; on pourra intégrer la formule précédente par rapport & y.

On se spécialise dorénavant au cas ot X est de loi gaussienne N (0,1/2), c’est-a-dire de
densité e’ //m. Les polynémes p,, (définis par (1) ou (2)) s’appellent alors les polynomes
d’Hermite et se notent H,,.

3. a) Montrer que, pour tout ¢ € R, la variable aléatoire eX¢ est intégrable, et
que la fonction h : £ — E(6X5 ) est dérivable sur R, calculer sa dérivée, et
en déduire que h(§) = /4 (on pourra trouver une équation différentielle
vérifiée par h, et la résoudre).

b) En déduire que
_ no—n x? d" —z2
Hy(2) = (—1)"27"e” — (e )
et calculer H, pour n =0, 1 et 2.

Pour n > 0, notons 1, la n-iéme fonction d’Hermite définies sur R par

P (x) = e_x2/2Hn(a:).

4. a) Montrer que (T/Jnhbm)L2 = fR 7»bn(x) T/)m(x) dr = 0sin # met que (T/)nhbn)LZ #
0; on pourra faire des intégrations par parties et utiliser la récurrence de (2I).

b) (Difficile) Soit ¢ € L? une fonction L2-orthogonale & chaque 1, et telle que
6I2/2(,0($) € L'(R). Montrer que ¢ = 0; on pourra remarquer que, pour tout

EeR )
0=3 8 [ @pte) d

n>0

montrer que le membre de droite de cette égalité s’exprime comme la convolée
2 2 . , .
de e et de e*/ 2(x), puis prendre la transformée de Fourier.

On admettra que le raisonnement de la question précédente montre que (1,) est une
base hilbertienne de L?.

5. On veut maintenant prolonger la transformation de Fourier & L?(R).
a) Montrer que ,+1(z) = 3(2n(z) — ¥, (z)) pour tout n € N.
b) En déduire que gn1(€) = —5 (£4(€) — $4(€) ), puis que o = v2m(~i)" .

¢) Montrer qu’il existe une unique application linéaire continue F» : L?(R) —

L%(R) telle que Fo(th,) = v2m(—4)"4hy.



Solution de ’exercice 1

1. Soit B la classe des parties dénombrables ou de complémentaire dénombrable.
Vérifions que B est une tribu, ce dont nous aurons besoin pour montrer que
ACB:

— L’ensemble vide étant dénombrable, () € B.

— B est trivialement stable par passage au complémentaire.

— Soient Ay, Ag, ... € B. Si tous les A; sont dénombrables, leur union (dénomb-
rable) est dénombrable, donc appartient & B. Sinon, il existe j tel que A; soit
infini non dénombrable, et, par définition de B, le complémentaire de A; est

dénombrable; alors
C U; A; = ﬂiBAi C [:Aj

est dénombrable, donc U;A4; € B.)

On peut maintenant facilement montrer que A = B :

— B CA?
La tribu A, étant stable par union dénombrable, contient les parties dénom-
brables; étant aussi stable par passage au complémentaire, elle contient les
parties de complémentaire dénombrable. Donc B C A.

— ACB?
Réciproquement, les singletons de E sont dans B. Comme A est la plus petite
tribu engendrée par les singletons et comme B est une tribu, A C B.

Donc A = B.

2. Si E est dénombrable, la propriété demandée est triviale puisqu’alors toute fonc-
tion est constante en dehors d’une partie dénombrable (en occurence sur E¢ = ().
Supposons donc que E est non dénombrable.

Soit f : E — R une fonction mesurable étagée. Ses ensembles de niveau f~!(y),
y € f(F), forment une partition finie de F'; en particulier, si y,z € f(FE), soit
f7H ) = f7(2) (ie.y = 2) soit f=1(y) N f7(2) = 0 (Le. y # 2).

Supposons que y,z € f(E) et que f~'(y) et f~'(z) soient non dénombrables.
Leurs complémentaires sont dénombrables. Comme f ~!(y) ne peut pas étre contenu
dans le complémentaire de f~!(z), forcément y = z. Donc il existe au plus une
valeur y € f(E) telle que f~'(y) soit non dénombrable. Mais il existe forcément
une telle valeur y parce que E est non dénombrable et parce que f prend un

nombre fini de valeurs (I'union finie de parties dénombrables est dénombrable).
Donc f =y en dehors de I’ensemble dénombrable Cf ~!(y).

Soit f : E — R une fonction mesurable positive. Soit (f,,) une suite croissante de
fonctions mesurables étagées positives, convergeant vers f. Pour chaque fonction
fn, d’apres le cas précédent il existe un réel y, tel que f, = y, en dehors d’une
partie dénombrable A,,. En dehors de la partie dénombrable UA,,, fn, = yn — [
donc la suite réelle (y,) converge vers un certain y € R, et f = y en dehors de
UA,.

Pour une fonction f mesurable de signe quelconque, le cas précédent appliqué
aux parties positive et négative de f montre que f est constante en dehors d’une
partie dénombrable.

3. Soit f : [0,1] — R intégrable (sous-entendu par rapport & la mesure de Le-
besgue, i.e. la loi uniforme sur [0, 1]). D’aprés la question précédente, puisque la



mesure de Lebesgue d’une partie dénombrable est nulle, E(f|.A) est constante
presque strement. Comme F(E(f|A)) = E(f), cette constante doit étre F(f).
Donc E(f|A) = E(f) p-s.

Solution de ’exercice 2

1. a) Comme eé") (z) = & et

e“:( M@) B(e™) et §el‘5=< Mg") B(e*);

n! n!
n

en divisant par E(eX¢) > 0, on obtient bien

et n(z) ., e”t o (z) .,
B(eNE) Z%E o EieXf) = Zprf! ler )

n>0

La premiere égalité de [B)) en & = 0 montrer que ﬁ =1 = po(z). En
multipliant la premiére égalitéde (B par &, puis en égalant avec les membres
de la seconde, on obtient que

Pn(E) n Pn-1(2) Pp() o
n;) nl §+1=§(n—11)!5 :nz;o nl o

soit, par unicité du développement de Taylor, pj = 0 (ce que 'on sait déja)
et

p;L = NPn-1 (n > 1)-
En intégrant enfin la premiere égalité de (3)) par rapport & Py,
eé 1
———dPx =1= — dP, "
/E(eXﬁ) X ,;)”! (/pn X>§ ;

donc ([ p1dPx =1, ce que l'on savait déja, et)
/pndPX =0 (Vn>1).

Ces formules déterminent uniquement les polynoémes p,, par récurrence,
puisque, & chaque étape, la constante d’intégration de 'équation pl, = np,_;
est déterminée par le fait que p, doit étre d’espérance nulle.

b) Si Px = 4,4, d’aprés la question précédente on doit avoir
po(x) =1, pp=npp_1, pala) =0 (Vn>1).
Donc, par récurrence on voit que pp(z) = (z — a)™. Si Px = 5(do + 1),

() =1, pile)=z -7, pala) = (e 1),



a) En utilisant le fait que p/, = np,,_1, une intégration par parties montre que

/yz pn(z +1) f(n+1)(y —t)dt = Pu(7) f(”) (y) — Mf(”) (z)+
0

n! n! n!

y=e Pn— ($ + t) n
/0 7(7;_ ol FM(y —t) dt.

Apres ¢ € {1,...,n} intégrations par parties, on voit que

U pn(T +1) _ pr(z) i(y)
[ e = S (2 ) - B e )+

n!
n—0+1<k<n

Y pn—e(z +1) pnt1—
/0 p(,ffg)!ﬂ 0y —t) dt.

Pour ¢/ = n, on obtient, en utilisant le fait que py = 1,

Y pn(T 4+ 1) _ Pr(z) pi(y)
[ g a3 (2 ) - B ) )

n!

- ¥ (B0 - 22 0w).

d’ou la formule voulue.

b) En intégrant par rapport a y (par rapport & la loi de X), en se rappelant que
po =1 et que [p, Px =0 pour n > 1 on obtient

/ ( [ Pale +8) pniny, ) dt) dPy (1)

n!

d’ou la formule de Taylor annoncée.

a) Notons Y (£, w) = eX (@)%, Vérfions les hypothéses du théoréme de dérivation
sous le signe somme, pour montrer la dérivabilité et calculer la dérivée de
E(Y(&,+)) en un point {; € R donné :

— Pour tout z = X (w), la fonction & — e est dérivable en &.
— Pour tout £ € R, la fonction
exgesz _ 615712/2 6712/2
N——
bornée €L!
est le produit d’une fonction continue tendant vers 0 & l'infini (donc
bornée) par une fonction dz-intégrable, donc, est elle méme dz-intégrable.

Donc, d’apres la formule de transfert, la variable aléatoire Y est intégrable.
— Sur l'intervalle [—|&o| — 1, [&o] + 1], la dérivée 0;Y = X eX¢ vérifie

|0:Y | = ‘X eXﬁ‘ < | x| el X1 (l+1)
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donc, d’apres le théoréme des accroissements finis, si & € [—|&] — 1, [€o| +

1\ {&o},

Y(§w) ~Y(&,w)| _ X e X1 G6ol+1)
£ — %o B
ol le membre de droite est dans L', puisque
|z el#l (ol D) =2 <) el (Gl +1) g =2%/2 o=2%/2 ¢ [1(R),
N N——

~~

bornée

ert

Donc, d’aprés le théoreme de dérivation d’une intégrale, h(§) = E(Y) est
dérivable de dérivée

B (&) = [ ez e’ dx.
©= [atn

Une intégration par parties (justifiée comme dans la question [)) montre que

W = /R 7t ﬁ dz = £h(e).

Donc il existe C' € R tel que h(¢) = Ce&’/%. Dans le cas ot & = 0, on voit

que C' = 1. Donc
B(eX8) = 814,

Remarquons que h(§) = ®x (i), ou x est la fonction caractéristique de X.
C’est pourquoi le calcul précédent ressemble tant au calcul de ®x fait en
cours. Mais, en toute rigueur, il faut refaire ce calcul parce que nous n’avons
défini ®x que sur la droite réelle.

b) D’apres la question précédente,

et
E(eX¢)

a4 _ 2?2~ (a—E/2)?

Donc, d’apres I'égalité (),

22/2 —(x—€/2)% _ Hn(a:) n
o fretomef = 3o B0,
n>0

Donc, par unicité du développement de Taylor,

Hy(x) = 612;—; (e*(1*5/2)2> ‘620'

Or, par récurrence on voit que

" > " 2
T o @=E/2) _ 9y —(z—£)*/2
aen® (=2) "5 5e ,
donc, en £ = 0,
8 2 dn 2
2 o~ (@=¢/2) B AT
8£"e £=0 (=1) dz™

Donc, pour tout n > 0,

Hy(z) = (—1)n2men* 4 (e_x2> :



Soit avec cette derniére formule, soit en utilisant la formule de récurrence (2)),
on voit que

1
Hyo(z) =1, Hi(z)=x et Hy(z)=2z>— 3

a) Il convient premierement de remarquer que v, € L?. En effet,

2 2 dn 2
Yal@) = e 2l (@) = (=2) e 2o (67,

donc par récurrence on voit que v, () est de la forme
a2
¢n(I) =e " /QQn(x)a
ou (), est un polynéme. Donc

() = 67"’32/46271(95) e T/ e 12,
e e SN
bornée eL?

Soit » > m. On a
dn

Waltbminey = (-2 [

D’apres le théoréme de convergence dominée,

A
. a
(Wnlm) iz = (27" lim [ 25

(e_$2> Hp,(z)dx.

(6_$2) Hp,(z)dx.

Or, A > 0 étant fixé, une intégration par partie montre que

/ i T (o) Hutwy s = [dfn_ll () Hm(x>r

A

A n—1
d o\

Le terme entre crochets a une limite nulle quand A tend vers 400, parce que
dn—l
dxn—l

converge, lui, d’apres le théoréeme de convergence dominée, vers

/R%_ll (e*ﬁ) H! (z)dx.

x

(6_1:2) H,,(z) est le produit d’un polynéme par e~ ? ; le terme intégral

Donc

dnfm
= (—1)"+m2_"m!/ (6_1:2) dr  (m intégrations par parties)
x

n—m— +0o
(=1)nFm27"ml [ﬂwim—i <6_$2)] =0 sin>m
—0o0

27 "p) fe*I2 dr =2 "nl\/r sin=m,

ce qui montre que (1) est orthogonale (et que (2"/ 24/ \/n!\/7_r)> est ortho-

normée).



b) Pour tout t € R

0= 3 & (o). p@)1o

n>0

Dy P d
S5 L et ds

= / e /2 o(z)dx (par convergence dominée)
n>0
= / —?/2 ( 7=¢/2) ) o(z)dx (par définition des H,,)
R
= —(&/2-2)? (2?2, dx
/. < )
=gxf(£/2),

ou

glo) =" ot flx) =" o).
Comme la transformation de Fourier des fonctions L' échange produit de
convolution et produit habituel, pour tout £ € R on a

0=gx*f(&)=3g(&) f(&);
or §(€) # 0, done .
fley=0 (véem).

Par injectivité de la transformation de Fourier,
flz)=0 (Vz €R),
donc ¢ = 0.

(Pour voir que les fonctions d’Hermite forment une base hilbertienne de L2,
il faudrait faire ce méme calcul pour toute fonction ¢ € L%, sans supposer
que [ = e”2/2<p € L'. Mais alors il faut pouvoir écrire que 0 = ;k\f(f) =
§(€) (&), ce qui exige de définir la transformation de Fourier dans des espaces
fonctionnels plus généraux que L'. Ici, f appartient par exemple 4 I'espace des
“distributions tempérées”, auquel la transformation de Fourier se prolonge
effectivement.)

a) On a

2 dn+1 2
Pni(a) = (-2)" Ve 2o ()
_ gy ) | D a2 @ (a2 a2 4
= (2" [dm( 2dx"<e )) e 2d:c"<e )]
1
= 5 (@n(@) — v (x).

b) Une intégration par parties (et un passage a la limite, comme précédemment
dans la question [b) montre que

) = / Y, (2) do = it / e~ (2) dr = i€ (E).
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De plus, le théoreme de dérivation sous I'intégrale montre que

—

xhn(z)(€) = /e_ixgan(:c) dz
e—imf
=_1/M¢n(x)dx

i o¢
= Zdig ey, (z) dz
= ith (€).

Donc, d’aprés la question précédente
) )

N GGG

Donc la suite des fonctions 0, (&) = (—i) ", (¢) vérifie la méme relation de
récurrence que (vy,) :

(£6n(8) — 0,,(9)) -

N —

On+1 (f) =

De plus, ¥g(z) = e *"/2 et 0y(£) = 1o(€) = V27 Donc, pour tout n,
On(€) = V2min (6),

soit

c¢) L’unicité résulte du fait que ’espace engendré par les fonctions d’Hermite est
dense. L’existence résulte de la formule, si f =" o, fatn,

f=> Vom(=i)" futpn.

n>0



