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Deux heures. Sans document, ni calculatrice, ni téléphone, etc.

Chaque question numérotée sera notée sur le même nombre de points.

Il n’est pas nécessaire de traiter tout le sujet pour avoir le maximum de points.

Chaque réponse doit être justifiée et concise.

Exercice 1 Tribu engendrée

1. Montrer que la tribu A de R engendrée par C = {[0, 1], [0, 2]} contient une parti-
tion P de R à 3 éléments ; on explicitera P.

2. En déduire quelle est la tribu A, et en particulier combien de parties de R cette
tribu contient.

Exercice 2 Fonction de répartition

1. Tracer le graphe de la fonction F : R → R, x 7→ 1
2

(

1[0,+∞[ + 1[1,+∞[

)

et montrer
que F est la fonction de répartition d’une mesure de probabilité.

2. Calculer la probabilité correspondante de A = [0, 1[, B = {0} et C =]0,+∞[.

Exercice 3 Espérance par rapport à une mesure à densité

Soient X ∈ L1(Ω,A, P ) une variable aléatoire positive telle que E(X) = 1, et XP la
probabilité de densité X par rapport à P . Rappeler la définition de XP et montrer que,
pour toute variable aléatoire Y positive ou bornée,

∫

Y d(XP ) =
∫

XY dP .

Exercice 4 Formule de Stirling

Soit

f(n) =

∫ ∞

0
tn e−t dt, n ∈ N.

1. Montrer par récurrence que f(n) = n! si n ∈ N.

2. Montrer que

f(n) =
√

n nn e−n

∫ +∞

−√
n

(

1 +
y√
n

)n

e−y
√

n dy.
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Indication : on pourra partir du membre de droite.

3. En déduire la formule de Stirling :

f(n) ∼n→+∞
√

2πn nn e−n;

on rappelle que
∫

R
e−y2/2 dy =

√
2π.

Exercice 5 Une marche aléatoire

Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes, de même loi

PX1
(1) = p, PX1

(−1) = 1 − p, 0 < p < 1.

Soit (Zn)n≥1 la suite de changements de signes de (Xn) : Zn = 1{Xn 6=Xn+1}.

1. Montrer que si les Zn sont indépendantes, p = 1/2 (la réciproque est vraie, mais on
ne demande pas de la démontrer) ; on pourra utiliser en particulier l’indépendance
de Z1 et Z2.

On pose S0 = 0 et, pour n ≥ 1, Sn =
∑

1≤k≤n Xk. Soient

Σ =
∑

n≥0

1{Sn=0} et A = {Σ < ∞};

donc, la variable aléatoire Σ compte le nombre d’annulation des Sn, et A est l’événement
“les Sn s’annulent seulement un nombre fini de fois”.

2. Montrer qu’il existe une constante C, qu’on déterminera, telle que

P (S2n = 0) ∼n→+∞
C√
n

(4p(1 − p))n

(on pourra utiliser la formule de Stirling), tandis que P (S2n+1 = 0) = 0.

3. (*) En déduire que P (A) = 0 si p = 1/2 et P (A) = 1 si p 6= 1/2 ; on pourra
calculer l’espérance de Σ.
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Solution de l’exercice 1

1. La tribu A contient










P1 = [0, 1] ∈ C
P2 =]1, 2] = [0, 2] \ [0, 1]

P3 =] −∞, 0[∪ ]2,+∞[= ∁[0, 2],

qui forment une partition P de R.

2. Notons Q = {∪i∈IPi, I ⊂ {1, 2, 3}}. La tribu engendrée par P contient P, et,
étant stable par union finie, Q. Comme σ(P) est la plus petite tribu contenant P
et comme Q est une tribu, on en déduit que σ(P) = Q.

On a vu que P ⊂ A, donc σ(P) ⊂ A. Réciproquement,

{

[0, 1] = P1 ∈ P ⊂ σ(P)

[0, 2] = P1 ∪ P2 ∈ σ(P)

donc C ⊂ σ(P). Donc A ⊂ σ(P). Donc A = σ(P). Cette tribu est indexée par les
parties de {1, 2, 3}, donc possède 8 éléments.

Solution de l’exercice 2

1. On a

F (x) =











0 si x < 0
1
2 si 0 ≤ x < 1

1 si 1 ≤ x

Donc F est croissante, continue à droite, et a pour limites 0 en −∞ et 1 en
+∞. Donc il existe une unique probabilité P sur R dont F soit la fonction de
répartition.

2. On a
[0, 1[=] −∞, 1[ \ ] −∞, 0[,

donc

P ([0, 1[) = F (1−) − F (0−) =
1

2
− 0 =

1

2
.

De même,

P ({0}) = F (0) − F (0−) =
1

2

et

P (]0,+∞[) = 1 − F (0) =
1

2
.
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Solution de l’exercice 3

Par définition, pour tout événement A ∈ A,

(XP )(A) =

∫

A
X dP.

Si Y = 1A, A ∈ A,

∫

Y d(XP ) = (XP )(A) =

∫

A
X dP =

∫

XY dP.

Si Y est étagée, on voit que l’égalité voulue est vraie, par linéarité par rapport à Y .

Supposons maintenant Y mesurable positive. Soit (Yn) une suite croissante de variables
aléatoires étagées positives, qui tende vers Y . D’après le cas précédent, pour tout n on a

∫

Yn d(XP ) =

∫

XYn dP.

D’après le théorème de convergence monotone, à la limite on obtient l’égalité voulue.

Si Y est bornée, Y est intégrable et la formule voulue s’obtient à partir du cas précédent
appliqué aux parties positive et négatives de Y :

∫

Y ± d(XP ) =

∫

XY ± dP,

(et ces intégrales sont finies), donc

∫

Y d(XP ) =

∫

Y + d(XP ) −
∫

Y − d(XP ) par linéarité

=

∫

XY + dP −
∫

XY − dP d’après le cas précédent

=

∫

XY dP par linéarité.

Solution de l’exercice 4

1. On a f(0) = 1. De plus, pour tout n ∈ N une intégration par partie montre :

f(n) =
f(n + 1)

n + 1
.

Donc par récurrence f(n) = n! pour tout n ∈ N.
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2. On a

nn+1/2e−n

∫ +∞

−√
n

(

1 +
y√
n

)n

e−y
√

n dy =

∫ +∞

−√
n
(n + y

√
n)n e−(n+y

√
n) √ndy

=

∫ +∞

0
tn e−t dt (t = n + y

√
n)

= f(n).

3. On veut trouver la limite, quand n tend vers +∞, de

g(n) :=

∫ +∞

−√
n

(

1 +
y√
n

)n

e−y
√

n dy;

la formule de Stirling revient à dire que cette limite vaut
√

2π.

Notons hn(y) =
(

1 + y√
n

)n
e−y

√
n. Quand n tend vers +∞,

hn(y) = en log(1+y/
√

n)−y
√

n

= e
n

„

y
√

n
− y

2

2n
+o(1/n)

«

−y
√

n
= e−

y
2

2
+o(1)

→ e−y2/2.

Par ailleurs, on vérifie que pour tout y > 0, la fonction n 7→ −y
√

n + n log(1 +
y/

√
n) est décroissante, donc majorée au voisinage de n = +∞ par sa valeur en

n = 1, par exemple, soit −y + log(1 + y) ; et pour tout y ∈ [−√
n, 0], cette même

fonction est majorée par exemple par −y2/2. La fonction de domination

e−y2/2
1[−√

n,0] + e−y+log(1+y)
1]0,+∞[

étant dy-intégrable, d’après le théorème de convergence dominée, quand n → +∞,

g(n) →
∫

R

e−y2/2 dy =
√

2π.

La formule de Stirling en découle.

Solution de l’exercice 5

1. D’une part,

P (Zn = 1) = P (Xn = 1 ∩ Xn+1 = −1) + P (Xn = −1 ∩ Xn+1 = 1) = 2p(1 − p),

et, d’autre part,

P (Z1 = 1 ∩ Z2 = 1) = P (X1 = X3 = 1 ∩ X2 = −1) + P (X1 = X3 = −1 ∩ X2 = 1)

= p2(1 − p) + p(1 − p)2 = p(1 − p).
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Si les Zn sont indépendantes, en particulier

P (Z1 = 1 ∩ Z2 = 1) = P (Z1 = 1)P (Z2 = 1),

donc
p(1 − p) = 4p2(1 − p)2,

donc p = 1/2.

2. On a
P (S2n) = Cn

2npn(1 − p)n

et, d’après la formule de Stirling (n! ∼ (n/e)n
√

2πn quand n tend vers l’infini),

P (S2n = 0) ∼ C√
n

(4p(1 − p))n, C =
1√
π

.

Par ailleurs, l’événement S2n+1 = 0 est vide : en notant k le nombre de tirages
égaux à +1, on a k− (2n + 1− k) = 0, soit 2(k−n)− 1 = 0, ce qui est impossible
puisque 0 est pair.

3. Supposons d’abord p 6= 1/2. On a 4p(1 − p) < 1. D’après le théorème de conver-
gence monotone,

E(Σ) =
∑

n≥0

E(1{S2n=0}) =
∑

n≥0

P (S2n = 0)

et donc, d’après l’équivalent de la question précédente, E(Σ) < ∞. Donc Σ est
finie presque sûrement. Par définition de A, c’est dire que P (A) = 1.

Supposons maintenant p = 1/2. On a 4p(p − 1) = 1. Par un raisonnement ana-
logue, on voit que E(Σ) =

∑

n≥0 P (S2n = 0) = +∞. Or, A = ∪k≥0Ak, avec

Ak = {Sk = 0, ∀n > k Sn 6= 0}.

Par σ-additivité,

P (A) =
∑

k≥0

P (Ak).

Comme de plus P (Ak) = P (Sk = 0)P (A0),

P (A) = P (A0)
∑

k≥0

P (S2k = 0) = +∞.

Donc forcément P (A0) = 0 = P (A).
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