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Nous étudions ici le modeéle Hartree-Fock qui est une théorie non linéaire
permettant le calcul approché de I’état fondamental d’un opérateur de Schrodin-
ger & N corps. Le lecteur pourra se référer a [2, B] pour une présentation en
frangais et a [, [7] pour plus de détails.

1 L’énergie Hartree-Fock

Rappelons que le modele Hartree-Fock est obtenu en restreignant 1’énergie
a N corps
(HY(R,z)V,0)

aux fonctions qui sont égales & un unique déterminant de Slater :

U=p A Aon, (@i, pj) = dij

ou les ¢1, ..., o (qui sont bien sir inconnues) sont appelées orbitales. Nous
noterons pour simplifier ® := (g1, ..., on) le vecteur des ;. Nous introdui-
sons aussi la matrice Gram ® := ({4, ¢;))i; de sorte que la contrainte s’écrit
Gram ® = I, la matrice identité de C". Nous prenons comme au chapitre
précédent

N(R,z>:i(—i“ @)t Y

i=1 1<i<j<N i — a5

ot Vg, est le potentiel créé par des noyaux situés en R = (Ry,..., Ryr) et
ayant des charges z = (21, ..., 2r).
Nous commencons par calculer ’énergie de Hartree-Fock.

Lemme 1. Soit ® € (H?*(R3))N wvérifiant la contrainte Gram ® = I. Alors
on a

(HY(R,2)W, W) = iv: <<_% + VR,Z> %ﬂﬂi> //RSXR3 pé‘x — y\( )dwdy

=1
R3 xR3 |$ - yl

*Version corrigée du 02/04/09.



avec

N
= Z%‘(ﬂﬁ)%‘(y)a pa(r) = vya(x,x) Z"Pl
=1

Remarque 1. La fonction pe est la densité du systéme a N électrons,
c’est-a-dire on a pe = P n-npy telle que nous lavons définie au chapitre
précédent.

La fonction vo(x,y) appartient clairement a L?>(R3 x R3) car chaque p;
est par hypothése dans L?(R3). On peut donc lui associer un opérateur borné
(que nous noterons également v ) agissant sur L*(R3) et dont le noyau est
(z,y) — vo(z,y). Celui-ci est défini comme suit

N

(o)le) = [ sale o)y =3 o vl

=1
L’opérateur vp n’est donc rien d’autre que le projecteur orthogonal sur l’es-
pace vect(p1,...,on) de dimension N dans L?>(R3). En physique on note

souvent
N
Ve = Z i) (pil-
i=1

L’opérateur vo s’appelle la matrice densité du systéme.

Preuve du Lemme [l Nous commencons par calculer 1’énergie cinétique. Nous
devons donc calculer

<<§:(—Am)> tpl/\---Aw,wl/\---NpN>=§: >

i=1 i=1 0,0/€GN
X < 1'1 ()00' )"'(PU(N)(xN)7SOU/(1)(x1)"'(Pg/(N)(xN)>-
Commencons par exemple par

> 6(%@<(—Axl)wa(1>(x1) o) (@N): Ror (1) (@1) () ()
0,0’ €GN

e(o)e(a’)
= > T«—A)%u), Por (1)) Po(2)s Por (2)) * ** (Lo (N} Por (N))-
o,0'€GN

Comme les ¢; forment une famille orthonormée, on doit avoir o(k) = o’(k)
pour tout k = 2...IN, donc aussi pour k£ = 1. Nous obtenons donc

Z M<(_A:B1)SDJ(1)($1) PN (TN, P 1) (T1) - o) (ﬂ:N)>

|
0,0'€6N N

1 1 X
= Z m<(_A)(p0'(1)7Q00'(1 :NZ (,OZ,QOZ

ceBGN



car pour chaque i il y a (N —1)! permutations vérifiant o(1) = ¢. L’argument
étant exactement similaire pour les autres (—A,), nous obtenons donc que
I’énergie cinétique est donnée par

3((-5) )

La preuve est la méme pour l'interaction avec les noyaux.
Il reste & vérifier la formule pour I'interaction entre les électrons. Notons
d’abord que pour toute fonction fermioniqueﬂ

1
/ / ’\Ij(xla"va)del"'dwN
R3 .%'Z' —.%'j’

1<z<]<N

2
= N(N —1/ / (@1, 2w )| dzy---dzy
R3 R3 \901—902’

par symmétrie de |¥(xq,...,xn)|? (puisque ¥ est antisymétrique). Dans le
cas ol ¥ est un déterminant de Slater, nous devons donc calculer

U 2
N—l)/ / (1, o 20| dry---dxy
R3 R3 \901—962’

=N(N—-1) N' /Rs /R3

0,0 €(‘5N

% Po(1) (.%'1) © Po(N) (xN)@o’(l)(xl) ©Po’/(N) (I'N)
|21 — 22

=N(N-1) Z %«00 » Pa’ (3) > <90<7 @U/(N)>X

0,0'€6N

dri---dry

dxl dxg.

% / / Po(1) (.%'1)@0(2) (1'2)(,00/(1) (.%'1)@0/(2) (1’2)
R3 JR3

|z1 — 22

En utilisant & nouveau l'orthonormalité des (¢;), nous voyons que nous
devons avoir o(k) = o'(k) pour tout k¥ = 3...N. Il y a donc deux choix.
Soit ¢ = o', soit 0 = 720" ol T2 est la permutation (1,2) (dans ce cas
e(o)e(c’) = e(m12) = —1). Nous obtenons donc que le terme d’interaction

1 . .. ~ 2 . e
Nous aurions pu utiliser le méme type d’argument pour ’énergie cinétique.



entre les électrons est égal a

N(N //% ) (21)00(2) (22)0o(1) (71)0a(2) (72)
R3 JR3

|1 — 2

dxl dIQ
0€EBGN

/ / Po(1) 1’1 (pU(Q)(xQ)SOJ( )(wl)“po(l)(m?)d'r da
w5 Jps 1 2

|1 — 22

</ / 0i(T1)p; wz)%(ﬁﬂl)%(m)dx dis
1<i£j<N \/R?JR3 |21 — 2]

/RS /RS pil@r)es(@a)e; (x)eiles) | d@) 3)

|1 — 2

car pour chaque i # j il y a (N — 2)! permutations vérifiant o(1) = i et
0(2) = j. Il reste a remarquer que le dernier terme de (B) s’annule si on
prend ¢ = j. On obtient donc bien la formule annoncée. O

En effectuant une intégration par parties, nous pouvons donc définir
I’énergie Hartree-Fock par

N

(@) =3 (5 [, Ve + /R Ve @lgi(o)Pe )

2
// pa(@)pa(y) // R )P 00 @)
R3xR3 |a:—y| R3XxR3 |a:—y|

pour tout ® € H'(R3)" satisfaisant la contrainte Gram ® = Iy.

Comme nous l'avons vu les deux premiers termes de (@) correspondent
respectivement a ’énergie cinétique et I’énergie d’interaction avec les noyaux
des N électrons. Les deux derniers termes forment l'interaction entre les
électrons. Le terme faisant intervenir pg est appelé terme direct. C’est sim-
plement 'énergie électrostatique classique d’une distribution de charge pg
que nous avons déja rencontrée dans 1’étude des modeles de type Thomas-
Fermi. Le terme faisant intervenir v¢ est lui purement quantique et il est
appelé terme d’échange.

2 Propriétés élémentaires

Voici quelques premiéres propriétés importantes de 1’énergie HF'.

Lemme 2 (Définition et continuité). L’énergie ENF est bien définie sur

HY (RN et elle est continue pour la topologie forte de H'(R*)N. De plus,

elle est semi-continue inférieurement pour la topologie faible de H'(R?)N
Enfin, elle est bornée inférieurement sur [’ensemble

M :={® c H'(R®*)" | Gram ® = Iy}.



Démonstration. Le fait que EF est bien définie sur H'(R3) et la continuité
pour la topologie forte de H'(R3)" s’obtient aisément & partir de I'inégalité
de Hardy (le faire en exercice!).

Considérons une suite " qui converge faiblement vers ® dans H*(R3)V
Cela signifie juste que ¢ — ¢; dans H!(R?) pour tout i = 1,..., N. Par le
théoreme de Rellich-Kondrachov, nous pouvons supposer quitte a extraire
une sous-suite que ®"* — @ dans L (R3)Y fort pour 2 < p < 6 et que ®"(x)
converge vers ®(z) presque partout.

D’apres la convergence faible dans H'(R?), nous avons

N

N

. 1 . 1

it Y- (5 [ [wet@iar) =35 (5 [ Iva@pd).
=1

i=1
D’autre part nous avons déja vu lors de I’étude du modele TFW que si

©" — ¢ dans L (R3) pour 2 < p < 6 et est bornée dans L?(R?) alors

n 2 2
i [ B0, [ LW,
n—oo gz |z r: |7

Ceci montre aisément que

i [ Va@le@Pde = [ Vea(@leio)Pds
n—oo R3 ]R3
pour tout ¢ = 1...N.

Il reste donc a traiter les deux termes d’interaction. L’astuce est de les
traiter ensemble en remarquant que 'on a

e (2. y)[* < py(2)p4(y). (5)
Cette inégalité est juste une conséquence de 'inégalité de Cauchy-Schwarz
puisque
2 N N
e (2, y)| sz < (Z !cm(w)\2> (Z !wi(y)!2> = py(2)py ().
i=1 i=1

En utilisant la convergence presque-partout et le lemme de Fatou, nous
obtenons donc

R3xR3

. // pa(@)pa(y) — e (@ y)l* dy.
R3xR3 |$ - yl

liminf EUF (") > £HF (@),

n—oo

Finalement on a donc bien



Il reste & démontrer que EMF est minorée sur M. En fait ceci est évident
puisque EM(®) = (HY (R, 2)¥, ¥) ot ¥ est le déterminant de Slater formé
A partir des ¢;, lorsque ® € M, et HY (R, z) est comme nous I’avons vu au
chapitre précédent un opérateur borné inférieurement. Toutefois nous allons
fournir une borne inférieure explicite qui pourra nous étre utile plus tard.

Rappelons 'inégalité de Hardy

2
Yo € HY(R?), / |90(x3| do < 4/ V(z)|2da
R3 |T| R3

a partir de laquelle nous obtenons I'inégalité
2
1
Vo € HY(R?), Ve > 0, / L@l 4, < e/ yw(m)y2dm+—/ lo(z) [2da
Rs |7 R3 € JR3
(6)

en utilisant

1 <€ 1 1

o] T 4z e
L’inégalité (@) est habituellement appelée inégalité de Kato. En écrivant la
définition de Vg, et en appliquant (@) nous obtenons

Z
[ vasolaoPas] < 2 [ 1va@par+ Z [ P
R3 R3 € JRr3
Nous pouvons donc prendre par exemple e = 1/(4Z) pour obtenir
1
[ Vne@lei@Pas > 1 [ [Woia)Pae-12? [ o)
R3 R3 R3

Ainsi, en utilisant & nouveau (H), nous avons la borne inférieure (sans sup-
poser que ® € M)

N N
1
Vo e HYRHX, () > ZZ/RS |Vgoi(x)|2dx—4ZQZ/Rg s (z)2dx.
i=1 i=1
(7)

Si maintenant nous utilisons I'hypothese ® € M, nous avons [g; |¢;(z)|*dz =
1 pour tout ¢ = 1...N donc

N
Ve e M, & (@) > E ) :/ \Vi(x)|?de — 42N > —4Z°N  (8)
4= Jrs

gHF

qui montre bien que est minorée sur M. O

Nous montrons maintenant que EMF posséde une propriété importante
d’invariance par rotation. Considérons un vecteur ® € H'(R3)N et U, une
matrice unitaire N x N. Nous définissons le vecteur U® de H'(R?)" par

N
(U®); =) Uijepi.
j=1
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Ceci définit une action du groupe unitaire sur I'espace H!(R3)".

Lemme 3 (Invariance par rotations). Soit ® € HY(R*)N et U une matrice
unitaire N x N. Alors on a

e Ue) =M (@) (9)
we(@,y) = va(z,y) (10)

et
Gram (U®) = UGram (®)U™. (11)

En particulier M est invariant par l'action du groupe unitaire : si & € M
alors U® € M pour toute matrice unitaire U.

Démonstration. Cette propriété, reliée a 'indiscernabilité des électrons et
au principe de Pauli, est évidente si ® € M. En effet nous avons

(U A= AU (a1, x) = ﬁ det((U);(z;))

1
= 7 det(U) det(yi(x;))
=det(U)p1 A--- A gn.
DODC nous Obtenons
EM(U®) = (HY(R,2)(Ug)1 A+ A (U@)n, (Up)1 A+ A (Up)n)
= | det(U) 2T (@) = £1F ().

Cependant ’égalité (@) reste vraie méme si ® n’est pas orthonormée,
c’est-a-dire appartient juste & H'(R3)". Pour cela nous commencons par

montrer que
Ve e H' (RN, e =e.

La preuve consiste a remarquer que
Wwe(z,y) = (Ue(), UR(y))en = (2(x), 2(y))en = ya(z,y)
puisque U est unitaire. Ceci montre aussi que
Vo ¢ HY(R3)V, PUD = P

puisque pe(x) = vo(x,z). Enfin on a

N
;/]RS Vi,-(2)|@i(2)|*de = /}R3 Vi (2)po(z) da.



Les trois derniers termes dans la définition de EMF ne dépendent que de vo

(et de pg), ils sont donc aussi invariants par rotation. Enfin pour I'énergie
cinétique on a

N 3
1 ) 1
; B /R3 Vei(a)[de = 3 ;/RS (O, ®(2), B, B (7)) o dt

qui permet de vérifier I'invariance de ce premier terme, comme précédemment.
Enfin, on peut écrire de facon similaire

Gram (&) = / ®(2)B(2) do
R3
qui fournit la propriété de transformation de la matrice de Gram. U

La propriété d’invariance par rotation que nous venons d’exhiber est cru-
ciale dans I’étude du modele HF. Fixons un jeu de fonctions ® = (¢1, ..., o).
Alors on a EMF(U®) = EMF(®) qui signifie I'énergie n’est pas vraiment une
fonction des N orbitales ¢; mais plutot de I’espace vectoriel de dimension N
qu’elle engendrent. Plus précisément 1’énergie est une fonction du projecteur
orthogonal sur cet espace qui n’est autre que 7, comme nous l'avons vu.

Nous avons déja remarqué que tous les termes sauf I’énergie cinétique
peuvent s’écrire en fonction de v¢ seulement. En fait on peut donner un sens
a la formule suivante

N

1 —A
>3 / Vi) 2de = tx (—%)
i1 2 R3 2

qui permet d’exprimer aussi 1’énergie cinétique en fonction de la matrice de
densité .

La possibilité d’étudier I’énergie de Hartree-Fock en utilisant comme
variable l'opérateur vy est une propriété importante, en particulier dans la
conception d’algorithmes performants comme nous le verrons au chapitre
suivant. Nous dirons quelques mots concernant le formalisme utilisant la
matrice densité a la section El

3 Existence d’un état fondamental

Comme ENF est bien définie et minorée sur I’ensemble M, nous pouvons
maintenant introduire le probléeme de minimisation qui nous intéresse

EUY = inf &8 (®). (12)
Notons que si ® = (¢1,...,o8) € M est un minimum pour ([[Z), alors U

est également un minimum pour toute matrice unitaire U, d’apres le lemme

Bl



Démontrer 'existence d’un minimum est un probleme difficile. En effet,
méme si I’énergie est semi-continue inférieurement pour la topologie faible,
et coercive sur M (comme le démontre I'inégalité (§)), ’ensemble M n’est
pas fermé pour la topologie faible. Il n’est donc pas du tout évident qu'un
minimum existe sur M. En fait on s’attend, comme pour le cas de la théorie
a N corps, qu’il n’y ait pas de minimum si N est trop grand (les noyaux ne
sont pas capables de garder trop d’électrons pres d’eux).

Notons que I’énergie HF est composée de deux termes quadratiques en
les p; et de deux termes quartiques. Nous avons donc affaire a un probleme
de minimisation

— non linéaire,

— sous contrainte,

— posé sur tout Pespace R3,

— localement compact (les suites minimisantes sont bornées dans ’espace

de Sobolev H!(R3)V).
L’étude de tel principes variationnels meéne souvent a des problemes de com-
pacité a l'infini. Ceux-ci s’interpretent justement par le fait que certains
électrons peuvent vouloir s’échapper si le potentiel créé par les noyaux n’est
pas assez fort pour les maintenir dans la molécule.

Avant d’énoncer le théoréme principal fournissant ’existence d’un mini-
mum, nous avons besoin de définir 'opérateur suivant appelé opérateur de
champ moyen ou opérateur de Fock, pour tout ® € H'(R3)V :

A 1 x,
Foi=——5+Vr:+po*— — M-
2 [z |z -yl

Ceci signifie plus précisément que

T Vis(2)(a) + (pq> , ﬁ) (e)u(e)

7¢(x7y)
- /R ) dy

_Ay(z)

(Fop)(z) := 5

C’est-a-dire que nous avons défini le dernier terme en donnant son noyau.
Essentiellement, l'opérateur Fp apparait comme la dérivée de la fonction-
nelle EMF. Nous préciserons ce point un peu plus tard. Noter que lon a
I'invariance par rotation

Fve = Fo

pour toute matrice unitaire U car les deux termes dépendant de ® s’ex-
priment en fonction de 7.

Lemme 4 (Propriétés de l'opérateur de champ moyen). Pour tout ® €
HYR)N, lopérateur de champ moyen Fg est autoadjoint sur H?*(R3) et
satisfait oess(Fo) = [0; +00).



Démonstration. Nous utilisons le théoreme de Weyl vu dans le cours de
théorie spectrale. Comme ® € H'(R3)" on a pp € L*(R3)NL3(R?). D’autre
part on peut écrire

1 1

1
— = —1po1) + — Lra\ B, € L3(R3) + LP(R3)
2| — Jx POD T g TEABOD

pour tout p > 3. Comme pg € L'(R?), ceci démontre que pg * ﬁ € L2(R3)+
LP(R3) pour tout p > 3. Nous avons vu dans le cours de théorie spectrale
que ceci implique que pg * |71| est un opérateur (—A)-compact.

Considérons maintenant une fonction ¢ € H'(R?) fixée et introduisons
l'opérateur défini par

o)) = [ EDE g,

R3 \x—y\

c’est-a-dire dont le noyau est égal & p(x)p(y)|x —y|~!. Nous allons montrer
que X, est aussi (—A)-compact, ce qui rappelons-le signifie que ch(l—A)*1
est un opérateur compact sur L?(R?). Ceci montrera que le terme d’échange
SN X, est aussi (—A)-compact.

En fait nous allons méme montrer que X, est lui-méme un opérateur
compact ce qui prouvera ce que nous voulons puisque (1 — A)~! est un
opérateur borné. Considérons une suite v, qui tend faiblement vers 0 dans
L%(R3) et démontrons que g, = X, 1, — 0 dans L?(R3)-fort.

Nous avons

R (e D)
gn(l') = /RB ‘.%' _y‘ dy = (p( ) (((pz/}n) ‘,ﬂ) ( )

Nous utilisons maintenant le théoréeme de convergence dominée. D’apres
I'inégalité de Hardy nous avons

2 < </RS |¢n(y)l2dy> (/RS %d@
<a( [ lontrar) ([ 19ewa) <c

car (1) est bornée dans L?(R3). Donc on a la domination

/ oY) n(y) dy
RS

|z — |

|gn(@)]? < Clo()|* € L'(R?).

D’autre part nous avons pour tout z € R3 fixé

h(y) = |;;0Ty)y| € LQ(]R3)
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encore d’apres I'inégalité de Hardy. Donc pour presque tout x

[ B gy — (1)) — 0
R |z =yl
d’apres la convergence faible de 1), vers 0 dans L?(R3), i.e. g, — 0 presque
partout. Par le théoréme de convergence dominée, ceci démontre bien que
gn — 0 dans L?(R3) fort, donc que X, est un opérateur compact.

En conclusion tous les termes apparaissant dans la définition de Fg sont
(=A)-compacts donc d’apres le théoreme de Weyl, nous déduisons que Fgp

est autoadjoint sur H?(R3) et que 0ess(Fa) = Tess(—A/2) = [0; +00). O

Nous pouvons maintenant énoncer nos trois principaux résultats.

Théoréme 1 (Propriétés des minima). Supposons que ® = (p1,...,pN) €
M est un minimum pour (). Alors, quitte a remplacer ® par U®P avec
U une matrice unitaire bien choisie, les @; satisfont le systéme d’équations
non linéaires
.7:q>g0i == )\Z'QDZ‘, 1= 1, ,N (13)
ot les \; sont les N premieres valeurs propres négatives ou nulles de lopérateur
Fo.
De plus si Fo posséde plus de N + 1 valeurs propres négatives ou nulles,
alors on a
AN < AN4+1 (14)

ot An+1 est la (N + 1)iéme valeur propre de Fg.

Remarque 2. La derniére assertion du théoréme est appelée principe auf-
bau en chimie.

Enongons maintenant un résultat d’existence. Rappelons que

M
Z = Z Zm
m=1
est la charge positive totale du systeme.

Théoréme 2 (Existence d'un état fondamental). On suppose que N <
Z + 1, alors il existe au moins un minimiseur ® € M pour le probleme
EHE,

Les théorémes [l et & (sauf 'inégalité () sont dus & Lieb et Simon [6].
Ils ont été démontrés par une autre méthode par Lions dans [7]. L’inégalité
() a été démontrée plus tard [I]. Enfin, nous fournissons un résultat de
non-existence de Lieb [].

Théoréme 3 (Non-existence pour N grand). Si N > 2Z + M, il n'y a
aucun minimiseur pour le probléme EMF .

Solovej [8] a démontré Pexistence d’une constante C' (grande) telle qu’il
n’y a aucun minimiseur pour N > Z + C. La conjecture est que C =1 ou 2.

11



Preuve du théoréme [

Il s’agit de déterminer I’équation satisfaite par un minimum. Pour cela
nous allons écrire les conditions d’optimalité en considérant des variations
de chaque fonction ; séparément. Nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 5. Pour tout ¢ € HY(R3), on a la formule suivante :

SHF(SOla ey Ph—1,P5 Ph415 -5 SON) = gHF((ph "'707 seey SON) + <‘7:<]I€>S07 ()O> (15)
ot

N N i
A 1 ity i %i(@)0i(y)
Fi=—5+ Vet Y (@) x - ==
2 S B v =]

c’est-a-dire c’est lopérateur de champ moyen auquel on a enlevé la kiéme
fonction.

Preuve du lemme. On écrit

Yo (. y) = 7" (2,y) + o(z)e(y)

et on développe le terme direct et le terme d’échange. On trouve le résultat en
utilisant 'annulation entre les termes direct et d’échange formés uniquement

a partir de p(x)p(y) :

// )0 (y) d dy // lo(2)(y)|? le@eWI .
R3xR3 |l“— R3 xR3 |33—|

Soit @ un minimiseur comme considéré dans ’énoncé. 1l est évident que
U® est un minimiseur pour toute matrice unitaire U puisque I’énergie est
invariante par I'action de groupe comme exprimé au lemme Bl

Nous écrivons maintenant les conditions d’optimalité. Fixons k € {1,..., N}
et une fonction 1 € vect(yy, ..., pn )+ suffisamment réguliere (dans H?(R3)
suffit pour justifier nos calculs), avec 1] 2gs) = 1. Nous avons alors par
définition de ®

O

o1+t

V14 |t]?

pour tous ¢t € C. Nous pouvons maintenant utiliser la formule ([[3) et obtenir
(il suffit de développer le dernier terme de ([[H))

SHF (@17"'7@]617 7@k+17---7@N> 2 gHF((b)

%WRG (o)) + 5 K‘Tt\z ((Fhv.v) = (Fheren)) =0 (16)
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Nous en déduisons que

(Fhonv) = 0 pour tout ¥ € vect(pr, s on)ts [Wlpagen) =1

et que
<.7-"£1/1,1/1> > <.7:£cpk,cpk> pour tout ¢ € vect(g1, ..., o), |9l r2®s) =1

Il est intéressant de remplacer 'opérateur .7-:’13 par l'opérateur de champ
moyen Fg qui possede les propriétés importantes d’invariance par rotation
mentionnées plus haut. Tout d’abord nous remarquons que 1’'on a

Foor = Fapr (17)

pour tout k = 1...N. Ceci provient du fait (similaire & celui de la preuve du
lemme [B) que l'on a

/ lex(y )\Qdy@k(m) _/ M@k(y)dy —0.
R R3

s |z —y |z -y

D’autre part nous avons (faire le calcul!)

(Fhons) = o - [ 1IN
+//RSXR3 or (@) y )Wwy)dxdy

|z — y|

o AU (,y)|?
Wk 222 I G d
=F = [ B e

La derniere égalité est obtenue en développant le produit tensoriel et en
changeant = et y dans deux intégrales. Nous en déduisons donc que les
conditions d’optimalité peuvent s’écrire

(chSDk,W =0

A
Fovo) 2 (Fhowpe)+ 3 [[ 10U,
R3 xR3 [z —y|

pour tout ¢ € vect(1, ..., on)*. De la condition d’ordre un nous déduisons
que Foppr € vect(p1,..,on). Comme ceci est vrai pour k quelconque, il
existe donc des nombres complexes A;;, appelés multiplicateurs de Lagrange,
tels que

N
Fopi = Z Aij -

13



En prenant le produit scalaire avec ¢; et en utilisant la symétrie de Fg, on
trouve que A;; = Aj;. La matrice des multiplicateurs A = (\;;) est donc her-
mitienne et il existe une matrice unitaire U telle que A = U*diag(Aq, ..., An)U.
En posant alors ® = U® et en utilisant la propriété Fye = Fg, nous voyons
que @ vérifie la méme équation, mais avec une matrice de multiplicateurs
diagonale. Quitte & remplacer ® par ®’, nous pouvons donc supposer que A
est une matrice diagonale

Les ¢; sont donc des vecteurs propres de I'opérateur Fg. Ceci démontre en
particulier que Fg a au moins IV valeurs propres. Quitte a réordonner les ¢,
nous pouvons supposer pour simplifier que les A; sont rangés dans 'ordre
croissant.

Maintenant nous utilisons I'information du second ordre pour ¢y. Le
calcul précédent montre que

2
(For,v) > Ay —i—//RS - dedy > AN (18)

pour tout ¥ € vect(yp;)* normalisé. Donc nous obtenons que
(f‘?)\vect(api)i > AN

ceci implique clairement que les \; sont négatives ou nulles et que ce sont
les N plus petites valeurs propres de Fg (le faire en exercice!).

Enfin nous pouvons utiliser le terme intégral de ([[¥) pour démontrer le
principe aufbau. Si F¢ a au moins N +1 valeurs propres et si A1 = Ay cela
signifie qu’il existe un vecteur normé ) € ker(Fg — Ay) qui est orthogonal
a tous les (¢;). Mais c’est absurde car ([8)) impliquerait alors

2
// [ Aen(z,y)F dy =0
R3xR3 |z —y

Or la fonction ¥ A pn est normalisée dans L2(R? x R3) car (¢n,) est un
systeme orthonormé. Elle ne peut donc pas étre nulle. O

Preuve du théoréme

Nous suivons la preuve de Lieb et Simon [6]. L’idée est de relacher la
contrainte en introduisant I’ensemble convexe suivant :

K:={®ec H ®R*»Y | 0 < Gram ® < Iy}
qui est la fermeture de M pour la topologie faible de L?(R3)V

Lemme 6. L’ensemble K est fermé pour la topologie faible de L?(R3)N

14



Preuve du lemme. Soit ®" € K une suite qui converge faiblement dans
L2(R®)N vers ®. Soit v un vecteur quelconque fixe de CV. L’hypothese
d" € IC signifie que

2 N
0 < {(Gram ®"v,v)on = / dr < vil?.
( o= | >l

N
> il (@)
i=1

Par linéarité on a

N N
Vs Vi Pi
i=1 =1

faiblement dans L?(R?). Donc nécessairement

N 2 N
dx < lim inf Ny dx < |2
/R3 Z z < limin /R3 ;vz%(m) x_;\%\

N 2
Z vipi ()
i=1

qui montre que 0 < Gram & < 1. O

Il est alors naturel d’introduire le probleme de minimisation relaxé

EHF .= qi)rellngHF(@) < EHF,

Considérons une suite minimisante (®") C K pour EUF. Evidemment
(@") est bornée dans L*(R?)N puisque I'on doit avoir |¢?|* < 1 pour
tout ¢ = 1...N (ce sont les éléments diagonaux de la matrice Gram ®").
L’inégalité (@) signifie que (V®") est bornée dans L?(R3). Ainsi (®") est
en fait une suite bornée dans H'(R3)". Quitte & extraire une sous-suite, on
peut donc supposer que ®" — & faiblement dans H'(R*)V.

Or nous avons ® € K car K est fermé pour la topologie faible et

EM (@) < liminf E9F (") = EHF
n—oo
puisque I'énergie EMF est semi-continue inférieurement pour la topologie
faible, comme nous 'avons démontré au lemme Bl On déduit donc que ®
est un minimiseur pour le probleme relaxé EEIF Il reste a montrer que c’est
aussi un minimum pour le probleme initial EFHF.

L’énergie EHF étant invariante par I'action du groupe unitaire on déduit
que U® est aussi un minimiseur de Eg{ef pour toute matrice unitaire U.
D’apres le lemme Bl on peut, quitte a changer ® en U®, supposer que
Gram ® = diag(ey, ..., €x) est une matrice diagonale. Cela revient exacte-
ment & supposer que tous les ¢; sont orthogonaux. Il nous reste a démontrer
que tous les ¢; sont égaux a un. En effet dans ce cas on aura ® € M et donc
® sera un minimiseur pour le probleme initial.

15



Or d’apres le lemme B nous voyons que chaque fonction ¢ est une
solution du probleme de minimisation suivant

I = inf Fre,
k goeblr?(RS) < P 90>

pevect(ps, i£k)L, [|p?<1

Tout d’abord on note qu’évidemment on a toujours I < 0 (prendre
¢ = 0 comme fonction test). Or on a

ou bien [, =0;
ou bien I <0et [|px|*> = 1.

En effet, si I < 0 et [|ok|> < 1, on peut prendre comme fonction test
lewl? lewl

or |ee| ™" et on obtient par homogénéité I, < z < I qui
est absurde.
Il suffit donc de montrer que I, < 0 pour tout k et nous saurons que

nécessairement [ |¢x|? = 1 pour tout k.

Lemme 7. 5i N < Z + 1, lopérateur fff) posséde une infinité de valeurs
propres sous son spectre essentiel.

Ce résultat terminera la preuve de 'existence. En effet, considérons 1’es-
pace W correspondant aux N premieres valeurs propres de .7-"!13. On a bien
stir, d’apres le principe de Courant-Fisher, maxycy\ {0} <.7:<I’§1/),1/)> ||¢||71 =
pk < 0 (la Nieme valeur propre de F%). Comme W est de dimension au
moins N, il intersecte nécessairement vect(y;, i # k)& en un vecteur non
nul. Il existe donc un vecteur propre normalisé ¢ de .7-"4’2 orthogonal a tous
les ;, 1 # k, tel que <.7-"£1/1, 1/1> < 0. En utilisant ¢ comme fonction test, on
trouve I < 0.

Preuve du lemme. Introduisons 'opérateur sans terme d’échange

A al 1
rk __ . 2
Fo=-g tVeet 2 lo@lrpy.
i=1, i#k

Montrons d’abord que ]:q]ﬁ < ]:"q]ﬁ En effet si ¢ est une fonction quelconque
dans L?(R?), on a

pi(2)pi(y) P(@)ei(y)v(y)
< Ix—yl = ¢> //]R?’><R3 Ix—yl ey

“Pz ()’2
=1 L 7 >0.
”/Ra R

16



Ainsi d’apres le principe de min-max vu en cours de théorie spectrale,
il suffit de montrer que fq]ﬁ possede une infinité de valeurs propres sous son
spectre essentiel. Or on a

M

FEED SICTCTED SR

1#k m=1

Comme p(R3) = dizk€—Z < N—1—2 <0, unrésultat du cours vu dans
le chapitre de théorie spectrale permet de conclure. O

Preuve du théoréme

Nous donnons la preuve uniquement dans le cas o M = 1. Le cas général
est traité dans []. Nous supposons donc que le probleme EMF possede un
minimum ® pour un certain N. D’apres le théoréme [, nous savons que les
orbitales ¢; sont solutions de I’équation

Foi = Nipi (19)

ou les \; sont les NV premieres valeurs propres négatives ou nulles de ’opérateur
de champ moyen Fg. Dans la suite nous allons utiliser sans le démontrer
que les @; sont tres régulieres (H?(R3) suffit : le démontrer en exercice en
utilisant le théoreme de régularité elliptique) et décroissent assez vite.

Dans I’équation ([[U), nous prenons le produit scalaire a droite avec la
fonction |z|p; et sommons sur . Nous obtenons :

N
Z f<1>8027 ’w‘gpz
=1

car les A\; < 0. En utilisant la définition de pg(x) et le fait que fRS ps = N,
nous arrivons a l'inégalité

N

X X — X 2
Z<(—A)%’|~’”|¢i>—ZN+//RS RS! | (pa(z)pa(y) — Iya(z,v)| )dxdygo.

pot [z =yl

Or nous avons par symétrie

// 2l (pa@)pa(y) = oz 9)) ;o
R3xR3 |$ - y|
1 (|| + lyD) (pa (2)pa(y) = lya(z,y)[*)
=3 //RSXR3 dx dy.

|z — y|

17



D’autre part, nous pouvons utiliser I'inégalité triangulaire |z| + |y| > |z — y|
et ([B)) pour en déduire I'inégalité

// (lz] + 1) (po(®)pa (y) — |ye(z, y)[?)
R3 xRR3

|z —y|
> //RMRS (pa(z)pa(y) — e (z,y)|*) d dy

=N?— // Ve (2, y)*da dy.
R3xR3

Un calcul explicite utilisant 'orthogonalité des ; fournit maintenant

Dégalité
// o (2, y)[*dx dy = N.
R3xR3

En conclusion on a démontré I'inégalité suivante

dx dy

(=A)ei,|z|lpi) — ZN + %(N2 —N)<o.

M-

I
_.

(2

Deés le départ nous aurions pu prendre également le produit scalaire a gauche
avec |x|p;, auquel cas nous aurions obtenu l'inégalité

(= A)p [aler) - ZN + 5(N? ~ N) <0.

M-

i=1

En faisant la demi-somme des deux, nous obtenons ﬁnalementﬁ
Y 1
D Re({(=A)pilalei) — ZN + 5(N* = N) <0.
=1

Pour finir, il suffit de prouver le

Lemme 8. Soit ¢ € H?(R3,C) une fonction telle que |z|p € L?(R?). Alors
on a

Re((=A)e, [#]p) p2(rsy = 0

avec égalité si et seulement si p = 0.

En admettant provisoirement le lemme, nous obtenons bien le résultat
final

1
—ZN+§(N2—N)<O<:>N<QZ+1.

*En utilisant DPéquation (@), on peut facilement voir que dans notre cas
((=A)es, |z|pi) € R pour tout i =1,..., N.
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Preuve du lemme. Par densité, nous pouvons montrer 'inégalité pour une
fonction ¢ tres réguliere. En fait, nous posons 1(z) = |z|¢(x) et nous sup-
posons que P € CSO(R?’). Nous pouvons alors écrire

1
Re((~A)¢, [21¢) (@) = Re<<—A>m¢7¢>L2(R3)

Re(v (57v): W>L2<R3)

Re/RS <vi> V() Vip(z) dﬂc+/ ﬁ|v¢(az)|2d$

/Rg,< \i,) (J(2)?) dx—i—/ _‘y W) 2 da
(o) wer) o+ Lo

=2y O + [ Vo) e > 0

puisque 'on a au sens des distributions

1
—A— = 47T60.
|

Ceci termine la preuve du théoreme

4 Le formalisme des matrices densité

Nous avons vu que pour démontrer ’existence d’un minimum pour ’énergie
Hartree-Fock il pouvait étre intéressant de relacher la contrainte Gram ¢ =
Iy en 0 < Gram ® < Iy, au sens des matrices hermitiennes. Or il existe
une autre maniere de relacher la contrainte qui a elle un sens en physique
statistique.

Soit v un opérateur auto-adjoint compact quelconque, agissant sur 1’es-
pace L?(R3). D’apres le théoréme spectral pour ces opérateurs, nous savons
qu'’il existe une suite de réels n; — 0 et une base orthonormée (y;);>1 de

L?(R?) tels que
v =Y nilei el
i>1

Nous avons utilisé la notation |p;){p;| pour désigner le projecteur orthogonal
sur vect(y;). On dit que v € 6, avec 1 < p < oo si on a (n;) € P(R), c’est-

a-dire si
Z |n;|P < oo.
i>1
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L’ensemble &), est en fait un espace de Banach pour la norme

1/p

s, = | D1l | = Il

i>1

Il est appelé espace de Schatten d’ordre p. Ces espaces d’opérateurs ont
des propriétés tres similaires aux espaces /P(R). En particulier, il y a une
inégalité de Holder, etc... Nous n’entrerons pas dans les détails.

Remarque 3. Par convention, on définit généralement G, comme étant
simplement [’espace des opérateurs compacts.

Deux des espaces 6, jouent un role particulier : celui pour p = 2 et celui
pour p = 1.

Un opérateur v € Gq est en fait un opérateur Hilbert-Schmidt, c’est-a-
dire il a un noyau y(z,y) € L*(R*xR?) tel que (y¢)(z) = [gs v(z, y)¥(y)dy.
On peut facilement vérifier que ce noyau est

a,y) = nigi(@)ei(y),

i>1

la somme étant convergente dans L?(R%). Nous avons déja rencontré plu-
sieurs opérateurs Hilbert-Schmidt comme par exemple 'opérateur dont le
noyau est vﬁ;(f;‘/) lorsque ® = (1, ..., pN)-

Un opérateur v € &y est appelé opérateur a trace. Pour un tel opérateur,

on peut définir sa trace
tr () :== Z n;

i>1

et on peut démontrer que 1’on a

tr(y) =Y (v, i)

i>1

pour toute base orthonormée (v;) de L?(R?), la somme étant absolument
convergente, ce qui fait le lien avec la trace en dimension finie. Comme
¢H(R) C £2(R) pour les suites, on obtient immédiatement que &1 C Sa (en
fait S, C &, pour tout p < q).

A tout opérateur v € &1 sous la forme précédente, on peut associer une
fonction p, définie par

pr(z) = nilei(x) P,

i>1

la somme étant convergente dans L'(R3). La fonction p, appartient donc a
LY(R3) et elle vérifie [ps py () dz = tr (7).
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Rappelons que la matrice densité v d’un état Hartree-Fock est un pro-
jecteur orthogonal de rang N, vérifiant donc v¢ € &1 et tr (7¢) = N. Comme
nous avons vu que I’énergie Hartree-Fock ne dépend que de v4 et que la perte
de compacité pouvait venir uniquement de la contrainte, il est naturel de

chercher quelle est ’enveloppe convexe des projecteurs orthogonaux de rang
N.

Lemme 9. La fermeture de ’enveloppe convexe de ’ensemble
Py = { projecteur orthogonal de rang N sur L*(R%)}
pour la norme de &y est I’ensemble convexe
Kn={y=7"€6|0<y<1lettry=N}

Démonstration. 11 est clair que K est convexe et fermé pour la norme de
G1. D’autre part, si v € Ky, alors on peut écrire v = > .o, ni|wi) (@il
Introduisons simplement ’opérateur

k-1
= malea (@il + | D ma | low) (onl
i=1

i>k

qui est une combinaison de projecteurs orthogonaux de rang un, qui peut
facilement se réécrire comme une combinaison convexe de projecteurs de
rang N (par récurrence sur le nombre de projecteurs de rang un, le faire en
exercice). Or on a

TV = Z nilei) (il = Z n; | [or) @kl
i>k+1 i>k+1
ainsi

Iy = le, =2 Z Ni —k—oo 0.
i>k+1

O

L’avantage est que K est fermé pour une topologie faible bien choisieﬁ
sur &;.
Soit maintenant v € &1 avec v > 0, se décomposant sous la forme

v = nilei)pil.

i>1

3En fait on peut démontrer que &1 est le dual de G, Pespace des opérateurs compacts.
On peut donc munir &; de la topologie faible-*x associée, pour laquelle ~,, — v signifie
tr (ynK) — tr(vK) pour tout opérateur compact K. Comme nous ne donnons aucune
démonstration d’existence pour Hartree-Fock utilisant le formalisme des matrices densité,
nous n’entrerons pas plus dans le détail.
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On utilise alors la notation suivante

tr ((=A)0) =D [ Veilfams) -

i>1

Cette quantité est bien définie puisque tous les n; sont positifs ou nuls par
hypothese, le terme de droite pouvant éventuellement étre infini (c’est le cas
si par exemple I'un des ¢; n’est pas dans H!(R3)).

Lemme 10. Soit 0 < v € &1 tel que tr ((—A)W) < 00. Alors on a

HVMH;(RB') < tr ((=4)y),
en particulier \/py € HY(R?).

Démonstration. Nous faisons le calcul en supposant que v est de rang fini, le
résultat s’obtenant en passant & la limite. Prenons donc v = S% n;]0;) (]
et supposons qu’aucun des ; ne s’annule sur tout R3. Nous calculons alors

Vp, _ Zleni(v%‘(m) i(z )+‘Pz( )Vi(z )
2\/py 2v/py(2)

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a donc
(Zinilvei@)?) (S, nileile
()

V() =

‘V\/p_v(x)‘z < ) ZHZ‘VQOZ

O

Lorsque v € Ky, on a v € G5 puisque 7 € &;1. Il existe donc une
fonction gx, y) € L?(R3 x R3) qui est le noyau de 'opérateur . En utilisant
I'inégalit

2
(2, 9)I7 < py()py (y)
et la propriété \/p, € H'(R3), on vérifie facilement que
2
]'y(x,y)\ c LZ(R?) % RS).
|z =yl
Ceci permet de définir I’énergie Hartree-Fock pour toute matrice densité

v € Ky d’énergie cinétique finie par (nous utilisons la notation £8"F pour
“generalized Hartree-Fock”)

g (7)) .= ;tr ((— A)’Y)-i-/ VR,2(2)py () dz

// ()P (y) — (@, y)I? drdy. (20)
R3xR3 ’1'— ’ .

1Elle se démontre en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les suites, comme
dans le cas du modele Hartree-Fock simple.
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On vérifiera en exercice que E3HF est bien définie des que v € Ky et
tr ((—A)v) < 00. Cette énergie coincide avec ’énergie Hartree-Fock étudiée
aux paragraphes précédents pour les projecteurs orthogonaux de rang N :

N
EF (1) = EMF (@) quand v =Y [i) (i,

i=1

comme nous ’avons déja remarqué.
On peut aussi définir ’énergie fondamentale du modele gHF

EgHF — inf EgHF 91
nf (") (21)

or ((~A)7) <oo

Il est clair que EHF > EeHF car on a Py C K. La propriété principale qui
est la base de nombreux algorithmes numériques est due & Lieb [ :

Théoréme 4 (Le modele gHF coincide avec le modele HF [3]). On a pour
tout N
EHF _ peHF

gHF

De plus tout minimiseur pour £ est nécessairement un projecteur de rang

N.

Démonstration. Nous supposons qu’il existe un minimiseur pour FE#HF et
démontrons que c’est nécessairement un projecteur orthogonal. La preuve
de I’égalité méme quand il n’y a pas de minimum est similaire.

Soit donc v un minimiseur pour le probleme E2HF et 4/ un autre opérateur
de Ky, suffisamment régulier (de rang fini avec des orbitales dans H?(R3)
suffit). On écrit alors en utilisant la convexité que

vee [0;1], (1 t)y + 1) = £ ().

En développant par rapport a t, nous obtenons

2 ! !
2ttr (Fy (v — 7)) + = // Py @)y 77(y)d$ dy
2 J Jrsxrs |z —y|

2 r 2
_t_// (v =) (z,9)| drdy > 0
2 R3 xR3 \x—y\

ol nous avons bien stir introduit I'opérateur de champ moyen associé a ~y

1 q(=y)
[ |z -yl

A
Fy = -5 + VR +py

La condition du premier ordre s’écrit donc, par densité

ey,  tr(F(H -7)=0
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ou, dit différemment v est un minimum pour le probléme linéarisé

inf tr (Fy7). (22)
v eKn

tr ((—A)'\/) <oo

On peut montrer que I'infimum ci-dessus est égal a la somme des N premieres
valeurs propres de l'opérateur F, et que tous les minimiseurs (donc v en
particulier) sont sous la forme

X(=ooan) (Fy) + 0

ou § est un opérateur de rang fini vérifiant 0 < § < 1 et Im(6) C ker(F, —
An). Dans la formule précédente nous avons utilisé la notation du calcul
fonctionnel développé en théorie spectrale : X(_q, an)(Fy) est le projecteur
orthogonal sur les fonctions propres de F, correspondant aux valeurs propres
qui sont strictement inférieures a Ay.

Lorsque Ax+1 > Ay il y a unicité du minimiseur pour ZZ), c’est-a-
dire on doit avoir § = X{)\N}(]-Z,). L’inégalité Ayy1 > Ay se montre en
utilisant 'information du second ordre, de fagon tout a fait similaire a ce
que nous avons fait pour le modele HF. Comme on a unicité du probleme
linéarisé (22), on obtient alors bien que =y est nécessairement un projecteur,
7= vazl lpi)(@il, et que les ¢; sont les N premiere fonctions propres de
F-. On retrouve donc bien les équations HF usuelles (I3). O

Exercice 1. Pour se convaincre de ce que mous avons écrit sans détail ci-
dessus, étudier le probléme en dimension finie d > N :

inf  tr (AM). (23)
M=M*,
0<M<1,
tr (M)=N

On note v; et \; les vecteurs propres et les valeurs propres (rangées par
ordre croissant) de la matrice hermitienne A. Montrer que 23] posséde un
unique minimiseur M = Zf\;l vivy lorsque Any1 > Ay et une infinité si
AN = An+1. Montrer que tous ces minimiseurs sont alors donnés par la

formule
k

M = Zviv;‘ +0
=1
ou k est tel que A\, < Ag+1 = AN et 0 est une matrice hermitienne vérifiant

Im(5) C ker(A— An) et tr(0) =N — k.

Remarque 4. Méme si le minimiseur de [’énergie Hartree-Fock généralisée
MY ost toujours un projecteur orthogonal de rang N, les opérateurs au-
toadjoints v tels que 0 < ~v < 1 et try = N ont un sens important en
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physique statistique quantique. On parle d’états mixtes (contrairement auz
projecteurs qui sont appelés états purs).

Notre étude a €té faite a température nulle. A température positive il faut

ajouter a l’énergie un terme d’entropie et le minimiseur de l’énergie totale
est alors toujours un état mixte et non un état pur.
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