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Dans les chapitres précédents, nous avons étudié I'atome d’hydrogene
(contenant une seule particule quantique, I’électron) et des modeles de type
fonctionnelle de la densité (Thomas-Fermi) qui permettent de décrire 1’état
d’un systeme en utilisant sa densité électronique p, tout en tenant compte
de certains effects quantiques.

Ce chapitre est consacré a I’étude de modeles pour lesquels les N par-
ticules sont traitées par la mécanique quantique. Nous étudierons deux
exemples : le gaz d’électrons libres et les électrons dans les atomes et les
molécules.

1 Fonctions d’onde & N particules. Fermions / Bo-
sons

1.1 Rappel pour une particule

Dans I'atome d’hydrogene (lorsque le proton est traité comme une par-
ticule ponctuelle classique), I’état d’un électron est représenté par une fonc-
tion d’onde ¢ € L*(R3,C), telle que [ |¢(x)|*dxr = 1. La fonction ¢ n’a pas
d’interprétation physique particuliere mais elle sert d’intermédiaire entre la
position z et le moment p puisque I'on suppose que

— |¢(x)]? représente la densité de probabilité de trouver I’électron au

point x;
— |@(p)|? représente la densité de probabilité de trouver I'électron avec
un moment p.
La transformée de Fourier est définie par

B(p) = (2m) 2 / pla)e e

de sorte que c’est une isométrie de L%(R3) :

2 _ -~ 2 _
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*Version corrigée en 2012.



Dans cette description, nous avons négligé le spin de ’électron, qui est
un degré interne de liberté. En général, une particule quantique dans ’espace
a trois dimensions et possédant d degrés internes de liberté est décrite par
une fonction d’onde

¢ € L*(R® x {1, ...,d},C).

Alors
T |SD(:C’ U)
point = et dans ’état interne o € {1,...,d} ;
— |8, o)
avec un moment p et dans I’état interne o € {1,...,d}.
L'espace L?(R? x {1, ...,d},C) est muni de la norme suivante

|2 représente la densité de probabilité de trouver I’électron au

représente la densité de probabilité de trouver I’électron

d
lelison,.0 = 3 [ 1o o)Pde
o=1

Comme donner ¢ € L?(R3 x {1,...,d},C) est équivalent & donner chaque
o(x,0) pour o = 1,...,d, et d’aprés la définition de la norme ci-dessus, on
voit immédiatement que L?(R? x {1, ...,d},C) est isométrique & L?(R3,CY).
On peut donc considérer que ¢ est simplement un vecteur de dimension d,
chaque composante étant une fonction de L*(R3,C).

Si on revient au cas d’un électron, celui-ci possede un spin qui ne peut
prendre que deux valeurs 1 et |. Ainsi ’espace pour un électron est

L*(R® x {1,1},C) =~ L*(R%,C?).

En utilisant I'expression de ’énergie classique d’une particule située en = €
R3 et de moment p € R?
> €

om  Ameg|z]

avec m = e2/(4mep) = 1 (unités atomiques) et grace a I'interprétation de
la fonction d’onde rappelée ci-dessus, nous avons vu précédemment que
I’électron de l'atome d’hydrogene a une énergie totale qui est décrite par
I’observable suivante

H=--A-—

2T
dans laquelle le spin n’intervient pas. Ainsi, pour appliquer H; a une fonc-
tion d’onde ¢ € L?(R3, C?) (et suffisamment réguliere), on doit simplement
appliquer 'opérateur a chaque composante. Dit autrement, I'opérateur H;
agissant sur L2(R3, C?) peut étre vu comme un opérateur matriciel diagonal

_Ia_ 1 0
0 —A- L)

|z



Ainsi, lorsque 'on tient compte du spin, son spectre est le méme que celui
de 'atome d’hydrogene sans spin, mais chaque valeur propre aura une mul-
tiplicité multipliée par deux, ce qui correspond au fait que I’on peut mettre
dans chaque état un électron avec un spin 1 et un autre avec un spin |. Le
spin ne joue donc pas un role trés particulier pour 'atome d’hydrogene.

Le spectre de 'opérateur —%A — ‘—i‘ sur L?(R3,C) peut étre calculé ex-
plicitement. La premiére valeur propre est simple, vaut —1/2 et la fonction
propre est ¢1(z) = 7 1/2¢= 17l Les autres valeurs propres sont obtenues par
la formule \, = —1/(2n?) (qui dans nos unités correspond & la formule
—13,6eV/n? que l'on apprend au lycée) et les fonctions propres sont toutes
connues explicitement. Les )\, correspondent aux raies que 1’on observe lors
d’une expérience de spectroscopie : I’électron est le plus souvent dans 1’état
fondamental mais lorsqu’il recoit de I’énergie, il peut alors accéder a des états
d’énergie supérieure puis se “désexciter” et retourner dans I’état fondamen-
tal en émettant un photon transportant une énergie (donc une longueur
d’onde) de valeur A, — A;.

Remarque 1. La situation change radicalement si on introduit un champ
magnétique extérieur qui interagit avec le spin. Le Hamiltonien correspon-
dant & (IJ) n’est alors plus diagonal.

1.2 Fonctions a N particules

Considérons maintenant un systeme de N particules quantiques iden-
tiques (indiscernables), sans spin (pour simplifier). L’état du systéme est
alors représenté par une fonction d’onde a N corps

¥ e L2(RYHY,0)

ou cette fois
— |U(x1,...,xN)|* représente la densité de probabilité de trouver la par-
ticule 1 au point z1, la particule 2 au point zo, etc;
— |\/I\f(p1, ..., pN)|? représente la densité de probabilité de trouver la par-
ticule 1 avec un moment pq, la particule 2 avec un moment po, etc.
La transformée de Fourier est toujours définie de sorte que ce soit une
isométrie :

’ 2

~

1 N
U(p1y...,PN) = W/R?"”/RC* U(zy,...,eN)e =1 PiTi gy da .

Or nous avons supposé que les particules étaient indiscernables. Cela
implique que la probabilité de trouver la particule 1 en x1 et la particule 2
en o est la méme que celle de trouver la particule 2 en x; et la particule 1
en xa. On doit donc avoir que

|U(x1,...,zn5)|? est symétrique par rapport aux échanges des z;.
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FIGURE 1 — Spectre de 'atome d’hydrogene et d’autres atomes observés par
spectroscopie.

FIGURE 2 — Valeur absolue des premieres fonctions propres de I’atome d’hy-
drogene.



De méme on doit avoir que

\\Tl(pl, vy D N)]2 est symétrique par rapport aux échanges des p;.

Rappelons que chaque x; est un élément de R? et qu’on ne considére
@ que les échanges des x; (et non de toutes les variables de W ).

On a alors deux choix :

— soit W(xq,...,xN) est symétrique par rapport aux échanges des z;,

auquel cas ¥ décrit des particules appelées bosons ;

— soit ¥(xq,...,xN) est antisymétrique par rapport aux échanges des

x;, auquel cas ¥ décrit des particules appelées fermions.

Dire que ¥ est symétrique signifie que W(z4(1, ..., To(n)) = ¥Y(21, .-, TN)
pour toute permutation o € Gy. Dire que ¥ est antisymétrique signifie que
U(2(1), - Tov)) = €(0)¥(21,...,2N) pour toute permutation o € Sy,
oil €(c) est la signature de la permutation. Nous noterons L2((R3)N, C)
(resp. L2((R3)N,C)) le sous espace des fonctions symétriques (resp. an-
tisymétriques). En conclusion, nous voyons que d’un point de vue phy-
sique on ne doit pas considérer toutes les fonctions de L?((R*)™ C), mais
seulement celles qui sont dans I'un des deux sous-espaces L2((R®)Y,C) ou
L2(RY)Y, C).

Nous avons dit que les fonctions symétriques décrivaient les bosons alors
que celles qui étaient antisymétriques décrivaient des fermions, mais nous
n’avons pas dit a quoi correspondent ces particules. En fait les deux types
sont rencontrés dans la nature (voir ’encadré plus bas pour plus de détails) et
les deux se comportent de fagon complétement différente dans un régime ou
de trés nombreuses particules d’'un méme type sont mises ensemble (échelle
macroscopique). Nous ne pouvons pas en dire plus pour l'instant mais nous
préciserons un petit peu ceci plus tard. D’une maniere générale, on pourra re-
tenir que les fermions sont les constituant fondamentaux de la matiere, alors
que les bosons sont des particules “médiatrices” qui décrivent les échanges
d’énergie entre ces dernieres.

¢ Exemples de fermions : électrons, protons, neutrons, quarks.
e Exemples de bosons : photons, gluons.

Comme nous voulons étudier des électrons, nous devrons donc toujours
supposer que la fonction d’onde décrivant notre systeme est antisymétrique
par rapport aux échanges de ses variables z; € R3.

Fermions ou bosons indiscernables avec degré interne de liberté

Si le systeme est constitué de IV particules toutes identiques, mais avec un
degré interne de liberté pouvant prendre d valeurs, on doit alors représenter
le systeme par une fonction d’onde

U(xy,01,....,xN,0n5) € L2, (R x {1,...,d},C)

a/s



c’est-a~dire qui sera symétrique ou antisymétrique par rapport aux échanges
des variables (x;, 0;).

Cela n’a aucun sens physique de considérer des permutations des x;
indépendamment des ;.

Plusieurs types de particules

Dans le cas ou le systéme est constitué de N7 particules du type 1 (des
bosons ou des fermions ayant d; degrés internes de liberté),..., N particules
du type K (des bosons ou des fermions ayant dx degrés internes de liberté),
on doit alors représenter I’état du systéme par une fonction d’onde

11 11 K _K K _K
U(T1,07, 0y TNy O,y woeee S T] 01 5 ey TNy ON )
€ L (R* x {1,...,di h)M x -+ x (R* x {1,..,dg V%, C) (2)
symétrique ou antisymétrique par rapport aux échanges des (2%, J]f)...(x?\,k, U?Vk)
entre eux (mais aucune symétrie n’est supposée pour les autres échanges de
variables).

1.3 Produit tensoriel, bases des espaces a N corps
Dans cette section, nous rappelons quelques propriétés bien connues du

produit tensoriel de fonctions dans L2.

Cas sans symétrie

Pour ¢1,p2 € L?(R?) on définit[l]

(1 ® p2) (w1, 72) == p1(71)p2(T2)

qui est une fonction de L?(R3 x R3), d’aprés le théoréeme de Fubini. On
utilise généralement la notation L?(R3) ® L?(R3) pour désigner ’adhérence
dans L?(R3 x R?) de I'espace vectoriel constitué de toutes les combinaisons
linéaires finies de produits tensoriels de la forme ¢ ® 3. Or on a le

Lemme 1. On a
L*(R?) @ L*(R?) = L*(R? x R3) = L*(RY).

De plus, si (¢;)i>1 est une base orthonormée de L*(R3), alors (p; ® )i j>1
est une base orthonormée de L*(R3 x R3).

1. Le contenu de ce paragraphe est bien str similaire en toute dimension et méme dans
L? (M, du) pour n’importe quel ensemble py-mesurable M.



Quelques remarques culturelles concernant les
constituants fondamentaux de la matiere.

La physique contemporaine a permis d’identifier des “particules élémentaires” qui
décrivent tout le comportement microscopique de la matiere usuelle.

La matiere est exclusivement constituée de fermions. Il y a 24 fermions élémentaires
(en fait 12 plus 12 anti-particules) dont celles qui nous intéressent le plus sont 1'électron
et les quarks. Tous ces 24 fermions ont un spin 1/2 (c’est-a-dire qui peut prendre les
deux valeurs 1 et |) et ils interagissent entre eux via différentes forces. L’électron est une
particule chargée qui interagit avec un champ électromagnétique. Les quarks sont aussi
chargés mais ils interagissent en plus via une force appelée force forte que 1’électron lui ne
ressent pas.

Les bosons élémentaires servent eux de particules médiatrices décrivant les échanges
d’énergie entre les fermions composant la matiere. La théorie prévoit 6 bosons élémentaires.
Le boson de Higgs a été récemment découvert au CERN en 2012 mais le graviton n’a lui
jamais été observé. Les 4 bosons élémentaires connus ont un spin 1 (qui peut prendre 3
valeurs). Les photons sont les bosons les plus simples. Ils décrivent les échanges d’énergie
électromagnétique entre les particules chargées et/ou possédant un moment magnétique
intrinseque. Ce sont des particules sans masse qui voyagent donc a la vitesse de la lumiere.
Les gluons sont eux des particules qui décrivent la force forte entre les quarks et ils ont
aussi une masse égale a zéro. Les deux autres types de bosons connus décrivent eux des
forces faibles auxquelles sont soumises toutes les particules. Enfin, le graviton est supposé
décrire la force gravitationnelle.

Souvent on ne désire pas décrire un systéme de fagon aussi précise et on a tendance a
regrouper plusieurs particules élémentaires pour n’en modéliser qu’une seule. Ceci permet
d’éviter d’introduire des forces et des interactions tres compliquées. On parle alors de
particules composites. Des exemples typiques de particules composites sont les protons
et les meutrons. Chaque proton et chaque neutron contient seulement trois quarks. Les
protons ont une charge +1 (ils contiennent deux quarks de charge 2/3 et un de charge
—1/3) alors que les neutrons sont neutres (ils contiennent un quark de charge 2/3 et deux
de charge —1/3). La “force forte” entre les quarks porte bien son nom : il est impossible
de séparer les quarks d’un proton ou d’un neutron, cela réclamerait une énergie colossale
que nous n’avons pas & notre disposition. Mais parfois les quarks d’un nucléons peuvent
changer de type en émettant de I’énergie. La désintégration d’un neutron en proton est
I'une des réactions de base expliquant le rayonnement radioactif.

Une particule composite peut se comporter comme un boson (si elle est composée d’un
nombre pair de fermions) ou comme un fermion (si elle est composée d’un nombre impair
de fermions). Les bosons peuvent donc aussi entrer dans la composition de la matiere mais
cela vient du fait qu’on ne traite pas en détail leur structure interne qui elle n’est composée
que de fermions. Les protons et les neutrons sont des fermions car ils contiennent trois
quarks. Par contre, un noyau atomique qui est constitué de protons et de neutrons peut
se comporter comme un boson ou comme un fermion, selon le nombre de nucléons qui le
composent. Par exemple le noyau de carbone contient 6 protons et 6 neutrons donc il se
comporte comme un boson. Le noyau du carbone 13 contient lui un neutron de plus et il
se comporte donc comme un fermion.

De méme si on désire étudier un systéme comprenant beaucoup d’atomes, on pourra
avoir envie de modéliser chaque atome comme un élément unique en oubliant sa structure
interne. Il pourra alors étre un boson ou un fermion, selon le nombre de protons, de
neutrons et d’électrons qui le composent.




Démonstration. Soit (¢;) une base orthonormée de L%*(R3) et soit ¥ €
(L*(R?) ® L2(R3))J‘, c’est-a-dire telle que

/ U (zy1,x2) f(x1)g(xe)dry dre =0
R3 xR3

pour tout f,g € L*(R?). En prenant f = ¢; et g = p;, on déduit que 'on a,
d’apres le théoreme de Fubini,

/Rg drp(w2) (/RS V(a1 $2)mdm1> =0.

Donc nécessairement

/ \I’(xl,xg)gpl-(:cl)d:cl =0
R3

pour presque tout zs. En répétant I’argument, on trouve que ¥ = 0. Nous
avons donc montré que Vect(p; ® ¢;) = L*(R? x R3). Ceci implique donc
L*(R3) ® L*(R3) = L*(R3 x R?) = L?(R%). Comme les (¢; ® ¢;); ; forment
un systéme orthonormé (le vérifier!), on déduit qu’il s’agit d’une base or-
thonormée. O

Evidemment, ce que nous avons dit s’étend aisément a des produits ten-
soriels de N copies de L?(IR3), notés ®]1V L?(R3) = L2((R3)N).

Cas fermionique

Maintenant nous définissons le produit tensoriel antisymétrique, pour
P15 PN € LZ(R?’) :

(1 A= Aon)(z1, - TN) = \/% > o) o) (1) -+ oy (@N)

' oeBGN

1
= \/—N—!det(@j(%))-

Bien str par définition on a toujours
p1 A Aoy € LE((R)Y),

c’est-a-~dire c’est une fonction antisymétrique par rapport aux échanges des
ZTi.

Comme précédemment, l’espace /\{V L?(R?) est par définition I’adhérence
dans L2((R*)V) (ou dans L?((R3)")) de I'espace vectoriel engendré par les
fonctions sous cette forme. Tout comme précédemment, on peut montrer le



Lemme 2. On a
N

A LR = L2((®®)™).

1
De plus, si (¢i)i>1 est une base orthonormée de L*(R3), alors (g A -+ A
Qin )iy<-<iy €St une base orthonormée de L2((R3)N).

Démonstration. Commengons par vérifier que (i, A---A@;y )i <-.<iy forme
bien un systeme orthonormé lorsque (g;);>1 est une base orthonormée de
L?(R3). Tout d’abord, nous écrivons

2
1
low Ao npinlie = 55 [ Bivin (1) Gy (o) day -~y
N! (1) (N)

ceG N
1
= ﬁ Z <‘Pio(1)7§0i0/(1)> e <<PiU(N)7<PiJ/(N)>
C0,0'€GN
1
= g2 =1
ceG N

puisque (;, ¢;) = d;; par hypothese. Ceci montre que la constante (N !)*1/ 2

est la bonne! La preuve que les (@i, A -+ A @iy )ij<-.<iy sont orthogonaux
deux a deux est tout a fait similaire.

Soit maintenant ¥ € L2((R3)V) ¢ L2((R?)") et € > 0. D’aprés le Lemme
[, nous savons qu’il existe une combinaison linéaire finie des ¢; qui est aussi
proche que ’on veut de ¥ :

K
U — Z Ciq...inPiq ®"'®SDiN <e

i1,...,in=1 2

Pour chaque permutation ¢ € &y, introduisons I'opérateur S, agissant sur
L2((R*)N), qui permute les variables :

(SJ\I/)(xl, ceny ,IN) = \I’(xa(l), ceey xU(N)).

On vérifie simplement en changeant de variable que S, est une isométrie
pour tout o € Sy. Donc par I'inégalité triangulaire

K
(N!)_l Z €(0)Sy | ¥ — Z Cir.inPin @+ @ Piy < e
oEG N i1,eiN=1 L2

En utilisant le fait que ¥ est antisymétrique, et la définition du produit
tensoriel, on trouve que

K
V- Z (N!)_l/Qcil---iN(Pil N N iy <e

i1, in=1 12



qui démontre bien que Vect(p;, A--- A g;, ) est dense, donc finalement que
(0iy A=+ A Piy )iy<-<in €St une base orthonormée de L2((R3)V). Ceci im-
plique Dégalité AY L2(R3) = L2((R®)N). O

Nous voyons donc que toute fonction d’onde (normalisée) décrivant des
fermions W € L2((R?)V) peut s’écrire

U= ) Ciin®n A A iy

11 < <IN

Z |Ci1---i1\f|2 = 1,

i< <ipn

avec

dés que (;); est une base orthonormée quelconque de L?(R3).

Les fonctions d’onde de la forme ¢;, A --- A ¢;, sont donc des fonc-
tions particulieres tres utiles dans ’espace des fonctions d’onde fermioniques.
Celles-ci sont appelées dans la littérature de chimie quantique déterminants
de Slater, du nom de celui qui a le premier noté leur grande utilité pour
le calcul de fonctions d’onde approchées. Nous verrons plus tard 'impor-
tance de ces fonctions, en particulier lorsque nous étudierons le modele de
Hartree-Fock.

Cas bosonique

De fagon tout & fait similaire, on peut définir le produit tensoriel symétrique
(parfois noté aussi ®, au lieu de V) par

1
(p1 V- - Von)(T1,..,oN) = N g 4,00(1)(951) T (IOO'(N)(xN)'
oceGyn

Noter que nous avons pris comme normalisation 1/N! et non pas 1/v/ N! de
sorte que V-V = p ® -+ ® ¢, mais ce n’est qu'une convention. Tout
comme précédemment, on peut montrer le

Lemme 3. On a N
\/ LA(R?) = L2(R*)N).
1

De plus, si (¢i)i>1 est une base orthonormée de L*(R3), alors (pi V -++V
Qin )iy <-<iy €st une base orthogonale de L2((R3)N).
Interprétation

Nous voyons que dans le cas bosonique, nous pouvons prendre comme
fonction d’onde ¥ = ¢ ® - - - ® . Intuitivement, ceci correspond a mettre N
électrons dans le méme état .

10



Dans le cas fermionique, une telle fonction d’onde est interdite car elle
n’est pas antisymétrique. La fonction la plus “compacte” que 'on puisse
prendre est ¢1 A--- A pn avec (p;, ;) = d;j. Ceci correspond intuitivement
a mettre un électron dans ’état o1, un autre dans l’état g, etc. On voit
que deux électrons différents sont toujours dans des états différents, ce qui
correspond a ce que les physiciens appellent le principe de Pauli (plusieurs
fermions ne peuvent se mettre dans le méme état).

Intuitivement, les bosons vont avoir tendance a tous se concentrer sur le
méme état, tandis que les fermions sont obligés de “s’étaler un peu” a cause
du principe de Pauli.

Nous pouvons formaliser ces remarques de facon tres simple. Nous le
faisons en dimension finie pour simplifier, mais un résultat similaire est bien
str vrai en dimension infinie.

Considérons 'espace de dimension finie V = C% et A une matrice au-
toadjointe d x d. L’espace V' décrit un espace ou une particule quantique
peut prendre seulement d états. L’énergie d’une particule dans I’état v € V'
est alors juste (Av,v). Nous appellerons A; < --- < \; les valeurs propres
de A (comptées avec leur multiplicité) et vy, ..., v4 une base orthonormée de
vecteurs propres correspondants.

On introduit maintenant l'espace & N corps (avec N < d)

qui contient ’espace bosonique

et I'espace fermionique

Ce dernier est de dimension chlv . Nous pouvons définir a partir de A un
opérateur agissant sur $) et qui fournit I’énergie totale du systeme. Nous le
notons B = Z@]\L 1 Ai et il est défini sur une base quelconque (e;) par

Ble1®---®eny)=(Ae1) Rea®@ - - Qeny+e1® (Aey) ® - @ en+
te1®er®--- @ (Aey).

En prenant e; = v; qui est une base orthonormée particuliere, nous voyons
que B est diagonal dans la base des v;; ® --- ® v;,, et que

N
B(Uil (SRS ®U¢N) = (Z)\Zk> Vi, & ®1),‘N.
k=1

11



Le spectre de B sur ) est donc ’ensemble des sommes de N valeurs propres :

N
k=1

Chaque valeur propre est de multiplicité assez grande car les vy ;) ® -+ ®
Vs(iy) @vec 0 € Gy fournissent tous des vecteurs propres correspondant a

la méme valeur propre Zi\;l Aiy,- La multiplicité dépendra donc du nombre
de i, tels qu’il existe k' # k tel que \;, = Ai,, - Si tous les A;, sont simples,
la multiplicité est au moins égale a N!.

Il est facile de voir que B stabilise les deux sous-espaces 5 et 4. Le
spectre de B sur £)5 est le méme que sur tout lespace : 0(B)g = o(B)g,
mais les valeurs propres ont une multiplicité bien inférieure. Le spectre de
B sur ), est un sous-ensemble strict de o(B)g (& moins que B ne soit une
homothétie) égal a

N
U(B)ﬁa:{z)‘zka 1§Zl<<l]\/’§d}
k=1

Si la premiere valeur propre A\; de A est simple, I’état fondamental bo-
sonique est unique (& une phase pres) et il correspond a mettre toutes les
particules dans I'état v1 : v1 ® - ®w1. Si Ay41 > Ay on peut voir que I'état
fermionique est aussi unique (& une phase prés) et il correspond & répartir
les N particules dans les IV états d’énergie la plus basse : v1 A --- Avn.

Bosons Fermions
A A
A6
Ay ——8— —0——
ANy ——— —0——
Ay = \3 ——— —_—-
A\ —Teoeeee —t——

2 Etude du gaz d’électrons libres

Considérons un domaine borné @ C R3, dans lequel on place N électrons.
On désire savoir quel est I’état du systeme “a I’équilibre”. Pour cela nous
supposons que

— les électrons n’interagissent pas;

12



— la température est nulle;

— les électrons ne sont soumis & aucune force extérieure.
Pour simplifier nous négligeons aussi le spin des électrons. Dans ce cas, les
électrons vont juste chercher a minimiser leur énergie cinétique, tout en
respectant le principe de Pauli. C’est donc un modele extrémement simple.
Notons que posé dans tout R3, ce probleme n’a pas d’état fondamental
(pourquoi?) et il est donc nécessaire de “confiner” les particules dans un
domaine borné €.

Comme nous ’avons vu, ’énergie cinétique d’un seul électron dans 1’état
¢ € L?() est formellement donnée par

1

ily) = 5((=R)¢,¢).

Nous devons donc choisir une réalisation de —A comme opérateur autoad-
joint sur L2(£2). Contrairement au cas de tout R? ot —A est essentiellement
autoadjoint sur C5°(R3) et autoadjoint sur H2({)), nous avons ici plusieurs
choix possibles et naturels (une infinité, en fait). Comme nous ’avons men-
tionné dans le chapitre de théorie spectrale, ces choix d’extensions autoad-
jointes de —A correspondent intuitivement & différents choix de conditions
au bord du domaine 2. Nous pouvons par exemple prendre

— le Laplacien de Dirichlet ;

— le Laplacien de Neumann ;

— le Laplacien périodique si 2 est une boite.
Cela dépend en principe du modele physique que ’on désire décrire. Cepen-
dant la limite que nous voulons calculer ne dépend pas de la condition au
bord, donc pour simplifier nous allons travailler avec le Laplacien périodique
et prendre Q = [~L/2; L/2)3 car dans ce cas tout est explicite.

Décomposition de Fourier et Laplacien périodique
Nous posons donc Qp, := [-L/2;L/2)3. Les fonctions de ¢ € L?(Qr)
peuvent étre développées sur la base de Fourier

eik-x
do) = Y algg ae Y lal)f <o
ke(2m/L)Z3 ke(2m/L)Z3
Nous noterons ‘
ezk-m
ex(z) == 7373

la base orthonormée de Fourier. Le domaine du Laplacien périodique est

D(—Aper) = H2.. () = {p € H*(Qy) | ¢ est périodique au bord}

per

et celui-ci est défini par

(—Bperp) () = (=8¢) (x) = D |kPex(p)ex().

ke(2m/L)Z3
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A une isométrie pres, —Aper est donc Iopérateur de multiplication par |k|?
pour les coefficients de Fourier. Nous savons alors que —A ., est auto-adjoint
sur D(—Aper) et que son spectre vaut

o(=Aper) = {k[* | k € (2m/L)Z}.

Il est discret et nous connaissons méme ses fonctions propres, qui sont sim-
plement les e;. Chaque valeur propre est dégénérée (sauf 0 qui est simple)
et sa multiplicité dépend du nombre de points k € (27/L)Z3 qui sont sur la
sphere de rayon |k|.

Comme il n’y a pas d’ambiguité sur la définition du Laplacien que nous
choisissons, nous noterons maintenant pour simplifier —A 1= —Ap;.

Energie pour N électrons

Considérons maintenant un systéme de N électrons dans ). Leur état
est représenté par une fonction d’onde normalisée ¥ € /\{V L%(9). L’énergie
cinétique totale est juste donnée par la somme des énergie de chaque électron :

N

Z <(_A)$iq}7 \II>

i=1

En(V) :=

N | =

ou (—A),, désigne le Laplacien appliqué a le ieme variable x; de ¥. L’infi-
mum sur tous les ¥ normalisés vaut la premiere valeur propre de I'opérateur
Zi]il(_A)xi multipliée par 1/2 (normalement c’est 1/(2m) ou m est la
masse de 1’électron, que nous avons normalisée a 1).

Rappelons que les ey, A- - -Aey,, forment une base orthonormée de ’espace
fermionique /\iv L?(€2). Cependant nous devons prendre k; # --- # ky
(sinon la fonction vaut zéro) et de plus nous ne devons pas autoriser deux
choix ki,...,kn et kf,....,ky qui sont égaux & permutation pres (les deux
fonctions obtenues sont alors égales & un signe pres). Donc nous devons
considérer toutes les parties K = {ki,...,kx} de taille N dans (27/L)Z3.
Pour simplifier ’écriture, nous pouvons définir

ex(z1, ..., oN) i=ek Ao Negy (1,0, TN)

ot K C (2r/L)Z3 avec #K = N, K = {ki,...,ky} ol les k; sont par
exemple rangés dans ’ordre lexicographique.
Toute fonction ¥ normalisée peut donc s’écrire

U(zy,....,eN) = E cx (Ve (z1, ..., TN ), E |cK(\I’)|2 =1.
KcC(2n/L)Z3, Kc(2rn/L)Z3,
#K=N #K=N

Bien str on vérifie aisément que l'opérateur Zf\il(—A)mi agit de la facon

suivante
N
<Z(—A)mi> ex = <Z \k!2> €K

i=1 keK
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Son domaine est donc

p(Sean)-{vepren ¥ (zw) k(W) < o

i=1 Kc(2m/L)Z3, \k€EK
#K=N

On vérifie facilement que c’est en fait juste celui du Laplacien périodique
par rapport a toutes les variables, restreint aux fonctions antisymétriques
par rapport aux échanges des z; :

N N
D <z<—A>x ) B2, ((-L/2,L/2°Y) 0 A\ T2(9)

i=1 1

Puisque c’est un opérateur de multiplication en Fourier, ’opérateur d’énergie
cinétique Zfil (—A)z, que nous avons défini sur I’espace fermionique est bien
autoadjoint sur son domaine et son spectre est discret, constitué des sommes
de N valeurs propres )\, possédant des k; distincts :

N
o (Z(—A)%) = {Z k> | K C (2n/L)Z3, #K = N} .

i=1 keK

L’énergie minimale de NN électrons dans la boite de taille L est donc

Er(N f 2
(V) = KC217rrl/L)Z3{ ZH}

HEK= keK

Il est clair que cet infimum est atteint lorsque tous les points k sont choisis
le plus proche possible de 0, mais comme ils doivent tous étre distincts, on
va choisir essentiellement tous les points dans une boule de rayon donné,
voir la Figure [3l

Limite thermodynamique

Nous voulons décrire un gaz d’électrons qui comprend un tres grand
nombre de particules. Pour cette raison, nous allons maintenant considérer
la limite N — oo, appelée limite thermodynamique. Nous allons en méme
temps faire croitre la taille du domaine L. Le comportement de Er(N) va
bien str dépendre de la facon dont L et IV tendent vers I'infini. Il est naturel
de considérer la quantité suivante

N

p(NaL) = ﬁ

qui est la densité moyenne d’électrons dans la boite 27, et de considérer une
limite ou cette densité est constante.
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FIGURE 3 — Deux configurations des k; qui fournissent FEr(N) pour deux
valeurs différentes de IV, en deux dimensions d’espace. Dans le cas de gauche,
la premiere valeur propre est simple alors que dans le cas de droite, elle est
de multiplicité quatre (qui correspond aux quatre choix possibles pour le
point k le plus éloigné de zéro; en 3D elle serait de multiplicité six).

Théoréme 1 (Limite thermodynamique du gaz d’électrons libre). On sup-
pose que N — 0o, L — oo et N/L3 — p € R. Alors on a

o BE(N) 3 5
] =2 /3
N, I3 5P
L—o0,
N/L3—p
avec
erp = 74/39-1/332/3

Ce théoreme s’interprete en disant que 1’énergie volumique dun gaz
d’électrons libres de densité uniforme p est égale & (3/5)crrp®/®. Ce résultat
est purement quantique et il ne peut pas étre obtenu par des arguments
classiques.

Remarque 2. Parfois, on désire décrire un systéme quantique complezre
par un objet plus simple comme la densité électronique p(x) au lieu de la
fonction d’onde V. Pour un systeme dans l’état ¥ € /\le L?(R3), la densité
électronique associée est définie par

pw(x) = N/3 |U(z, 29, ..., xN )| ?dzy - - - dz .
R

Une approximation consiste a considérer que la densité py varie trés lente-
ment en espace et a utiliser l’énergie du gaz d’électrons libre localement. On
obtient donc ’approximation

1/ (& 3
§< <;(—A)xl> \I’,\If> > CTF /RS pu(2)*3dax
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qui est celle du modéle de Thomas-Fermi que nous avons étudi€é au cha-
pitre précédent. Cette approximation a €été introduite par Thomas et Fermi
indépendamment en 1927. Von Weisecker a trouvé le terme correctif dépendant
du gradient de \/p en 1935.

L’approximation de Thomas-Fermi peut étre justifiée pour beaucoup de
modéles (tenant méme compte des interactions) dans la limite ot le nombre
d’électrons tend vers Uinfini. Ceci a été fait dans différents cas par Lieb
et ses collaborateurs dans les années 70. Voir par exemple [ qui résume
les différents résultats otenus ainsi que les propriétés des modéles de type
Thomas-Fermi.

Lieb et Thirring ont démontré en 1975 qu’il y avait une inégalité fonc-
tionnelle prenant la forme [6]

N N
v e \L2(RY), %< <Z(—A)m> ‘I’\P> > S /Rg pu(z)*dz

i=1

mais la meilleure constante cyp pour cette inégalité est encore inconnue et
l’égalité cir = crr n’est encore qu’une conjecture.

Donnons maintenant la

Preuve du Théoréme. Soit R un réel strictement positif. Nous appellerons
Ngr(L) le nombre de points du réseau (27/L)Z3 qui sont dans la boule
B(0,R) :

Ng(L) := #{k € (2r/L)Z* | |k| < R}.

On peut associer de facon unique a chaque point k£ du réseau un cube de c6té
27 /L dont k est un sommet, par exemple le cube Cy := [k1;k1 + 27/L) x
[ko; ko +2m/L) x [k3; k3 4+ 27 /L). Si |k| < R, alors on a |k'| < R++/3(21/L)
pour tout k' € Cj, par I'inégalité triangulaire. Nous déduisons donc que
tous les cubes Cj, pour |k| < R sont dans la boule de rayon R ++/3(27/L).
Comme ces cubes sont distincts par hypothése, nous avons donc I'inégalité
sur les volumes

(2r/L)>Ngr(L) < =m(R + 27V/3/L)>.

[SCRINTEN

De méme, considérons un point x de la boule de centre 0 et de rayon R —
2m/3/L. Ce point appartient & un certain Cy (ils forment une partition de
tout P'espace). Or deux points de C} sont & une distance au plus 2wv/3/L
I'un de 'autre. Donc on doit avoir |z — k| < 27v/3/L. Finalement, on déduit
que |k| < R. Ceci montre que B(0, R — 27v/3/L) C Uke(2n/L)z3, [k|<RCk €t
on a donc 'inégalité suivante

S7(R — 2mv/3/1)° < (2r/L)* Nu(L).

17



Nous pouvons résumer les deux inégalités précédentes en

6%( —onV/3/L)? <

N(L) 1
L3 6

S(R+2mV3/L)%. (3)

Choisissons maintenant R tel que R3/(672) = p, c’est-a-dire R = 61/37%/3p1/3,
Commencons par traiter le cas ot N = Ng(L). Alors on a

EL(Np(L) 1 K2

— T X 3
ke(2r/L)Z3,
|k|<R

On reconnait une somme de Riemann qui converge vers

BLNL) _gys [ W gy RS 3
|k

lim = —CTFp
<r 2 10( T3 5

L—oo L3
Si maintenant N est une suite quelconque telle que N — oo et NL™3 —
p, fixons € > 0. Pour N et L assez grand on a d’apres I'inégalité () et comme
NL3 = p
Npr_o(L) < N < Npie(L).

Donc
EL(Nr—e(L)) _ EL(N) _ Er(Nric(L))
L3 - L3 L3
et il suffit d’utiliser la convergence des termes de droite et de gauche pour
conclure. O

Dans cette étude, il est essentiel de tenir compte du caractere fermio-
nique des électrons. Si on le fait pour des bosons avec la méme condition
(périodique) au bord, alors on trouve simplement EP**(N) = 0 pour tous
N et tout L : ’état fondamental est obtenu en mettant toutes les particules
dans I’état eg.

Mais ceci est un accident da au fait que 0 est valeur propre de la
représentation autoadjointe de —A que nous avons choisie (i.e. la fonction
constante est fonction propre). Prenons maintenant pour voir le Laplacien de
Dirichlet dans une boule Q = B(0, R). La premiere valeur propre A\ (R) de
—Apji; est maintenant strictement positive, d’apres 'inégalité de Poincaré.
Pour des bosons on aura alors

EbYS(N) = NA(R).

Rappelons que

= it [P
peH}(B(0,R) J B(0,R)

fB(o,R) ¢?=1
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Un simple scaling montre alors que
M(R) = R2M(1).

Si nous fixons la densité comme précédemment, N/(47wR3/3) = p, nous
obtenons donc I’énergie de N bosons libres

EPS(N) = (3/(4mp)) > M (N2,

Imaginons maintenant que nous prenions deux systémes identiques de den-
sité p et comprenant chacun N > 1 bosons. Si nous les mettons ensemble,
la différence d’énergie entre les deux systemes réunis et les deux systémes
séparés vaut

EP%S(2N) — 2EP%(N) = (3/(47mp)) 23 (213 — 2)A (1)NY/3 = —eN'/3,

Or N est tres grand par hypothese, donc nous voyons que 1’énergie des deux
systemes réunis est énormément plus petite que celle des deux systemes
séparés. Ceci modélise le fait que les systemes de bosons comprenant un tres
grand nombre de particules vont avoir tendance a “imploser”, a cause du
fait que rien ne les empéche d’étre tous dans le méme état.

Ce phénomene n’a pas lieu pour des fermions dont ’énergie se comporte
comme le volume, ou de facon équivalente comme V.

3 Opérateurs de Schrodinger a N corps

Dans cette section, nous étudions les atomes et les molécules. C’est un
systeme posé dans tout I’espace et qui comprend

e M noyaux traités classiquement, comme des particules ponctuelles (on
parle d’approxzimation de Born-Oppenheimer). Les noyaux, de charges
21, ...,z > 0, sont placés en Ry, ..., Ry € R3:

e N électrons non relativistes décrits par une fonction d’onde
N
U(zy,...,zN) € /\LQ(R?’,(C) telle que / U2 =1.
1 (RS)N

Nous noterons R = (Ry,..., Ryr) et z = (21, ..., zar) les vecteurs contenant
les coordonnées et les charges des noyaux et nous appellerons

M

Z::sz

m=1

la charge totale des noyaux. En principe nous devons prendre des charges
entieres z, € N* mais comme cela ne pose aucune difficulté mathématique
particuliere, nous prendrons z,, € (0;00) pour tout m = 1...M.
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Comme pour 'atome d’hydrogeéne (qui correspond au cas ou M = 1,
z1 = let N = 1), en écrivant le Hamiltonien classique on trouve que I’énergie
du systeme dans I’état ¥ est (formellement) donnée par la formule

E(T) = (HY (R, 2)0,¥) 5 goyv ¢

ott HV(R, z) est le Hamiltonien du systéme, c’est-a-dire

N
N(R,z) = Z <_A2xi 7 (g;i)) + Z ﬁ (4)

=1 1<i<j<N

Az, .
Dans cette formule Zf\; 1 ——5+ est I'observable fournissant le somme des

énergies cinétiques des N électrons. Le terme Zfil VR,»(z;) décrit 'interac-
tion de chaque électron ¢ avec les noyaux. La fonction Vz . est le potentiel
de Coulomb créé par les M protons :

M —Z
Vi.(z) = Z _7’”‘

|z — Ry,

Enfin, le dernier terme de () décrit la somme des interactions entre les
électrons.

Remarque 3. Nous n’avons pas compté la somme les interactions entre
les protons qui est une constante, ceux-ci étant traités comme des particules
fizes. Nous avons aussi négligé le spin pour simplifier. Tenir compte du spin
n’apporte pas de difficulté particuliére.

3.1 Auto-adjonction

Premi¢rement nous devons définir HV (R, z) comme opérateur autoad-
joint sur L2((R3)Y). Ceci a été fait par Kato en 1951 [3].
Théoréme 2 (Auto-adjonction de HY(R,z)). L’opérateur HY (R, z) est
auto-adjoint sur le domaine

N
D(HY(R, z)) = HX(R*)N,C) n LI (R*)N,C) = )\ H*(R,C).
1

Démonstration. L’opérateur

est un opérateur de multiplication dans le domaine de Fourier, qui est donc
auto-adjoint sur

D(T) = {\IfeL2 R?)N (ZIM) (p1, - ,pN)GLi((R?’)N)}-
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Il est facile de vérifier que D(T) = AY H?(R3,C). Introduisons maintenant
la fonction

N
1
W(x1,....,xN) ZZZVR,z(xi)+ Z m
i=1 1<i<j<N ™! !

Nous allons prouver qu’il existe des constantes 0 < a < 1 et b > 0 telles que
pour tout ¥ € AN H2(R3, C),

W[ <al|T¥]p +b]¥]L . (5)

Il suffira alors d’appliquer le théoreme de Rellich vu en cours de théorie
spectrale.
Nous commencons par traiter

‘\I/ .%'1,.. )’
— 7 dx -dxy. 6
/R3 /R3 lz1 — R1|2 LN (6)

Rappelons 'inégalité de Hardy dans R?

|351

2
Yo € HY(R?), / Wg‘ do < 4/ IV(z)|2dz.
r3 7| R3

Remarque 4. L’inégalité précédente peut s’écrire 1/|z|?> < 4(—A) au sens
des opérateurs autoadjoints.

Dans l'inégalité précédente, si on remplace ¢(z) par p(x + R), un chan-
gement de variable fournit I'inégalité

(@)

R3 HY(R3 /7
VR eR’, Vepe H (R, T R

dr < 4/RS \Veo(z)2dz.  (7)

Nous pouvons maintenant appliquer cette inégalité & (@) dans la variable x;
en fixant toutes les autres variables. Nous obtenons

1 2
= 4/]1&3.”/11&3 IV ¥(z1, . 2n)Pdey - day. (8)

|1 —
De méme, nous avons pour presque tout o, ..., Ty

U .
/ [$e, -zl da, <4/ Vo, U (21, ..., zn)Pday (9)
R3 :

lz1 — 962!2

Donc, en prenant la racine carrée et en symétrisant ensuite par rapport a
1 et T9 nous obtenons

Uy, .. 2 1/2
/ / (@, ... 2w dry---dxy
R3 R3 \901 - 962’2

< (nvmwng R ) (10)
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Bien siir les inégalités précédentes sont similaires si x; et xo sont remplacés
par n’importe quelle autre variable. Finalement, en utilisant I'inégalité tri-
angulaire nous trouvons

N
W2 <22 Ve ¥l + D (IVa Pl + Ve, ¥ )

i=1 1<i<j<N
N

— 22+ N -1 |V, 0],
=1

La preuve n’est pas terminée car nous voulons une estimée en fonction de
|—Az,¥] ;2 et non |V, V|, 2. Pour cela, il suffit de remarquer que I'on a

Ve > 0, Ip|? = 2¢[p|® x 1/(2€) < *|p|* +1/(4¢?)

donc en écrivant ce que valent les normes |—Ag, V|2 et |V, V|, 2 en Fourier,
nous obtenons

1
IVa, e < €l=Ba U2 + o [P
Il est alors clair que l'inégalité (Bl est obtenue en prenant e suffisamment
petit. ]

3.2 Spectre

Nous savons que HN (R, z) est un opérateur auto-adjoint sur son do-
maine. Nous pouvons alors définir I’énergie fondamentale

EN(R,z) :=info (HY(R,z)). (11)
Nous introduisons aussi une notation pour le bas du spectre essentiel
EN(R, 2) := inf Oegs (HN(R, z)) . (12)

Maintenant nous allons énoncer deux théoremes qui fournissent des in-
formations importantes sur le spectre de HV (R, z). Le premier concerne le
spectre essentiel et le second le spectre discret.

Théoréme 3 (Spectre essentiel de HV (R, z) : Théoreme HVZ). On a
Oess(HY (R, 2)) = [EN(R, 2), 00) (13)

YN(R,z) = EN7YR, 2). (14)

Ce théoreme a été démontré indépendamment par Hunziker [2], Van
Winter [12] et Zhislin [15] dans les années 60.

La premiere partie du théoréeme nous dit que le spectre essentiel est
nécessairement un intervalle. La seconde est la plus difficile et elle identifie
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le bas du spectre essentiel comme étant I’énergie fondamentale d’un systeme
identique mais comprenant un électron de moins. Intuitivement cela signifie
que pour que le systeme puisse atteindre I'énergie XV (R, 2), il faut lui ar-
racher au moins un électron. Dit autrement, toute suite de Weyl (¥,,) telle
que ¥, — 0 et (HN(R, z) — YN(R, z))\IJn — 0 doit décrire un processus
au cours duquel un électron part a 'infini alors que N — 1 électrons restent
proche des noyaux et se placent dans leur état fondamental.
La version originelle du théoreme HVZ est la suivante

SN(R,z) = inf {EN*N’(R, 2+ BN ), N =1, N}

c’est-a-dire elle exprime que XV (R, ) est ’énergie minimale que ’on obtient
en plagant un nombre N’ d’électrons & linfini (ils ne voient alors plus le
potentiel des noyaux) et en laissant N — N’ électrons proche des noyaux.
Or on peut démontrer que EV'(0) = 0 pour tout N’ et que N — EN(R, z)
est décroissante par rapport & N (le faire en exercice!) . On obtient alors
I'égalité (I4]) énoncée dans le théoreme.

La preuve du théoréme [3 est assez subtile et nous ne la donnerons pas
ici. Nous montrerons juste le théoréeme pour N = 2 un peu plus loin. Pour
N = 2, on obtient ¥2(R, z) = E'(R, z) qui est la premiere valeur propre d’un
opérateur simple sans interaction (il n’y a qu’un seul électron). La preuve
pour N = 2 contient donc déja quelques idées générales mais elle est bien
plus simple que la preuve du cas général.

Nous donnons maintenant un second résultat qui concerne l'existence
ou non de valeurs propres (spectre discret) en dessous du spectre essentiel.
Rappelons que les fonctions propres associées, quand elles existent, sont
appelées €tats excités et qu’elles décrivent les états quantifiés dans lesquels
les électrons de la molécule peuvent se placer. Ce sont des états stables dans
lesquels les électrons peuvent rester un certain temps. Lorsque les électrons
passent d’un état a 'autre ils émettent ou absorbent de I’énergie, sous forme
de photons dont la longueur d’onde dépend des différences d’énergie \; — A;.
C’est tout comme pour I'atome d’hydrogene, le spectre de raies observées
lors des expériences de spectroscopie.

On s’attend a ce que l'existence ou non de valeurs propres sous le spectre
essentiel soit liée au nombre d’électrons que ’on met dans le systéme, com-
parativement a la charge totale positive Z = Z%:l Zm. Clairement on a la
propriété

HN(R, z) possede au moins une
valeur propre sous son spectre essentiel

} — EN(R,z) < V(R 2).
Si on place trop d’électrons dans la molécule, intuitivement les noyaux
ne seront pas capables de tous les maintenir pres d’eux et le systéme sera

instable. Dans ce cas, il n’y aura pas de valeur propre au dessous du spectre
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essentiel et on aura donc EV(R,z) = XV (R,2) = EN"Y(R, 2). Intuitive-
ment N’ électrons vont étre éjectés a I'infini de sorte que 'inégalité stricte
EN-N(R,z) < N-NY(R,z) = EN-N'-1(R,2) ait lieu. En revanche, si
la charge positive totale est suffisamment grande, le systeme constitué des

N électrons sera stable et on aura existence d’'un état fondamental, i.e.
EN(R,2) < XN (R, 2).

Remarque 5. Notons que la condition pour avoir l’existence d’un état fon-
damental peut s’écrire

EN(R,2) < inf {EN*N’(R, 2+ EN(0), N =1, N} .

Ce type d’inégalité est trés souvent rencontré dans l’étude de probléemes non
lin€aires, par exemple en utilisant la méthode de concentration-compacité de
Pierre-Louis Lions [T7].

Voici maintenant un théoréme qui résume plusieurs propriétés connues
pour le spectre discret du Hamiltonien HV (R, 2).

Théoréme 4 (Spectre discret de HY (R, 2)). Rappelons que Z = Zn]\le Zm

est la charge totale des noyaux.

(Ezistence [15,[16]) Si N < Z + 1, alors HY (R, z) posséde une infinité de
valeurs propres de multiplicité finie sous son spectre essentiel. 1l s’agit
d’une suite qui tend vers le bas du spectre essentiel EN(R, z).

(Spectre des molécules chargées négativement [13, (14, [10]) Si N > Z + 1,
alors HYN (R, ) posséde au plus un nombre fini de valeurs propres de
multiplicité finie sous son spectre essentiel.

Non-existence si N est grand [9, 10, [11]) Il existe N, tel que HN (R, z) ne
l
possede aucune valeur propre sous son spectre essentiel pour tout N >
N,.

(Estimée sur N, [{]) On a N. <2Z + M.

Remarque 6. Si Z est un entier, la condition N < Z + 1 devient N <
Z. Le théoreme précédent fournit donc l’ezistence (ou plus précisément la
stabilité) de tous les atomes et de toutes les molécules neutres ou chargées
positivement. Une conjecture naturelle est que pour les atomes N, = Z + 1
ou Z + 2 au maximum. Mais ceci n’a pu €tre prouvé pour aucun atome @
ce jour. La meilleure estimée connue a ce jour a été démontrée récemment
dans [§] et elle stipule que N, < 1.22Z + 323, pour M = 1.

3.3 Modeles approchés

L’énoncé des propriétés du Hamiltonien HY (R, z) pourrait laisser pen-
ser que tout a été résolu concernant les atomes et les molécules : il suffit
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N<Z+1
EY(N) YY(N)=EY(N —1)
0
%—0—*—» Z+1<N<N,
EV(N) YW(N)=EY(N —-1)
0
N >N,

YW(N)=EV(N)=EY(N —1)

FIGURE 4 — Les différents cas possibles pour le spectre de HV(R,z2), en
fonction du nombre d’électrons N.

de trouver le spectre de HY(R,z) pour tout savoir sur le comportement
du systeme quantique associé. Malheureusement la situation est bien plus
délicate.

Le spectre de HN (R, z) ne peut étre calculé explicitement sauf pour
N = 1. 1l est donc nécessaire d’avoir recours a des méthodes numériques
pour en calculer une approximation. Or il s’agit d’un probléme posé dans
l'espace fonctionnel L?((R3)Y,C) qui devient trés rapidement gigantesque.
Par exemple, pour une simple molécule d’eau H2O qui contient 10 électrons,
on doit travailler dans L?(R3?)! Si on discrétise ’espace en prenant simple-
ment 10% points dans chaque direction (ou de facon équivalente si on utilise
une base de Galerkin comprenant 10? fonctions pour L?(R)), on se trouve
avec un probléme aux valeurs propres en dimension 10030 ! L utilisation des
symétries de la fonction d’onde ne réduit pas sensiblement cette dimension.

Ce probleme est donc infaisable avec les techniques actuelles. En pra-
tique, on arrive a calculer avec une précision raisonnable 1’état fondamental
de systémes comprenant moins de 10 électrons (c’est plus simple que de
calculer tout le spectre).

Au dela ou pour calculer tout le spectre, on doit donc avoir recours
a des approximations. Plusieurs des approximations utilisées en Chimie et
Physique Quantique sont non linéaires, alors que le probleme initial est lui
un probleme linéaire. Nous décrivons rapidement deux approximations tres
courantes et qui réduisent sensiblement le cotut de calcul. Ces deux approxi-
mations ne servent que pour calculer I’état fondamental du systéeme (une
approximation de la premiere fonction propre et de la premiere valeur propre
de HY(R, 2)).
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3.3.1 L’approximation Hartree-Fock

Rappelons que Iénergie fondamental d’un systeme a N électrons est
donnée par la formule

EN(R,z) := inf HN(R,2)0, ). 15
(®,2) \I/GD(}-?N(R,z))< (&,2) > (15)
|v]=1

L’approximation de Hartree-Fock consiste a réduire ’ensemble sur lequel on
effectue la minimisation par rapport a ¥. On introduit I’ensemble suivant :

Il est facile de voir que M est un sous-ensemble de la sphére unité de
/\{V L?(R3). En fait on peut méme montrer que c’est une sous-variété. On
pose

ENo(R, 2) = inf (HY(R,2)¥, ¥). (16)

VeD(HN (R,2))
veM

On a alors EL(R,z) > EN(R,z) (on peut montrer que l'inégalité est
stricte). Pour chaque ¥ € M, on peut calculer I'énergie <HN(R, 2)W, \If> en
fonction des ; qui composent W. On trouve une énergie qui est la somme
d’un terme quadratique et d’un terme quartique (nous ferons ce calcul dans
le chapitre suivant). Le probleme de minimisation (I6]) se raméne donc a la
minimisation d’une fonctionnelle non linéaire en les ;, sous la contrainte
(@i, p5) = 0ij-

D’un point de vue du coiit de calcul, on a maintenant un probléme posé
en dimension N x 1002 si on utilise comme précédemment une base compre-
nant 100 éléments par dimension. Pour la molécule d’eau, on obtient donc
un probléeme en dimension 10 x 108 = 107 qui est bien plus abordable que le
probléeme a N corps. Evidemment le probléme obtenu est non linéaire donc
bien plus difficile a résoudre numériquement. Mais des stratégies spécifiques
existent pour le modele Hartree-Fock. Nous en parlerons au chapitre suivant.

Remarque 7. En pratique on utilise en chimie des bases bien spéciales
pour lesquelles il n'est pas nécessaire d’utiliser 106 éléments pour obtenir
une bonne approximation.

3.3.2 L’approximation de la fonctionnelle de la densité

Soit W € AN L?(R3). Rappelons que la densité électronique associée &
U est une fonction py € L'(R3) telle que py > 0 et fRS py = N, et qui est
définie par

qu(w) = N/3 ‘\I/(.%'7.%'27...,1'N)‘2d1'1 o de
R

Or nous avons le lemme important :
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Lemme 4. Soit V une fonction dans L®(R3) et U e AN L*(R%) ou €
VY L2(R3). Alors on a Iégalité :

N
<<§; V(mi)> \1/,\11>L2 = /RS V(x)py(x) dz.

Remarque 8. Nous avons supposé pour simplifier que V € L®(R3). Mais
il est clair que si on prend U plus réguliére, on pourra prendre V dans un
autre espace. Si par evemple ¥ € H?((R®)N), alors la méme égalité a lieu
avec V € L*(R3) 4+ L*(R3), par densité.

Démonstration. En utilisant la symétrie de |¥(z1, ..., zx)|?, nous trouvons

N
<<Z V(m)) w> = N(V(21)¥, ),
1=1 L2
= NA:& /Ra V($1)|‘I’($1,...,$N)|2dx1 ceedry
:/ V(z)py(x)de.
RS

O

La théorie de la fonctionnelle de la densité est basée sur le résultat im-
portant suivant, appelé théoreme de représentabilité.

Théoréme 5 (Représentabilité de la densité électronique [1]). On a l’égalité
suivante

N
{qu | ¥ e /\Lz(Rg)a V). = 1}
1
N
= {pw | W e\ LARY), ¥ = 1}
1

={p€L1(R3)!p20, /RSP:N}-

Démonstration. La preuve dans le cas bosonique est tres simple. Elle consiste
a noter que si ¥ = p ® -+ ® ¢ pour une certaine fonction normalisée
@ € L*(R?), alors on a py(z) = N|p(z)[%. Si p est une fonction quelconque
de L'(R?) avec p > 0 et [p5 p = N, alors on peut poser p(z) = v/p(z)/N et
on a immédiatement p = pyg..g@e-

La preuve dans le cas fermionique est légérement plus subtile. Cette
fois on remarque que si ¥ est un état Hartree-Fock, ¥ = ¢ A --- A on
avec (@i, ;) = i, alors on a py(z) = SN |@i(x)? (faire le calcul!).
Considérons une fonction quelconque de L'(R?) avec p > 0 et Jgsp =N et
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introduisons la fonction n : R — | B(O,R) p(x)dz. Cest une fonction crois-
sante et continue telle que n(0) = 0 et limp_,oc n(R) = N. Il existe donc une
suite strictement croissante R} < Rp < -+ < Ry_; telle que n(R;) =i. On
pose alors @;(z) = I, <jz<r, v/ P(7) avec Rg =0 et pouri=1,..,N — 1.
On pose aussi oy () = Lz >ry_, VP(z). On a alors clairement p = py
avec U = ¢1 A --- A pn. Bien noter que les ; vérifient par construction
(@i, j) = 05 (ils ont des supports disjoints). O

L’idée de la théorie de la fonctionnelle de la densité est alors de réécrire le
principe de minimisation fournissant la premiere valeur propre de HV (R, z)
en utilisant la densité py comme intermédiaire :

EN(R,z) = inf inf  (HY(R,2)V, )
pEL'(R?) wepY L2(R?)
ng p=N P=Pw

= inf Vi (z)p(x)dr + inf HY(0)U, ¥
ot | [ e (o))
f]Rgp:N P=Pv

ol nous avons utilisé le Lemme [l On peut maintenant définir

Fn(p):=  inf HN(0)W, ¥
TeAY L2(R3) < >
pP=pw
qui est un probléme qui ne dépend plus du systéme particulier considéré (les
positions et charges des noyaux). Il ne dépend que du nombre N d’électrons.
On voit alors que 'on peut réécrire

BV = i ([ Vi) o+ Faio)

pEL! (R?)
f]RS p=N

et ramener la recherche de ’énergie fondamentale a la minimisation d’une
énergie ne dépendant que de p. Le probleme est bien str que la fonction
Fn(p) est inconnue (et fortement non linéaire!).

Diverses approximations sont utilisées en pratique. L’exemple le plus
simple est celui du modele de Thomas-Fermi pour lequel on écrit simplement

3 1 €T
Py(p) = eme [ pPac sy [ 004,
5 R3 2 ) Jraxrs |7 — 9

Les deux termes correspondent respectivement a 1’énergie cinétique obtenue
dans le cadre de ’étude d'un gaz d’électrons libres comme nous ’avons ex-
pliqué précédemment et a I'interaction Coulombienne classique d’un systéeme
chargé.
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On peut ajouter le terme de Von Weisecker qui est une correction pour
I’énergie cinétique de la forme

[ 9B ds
R3

pour obtenir le modele TFW que nous avons étudié au chapitre précédent
(nous I'avions écrit en fonction de u = /p). On peut aussi utiliser un terme
correctif du & Dirac pour I’énergie d’interaction et qui prend la forme

— §cD / p(x)*3da.
4 R3

En pratique, on utilise des termes correctifs plus complexes et on a
également recours a un modele qui est une sorte de mélange entre Hartree-
Fock et la théorie de la fonctionnelle de la densité, nommé Kohn-Sham, dont
nous ne parlerons pas.

3.4 Preuves pour N =2

Nous donnons maintenant des preuves pour quelques points des théoremes
Bletd pour le cas particulier N = 2. Nous supposerons aussi qu’il n’y a qu’un
seul proton pour simplifier (M = 1), méme si la preuve dans le cas général
n’est pas tres différente.

3.4.1 Le théoreme HVZ
Nous montrons ici le théoreme Blpour N = 2. Nous utiliserons la notation
2

H*(0,2) =) (— Boy _ 2 > PR (17)

P 2wl o — @]

Nous voulons donc montrer que

Oess(H?(0,2)) = [E'(Z),00) avec EY(Z)=info <—é Z > .

2 o
Rappelons que nous savons que l'opérateur H'(0,7) = —% — |72| possede

une plus petite valeur propre négative E'(Z) (en fait il a une infinité de
valeurs propres strictement négatives). La fonction propre ¢; associée est
unique a une phase pres. On peut méme tout calculer explicitement :

Z2

801(55) — Z3/27T—1/26—Z\a:\’ El(Z) — >
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Etape 1. Nous commencons par démontrer I'inégalité
[E(2),00) C s (H2(0, Z)). (18)

Pour cela nous pouvons construire une suite de Weyl (¥,,) € A L2(R3) telle
que

(H*(0,2) = (EYZ) + \) ¥, -0 avec [Up|a=1 et X>0.
Nous utilisons le lemme suivant

Lemme 5. Soit A > 0. Il existe une suite de Weyl (1) C H?(R3) telle que

—A
(-2 w0 dwl=

et
<S017 ¢n> =0

pour tout n, ot 1 est I'état fondamental de H(0,Z).

Démonstration. 1’existence d’une suite de Weyl est évidente puisque o(—A) =
Oess(—A) = [0;00). On peut alors modifier un peu v, de sorte que l'on ait
Pégalité (p1,1,) = 0 pour tout m, en posant par exemple ¢, = (i, —

(01, Un)e1) [thn — (01,90 )1 | "/2. On a alors

—A —A
(55 -2) vt = W = Gorvnbinl ™ (55 = 2)

—-A
~ W~ (ol o) (S =3

Comme 9, — 0, on a {1, 1,) — 0 donc |, — (@1, ¥n)e1] — 1 et le terme
la deuxieme ligne de I’équation précédente tend vers 0 dans L%(R?) puisque
@1 € H2(R?) donc Ag; € L2(R?). O

Remarque 9. On peut aussi construire la suite 1, “a la main”. On considére
le sous-espace Xn = Xpat1/n)(—2/2) (L*(R?)) (nous avons utilisé la no-
tation du calcul fonctionnel vue dans le cours de théorie spectrale). En fait
comme —A est un opérateur de multiplication en Fourier, on a simplement

Xp = {w € L2(R®) | Supp(i)) € B0, 2A+2/n) \ B(0,vV2X) |
(le vérifier!). Comme X, est de dimension infinie, il existe une fonction

Y € Xy, normalisée telle que v, L ©1. On vérifie ensuite aisément que la
suite (1) convient.
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Notons que (¢,,) est bornée dans H?(R?) puisque A, = —A, + o(1).
Comme v, — 0, on a aussi ¥, — 0 faiblement dans H?(R3). Par la com-
pacité des injections de Sobolev, on peut donc supposer que v, — 0 dans
L (R3) pour tout p > 1.

Maintenant nous prenons comme suite de Weyl pour le probleme a 2

corps :

U (1, 22) = @1 Ahp (w1, 72) = %(%(ﬂcl)%(ﬂcz) — p1(22)n (1))

Remarque 10. Intuitivement le choiz de V,, correspond a mettre un électron
dans Uétat 1 et a mettre autre dans U'état ¥,. Ce second électron ‘dispa-
rait’ quand n — oo puisque Y, — 0.

Un calcul tres simple montre que

LG
H*(0,2)¥,, = (EY(Z) + N\, + 1 A (H(0,2) — N)tby, + m
Bien str nous avons par 'inégalité triangulaire
v € L*(R%), o1 Alpamexme) < V2IotlLe@e 1912 s -

Or nous savons déja que (—A — A3, — 0 dans L?(R3) fort. Il reste donc &
montrer le

Lemme 6. Nous avons
Un(z)/|z| = 0 dans L*(R3) fort,
U, (21, 20) /|21 — 2] = 0 dans L*(R® x R3) fort.

Démonstration. Nous écrivons

() ()] ()2
LT dr = — 7 d — 7 dx.
/Rs PR /MSR FE “/M EE

Soit € > 0. Comme |, | = 1, nous avons

2
n 1
/ K% (a;)l iz < —
|z|>R || R

donc nous pouvons fixer R de sorte que 1/R? < ¢/2. Pour ce R fixé nous
avons par l'inégalité de Holder

/ [en@)® 5, < [ " R "
wl<r |7 = \Jjel<r 2>/ lz|<R "
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qui tend vers 0 quand n — oo d’aprés I'injection compacte de H?(B(0, R))

dans L'°(B(0,R)) et le fait que ¢, — 0 dans H%(R3). On a donc bien
2
démontré que pour n assez grand fR3 ‘w";(f;)' drx < e.
La preuve pour le second terme est vraiment similaire. Notons que nous

pouvons écrire

21)2 |y, (29)|?
[ E R = V@l

avec V(z) = ¢? ¥+ 5. Or on a V € L>®(R?) par I'inégalité de Hardy ()

||

©1(y)? / 2
V = dy <4 V dy.
(.%') /RS |x—y|2 Y= RS‘ <P1(?/)\ Y

D’autre part on montre facilement que V' (z) — 0 quand |z| — oo. Choisis-
sons une fonction de cut-off x € C§° telle que x(z) = 1si|z| < 1et x(z) =0
si|z| > 2,0 < x < 1. On pose alors xg(z) = x(x/R) et nr(z) = /1 — x% de

sorte que x%+n% = 1. Comme x € C§°, ona Vi € L™ et |Vng| .~ < C/R.
On écrit alors

2 2 2
/R ©1(y) dy_/RSXR(y)zyil—(y;deJr/RS"R(y)Q ©1(y) dy

sle—yl2 7 lz—y[

Or si |z > 3R on a

2
[t 2y < 2 [ ewPeitoray

|z —yl?

car xg a son support dans B(0,2R). D’autre part

2
e 2y <4 [ () (Ven)0) + 1) (Tna)o) Py

<C ‘ PR(IV%(HE)IZ +lp1(2)?)dx

car ng et Vng ont leur support dans B(0, R). Ces termes tendent vers 0
quand R — oo.

En utilisant les propriétés V € L>(R?) et V() —|3)—00 0, on peut suivre
la preuve du premier point pour démontrer

/ V()1 (2)|?dz — 0.
R3

quand n — oo. O
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Etape 2. Nous montrons maintenant 'inégalité inverse
[E(2),0) 5 0us(H2(0, 2)). (19)

Considérons A\ € cess(H?(0, 7)) et une suite de Weyl (¥,,) normalisée dans
L?(R? x R3) telle que

H2(0,2) — AV, — 0 dans L2(R? x R?) fort.
(H*(0,Z) = \) ¥,

Nous devons montrer que nécessairement A > E'(Z). En prenant le produit
scalaire avec ¥,, — 0, nous obtenons

\If 2
(HY(0, Z), + H'(0, Z)0y) T, Ty // Wz 22)® 3L o)
R3 xRR3 \901 - 362!

Doncﬁ
A > lminf ((H'(0,2)z, + H'(0,2)4,) ¥y, V).

n—oo

Nous arrivons maintenant au coeur de la preuve. Nous allons faire ce qui
est appelé une décomposition en clusters. C’est-a-dire nous voulons essentiel-
lement montrer que ¥,, décrit un électron qui reste proche des noyaux et un
autre qui “s’évanouit”. Nous allons donc séparer I’espace R? en utilisant une
partition de I'unité y2 Bt n%% = 1 (définie exactement comme précédemment,
avec X r a support dans la boule de rayon 2R et valant 1 sur la boule de rayon
R). Nous voulons en déduire des informations sur ¥,, qui est elle définie sur
R3 x R3. Nous allons donc devoir utiliser la partition de 'unité dans chacune
des deux variables x1 et xo. Ceci engendre des calculs un peu longs mais pas
trés compliqués... et qui sont encore pire dans le cas de N quelconque! Le
but sera de faire apparaitre des produits xg(x1)ng(x2) ou xg(x2)nr(x1) qui
intuitivement signifient quun électron vit dans la boule de rayon 2R alors
que Pautre vit en dehors de celle de rayon R.

Nous commencons par invoquer le lemme suivant, bien pratique lorsque
I'on désire localiser le Laplacien dans R? :

Lemme 7 (Formule IMS). On a pour tout ¢ € H*(R3), pour tous x €
CS(R3) et telle que X% + 1> = 1,

2 = X 2 X x 2 X
[, e@lis = [ [9o)a)Pde+ [ 9ol
= [ (x@P + 1)) lpta)ds. (20

2. Ici nous avons simplement minoré 1’énergie d’interaction par 0. Si N > 2, nous ne
pouvons faire cela car 'interaction entre les électrons qui restent proches du noyau doit
étre prise en compte.
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Remarque 11. Notons que cette égalité s’écrit au niveau opératoriel
—A = x(=A)x +n(=A) — [Vx|* = V|

ot comme d’habitude nous avons utilisé la notation ‘f’ pour désigner l'opérateur
de multiplication par la fonction x — f(x). La formule IMS est facilement
généralisée a une partition de l'unité quelconque ), ; X? =1.

Démonstration. 11 suffit de développer le terme de droite, et de remarquer
que xVx +nVn =0. O

Rappelons que

<((_A)x1 + (_A)m) W, \I/n>
:/ ’V$1\I}n(x1,x2)‘2d$1 dzo +/ \VxQ\I/n(ml,mg)del dzo.
R3xR3 R3 xR3
En utilisant I'inégalité |Vxgr(z)| < C/R et |Vngr(z)| < C/R d’apres la

définition de ygr et nr et en écrivant la formule IMS dans la variable z;
nous obtenons

// |V W (21, 29) 2 dy divy > // Vay XR(21) W (21, 22)[day day
R3XxR3 R3 xR3
+ // \VxlnR(xl)\Iln(xl,xg)\del dm'g — C/R2
R3xR3

En utilisant maintenant que le premier terme de la seconde ligne est > 0, et
que Nr < 1, nous avons mémeﬁlD

//3 , |V, U (21, 22) 2 dey ds
R3xR
> // Nr(22)*| Ve Xr(21)Vn (21, 22)[2dzy dxy — C/R2.
R3 xR3

En échangeant les variables x1 et x2, nous obtenons finalement la minoration
suivante pour ’énergie cinétique totale :

(=A)zy + (=A)z,) Wi, ¥r)

> // NR(22)? |V, XR(21) Wy (21, 22) | dzy das
R3xR3

+ // NRr(21)? |V XR(22) W, (21, 22) |*dry dze — C/R?. (21)
R3xR3

3. Rappelons que nous voulons une minoration et que seuls les termes croisés du type
Xr(x1)nr(z2) (décrivant le cas d’un électron restant proche des noyaux et d’un autre qui
part a 'infini) nous intéressent.
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Maintenant nous devons faire la méme estimée pour le terme d’interac-
tion avec le noyau (attention il y a un ‘=’ devant!). Nous commencons par
le terme en x; comme précédemment et écrivons simplement

1 U, (1, 29)|?
_ Z<—\I/n,\1’n> = —Z// XR(wl)QXR($2)2MdﬂU1 dzo
|1 R3xR3 |1

U, (21, 22)]?
_z / / IR S LU CATE.2)) Wy

Notons tout d’abord que

2 [V (21, 32) | 1
——— = dridre < —
//RSxRS MR (@1) |1 | e =g

puisque ng a son support en dehors de la boule de rayon R. Ensuite nous
avons d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz

\I/ 2 1/2
// ’ .%'1,.%'2)‘ dml d.%'g X
R3xR3 ’351‘2

X <//]R3><]R3 xr(x) X r(22) W, (21, 22) P dxy dx2>1/2. (22)

Or W, est bornée dans H?(R? x R?) donc d’apres l'inégalité de Hardy nous
avons pour une certaine constante indépendante de n

U, (21, 22)]?
//R3 - XR(DU1)2XR(9U2)27‘ (21, 23)] drydry < CH\I/n”LQ(B(O,QR)Q) (23)
X

ou nous avons aussi utilisé le fait que xr a son support dans la boule de
rayon 2R. Finalement, en échangeant encore les variables x; et x9 nous avons
démontré 'inégalité

1
<<_z—_z 1 )mqf >
|1] |z2]

U, (z1,x
> —Z// XR($1)277R($2)2MC[$1 dxo
R3 xR3

= Cl¥nl2(B0.2r)2) — 22/ R
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Nous pouvons maintenant regrouper nos résultats. Nous trouvons

((H'(0,2)g, + H'(0,Z)3,)Vp, ¥y, )

- [ dmR<x2>2< By i) mmwn(m,x2>,XR<x1>wn<x1,x2>>

2 ‘.%'1‘ L2(R3)
2 Am Z
+ | drinr(z1)™( | ——= — — | x&(@2)Yn(z1, 22), XR(T2) ¥n (21, 22)
R3 2 | 2] L2(R3)
= C¥nl2(po2ry) — 22/R — C/R%.
L’astuce est maintenant d’utiliser le fait que l'on a —Awl - Z > EY(2),

2 |$1|
c’est-a~dire, d’apres la caractérisation variationnelle de la premiere valeur

propre,

Ay
Ve € HA(R?), . X% > ENZ) ol 72 @ -
2 |z1] L2(R3)

En appliquant cette inégalité pour la fonction z1 — xg(z1)¥, (21, z2) avec
x9 fixée et pour la fonction xo — xgr(x2)V,(r1,z2) avec x1 fixée, nous
déduisons

((H'(0,2)g, + H'(0,2)4,)V,,, U,,)

- El <//3 XR(xl) |\I’n(:ﬂ1’x2)|2d$1 dgc2
R3 xR

+ / / (1) xR ()2 W (21, 29) Pl dw2>
R3xR3
-C ”\IJNHLQ(B(OQR)?) - QZ/R — C/R2

Or nous avons
[ rnlaxnton? + nntenPxuten?) [0, o2) e doy < 1
R3 xR

car il suffit de compléter la somme en ajoutant les termes avec x g(z1)?xr(22)?
et nr(z1)?nr(22)? pour obtenir la norme de ¥,,, qui vaut 1. Comme E'(Z) <
0, nous obtenons finalement

((H'(0,2)q, + H'(0, Z)1y) Un, Ur,)
> BY(Z) = C|¥Wnl12(p02my2) — 22/R — C/R*.
Maintenant nous utilisons le fait que ¥,, — 0 dans H?(R? x R3) pour déduire
que [Wn[ 2 (g 2r)2) — 0 d’aprés injection compacte de H?(B(0,2R)?) dans
L?(B(0,2R)?). Donc en passant & la limite quand n — oo (mais R reste fixé),

nous avons

liminf ((H'(0, Z)s, + H'(0,2)4,)¥,, ¥,,) > EY(Z) — 2Z/R — C/R*.

n—o0

Il reste a prendre la limite quand R — co pour conclure. U
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3.5 Preuve du théoréeme [

Nous abordons maintenant la description du spectre discret de H2(0, Z).
Nous allons seulement démontrer le premier point du théoreme, c’est-a-dire
qu’il y a une suite infinie de valeurs propres sous le spectre essentiel des lors
que 2 < Z + 1. L’idée de la preuve est d’utiliser le principe de min-max vu
en cours et de bonnes fonctions test.

Fixons un entier d > 1 quelconque. Nous définissons

g = inf max (H?(0,Z)¥,V)).
Vss-ev de L2(R3xR3) VeV
dim V=d 1] 2=1

Nous savons d’apres le cours que si Ay < ¥2(Z) alors g est la dieéme valeur
propre de H?(0, Z) sous le spectre essentiel. Si nous pouvons montrer que
Mg < ¥2(Z) pour tout d > 1, ceci montrera a fortiori que H?(0,Z) a une
infinité de valeurs propres sous son spectre essentiel.

Pour prouver que \q < ¥?(Z), nous allons construire une suite d’espaces
de dimension d qui serviront de test. L’idée est, comme dans la preuve du
théoreme précédent (leére étape), de prendre des fonctions sous la forme
U = 1 Ay ol 9 est orthogonale a (.

Considérons un espace fixe V' de dimension d+1, comprenant uniquement
des fonctions v radiales, dans C§° et & support dans la boule B(0,1). Nous
posons maintenant

Vi = {¢g == R3/%Y(-/R) | € V}

qui comprend des dilatations de fonctions de V' et est également de dimension
d + 1. Noter que les fonctions de Vi ont maintenant un support dans la
boule de rayon R, donc elles s’étalent dans l’espace. Maintenant dans Vp il
existe un sous espace V}, de dimension d qui est orthogonal & ¢ (il suffit
de prendre 'orthogonal dans Vi de la projection de o1 sur Vg). Finalement
nous introduisons notre espace test

Wgr:={o1 Ar | ¥r € Vi}.

Comme tous les ¢p € V}, sont orthogonaux & o1, il est facile de vérifier que
cet espace est de dimension d également. D’autre part, on a

”(pl A T/JR”LQ(RSXRS) = HwRHLQ(RS) ’

donc normaliser ¥ = ¢ A ¥R revient a normaliser ¥g.
Nous voulons majorer

H?(0,2)¥, 0)).
pax (H*(0,2),v))
W) 2=1
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En fait nous allons préciser un peu le calcul que nous avons fait a la premiere
étape de la preuve du théoreme HVZ. En reprenant ces calculs, nous voyons
que pour tout ¥ = o1 AyYr € Wg

A
<H2(07Z)‘I’7‘I’)> = El(Z)+<<P1 A K—— - i) ¢R] , P1 /\1/1R>
2 |z L2(R3xR3)
A ,2)|?
+//Ra . e ‘flR_(x;f)’ dry dry.  (24)

En utilisant la définition du produit antisymétrique A et le fait que Ygr L 1,
1] = 1, nous obtenons pour le dernier terme de la premiere ligne

A
<901/\ [(———£> T,Z)R] ,801/\7,Z)R> =<<—é—£> ¢R,¢)R> -
2 |z L2(R3xR3) 2 |af L2(R3)

Or on a par un argument de scaling

Az IR A
(5-F)emen) =g e =7 [ e

C _Z [ WP

- R2 R R3 \x!

dx

o C = Supyey, |y|=1 (3 Jzs IV¥|?). Nous devons maintenant estimer le
terme d’interaction entre les électrons. Nous développons juste le produit
antisymétrique pour obtenir

// lo1 A ¢R(:c1,x2)|2dxl dey - // @1(3:1)2¢R(:c2)2dm1 .
R3xR3 |71 — T2 RIxR? |21~ 2

_ // e1(z1)Yr(@1)e1(z2)YR(22)
R3xR3

|z1 — 22

dxl d,IQ

Nous avons déja vu dans le chapitre précédent la formule

[ ot g, g, | [r0r®? ) o
R3 xR3 |z1 — 22| R? [kl

D’autre part nous avons d’apres le théoreme de Newton vu au chapitre
précédent, puisque 1 est radiale,

2 2 i
// o1(x1)*Yr(z2) dxy drs < / dxo fRS 1 1/13(362)2
R3 xR3 R?

|21 — 2| |z2]

donc nous obtenons

// o1 /\¢R(9017902)\2dx1 diy </ [r(2)|? e
R3xR3 - R3

|z1 — 2| ||
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Le résultat final est donc

_ )2
<H2(0,Z)¢1,\I')>§E1(Z)+%+(1 RZ) /RS W'(x')' de.  (25)

Nous voyons bien apparaitre la condition 1 — Z < 0. Tout d’abord nous
notons que puisque V est de dimension finie

min/ de:a>0.

veV Jrs ||
lvl=
Ainsi
C (1-2)
2 < p!l ~ 1
||ﬂ€1%* (H?(0,2)9,V)) < E'(Z) + mto—g— < EY(Z) (26)
|, 2=1

pour R assez grand. Ceci termine la preuve de 'existence d’une infinité de
valeurs propres sous le spectre essentiel quand 1 < Z. O
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