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Feuilles de travaux dirigés

Le symbole ¢ indique un exercice difficile.

1 Reévisions

Exercice 1. (sous-espaces vectoriels) Soit les sous-ensembles de R? suivants :

1. By ={(z,y,2) € R3| —z+ 2y + 2z >0},
2. By ={(z,y,2) € R® |2y — yz = 0},

3. B3 ={(z,y,2) € R3[| 22 —y = 1},

4. By = {(x,y,2) e R® |22 —y + 2 =0},

5. BEs = {(z,y,2) € R®| —z + 2y* + 42 = 0},
6. Eg = {0} x R x {0},

7. By ={(z,y,2) € R3 |z —y = 0}.

Indiquer ceux qui sont des sous-espaces vectoriels et en donner la dimension et une base, dire s’il s’agit de ’espace
entier ou en donner un supplémentaire.

Exercice 2. Soit les familles de vecteurs suivantes :
1. {(9,2),(8,-3), (3. D)},
2. {(6,0,-5),(-1,2,1),(0,1,-1)},
3. {(5,-4,7,8),(-2,3,1,-2)},
4. {(-1,2,1,4),(0,3,-1,2),(-2,1,3,6)}.

Sont-elles libres ? (on pourra dans certains cas utiliser deux méthodes différentes pour répondre) Donner dans chaque
cas la dimension du sous-espace vectoriel engendré par la famille.

Exercice 3. (espaces des matrices)

1. Montrer que M3(R), ’ensemble des matrices d’ordre 2 & coefficients réels, est un R-espace vectoriel. En donner
une base.

2. Montrer que Ms(C), 'ensemble des matrices d’ordre 2 & coefficients complexes, est un R-espace vectoriel. En
donner une base.

Exercice 4. Montrer que la famille {sin(x), sin(2x), sin(3x)} est une famille libre de € (R;R). Est-elle génératrice ?

Exercice 5. De ces parties de € (R;R), lesquelles sont des sous-espaces vectoriels ?
— les fonctions positives,
— les fonctions 2m-périodiques,
— les fonctions périodiques,
— les fonctions dérivables,
— les fonctions qui sont dérivables en au moins un point de R.

Exercice 6. Soit £ = € (R;R), F = ¢°(R;R). Lesquelles des applications de E dans F suivantes sont linéaires ?
— la dérivation,

— la fonction g étant fixée, f — fg, f — fog (composition), f + go f.

Exercice 7. On note Ry[X] 'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a deux.
1. Montrer que {1, X, X%} et {1, X — 1, X?} sont des bases de Ry[X].
2. Ecrire la matrice de passage de {1, X, X?} vers {1, X — 1, X?}.

3. Déterminer la matrice de application P — P’ dans ces deux bases.



Exercice 8. (diagonalisation)

1. Soit A la matrice suivante
2 1 2
A=1(1 2 2
2 21
(a) Montrer que le polyndome caractéristique de A est
xa(X)=-X3+5X?+X —5.

(b) Déterminer les racines de ce polynome caractéristique (on pourra trouver deux racines particuliéres d’écri-
ture simple).

(c) Diagonaliser la matrice A.

2. Soit B la matrice suivante

B =

O O N
O N =
N = O

(a) Déterminer le polynome caractéristique de B ainsi que les racines de celui-ci.

(b) Si B était diagonalisable, quelle serait la matrice diagonale en question? En déduire que B n’est pas
diagonalisable.

2 Normes dans les espaces vectoriels

Exercice 9. On se place dans ’espace vectoriel F = Ry[X].

1. Montrer que les applications suivantes sont des normes sur F.
1
llas X? + a1 X + aolly = max(jaz + a1, a1, |ao]), [|P]2 = / |P(x)[dz et [|[P|ls = [P(0)] + [P(1)| + | P(2)].
0
2. Les applications suivantes sont-elles des normes ?

laz X* + a1 X + aolls = max(laz + a1],ar® + ao?) et | Plls = [P(0)] + [P(2)| + | P'(1)].

Exercice 10.

1. Montrer que les applications suivantes, définies sur R"”,

@1, @)l = |z + -+ [,
(@1, zn)lle = ]z P+ - + [l
||(1'1, s ,zn)”oo = max{|:z:1|,. te ‘$n|},

sont des normes'. Montrer que lapplication z — ||z|; + ||z||2 définit encore une norme. L’application = —
lz]l2 = ||z||1 définit-elle encore une norme ? Et Papplication = — ||z||; — ||z|l2 ?

2. Montrer que les normes || - ||1, || - ||2 et || - || sont équivalentes (& la main!).

Exercice 11. Sur 'espace 6°([0, 1]; R) des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs réelles, on définit les applications
suivantes :

1
1l = / F@)]dz et [flloo = sup |f(z)].

z€[0,1]

Montrer qu’il s’agit de normes. Exhiber une suite de fonctions (f,,)nen de €°([0,1];R) telles que ||f,|/1 — O lorsque
n — 400 et || fnlloo = 1 pour tout entier naturel n. En déduire que les normes || -||; et || - ||oo ne sont pas équivalentes.

Exercice 12. (norme de Frobenius) Pour toute matrice A dans M, (R), on pose N(A4) = /tr(*AA). Montrer que
I’application N est une norme vérifiant de plus la propriété, dite de sous-multiplicativité, suivante

N(AB) < N(A)N(B)

pour toutes matrices carrées A et B d’ordre n. Cette norme est-elle associée & un produit scalaire ?

1. On admettra ’inégalité triangulaire pour la norme || - |2, que l’on sera en mesure de démontrer plus tard.



Exercice 13. ¢ (calcul de normes matricielles subordonnées) Pour toute matrice A de M, (R), on définit les
normes subordonnées suivantes :

[Allc = sup  [Az[|,
TER™ ||z 00 =1
[Alh = sup  [[Az[,
z€R™:||z]1=1
[Allz = sup  [[Az]2.
z€R™:||z]2=1
Montrer que
L [[Allee = maxi<i<n 35— |asl,
2. [[Ally = maxi<j<n 350y lasl;
3. ||All2 = /p(tAA), ot p(A) est la valeur absolue de la plus grande valeur propre de A (encore appelée rayon

spectral).

3 Produit scalaire et espace euclidien

Exercice 14. Dire si les formes suivantes sont linéaires en la premiére variable, en la deuxiéme, bilinéaires, symétriques,
positives, non dégénérées et si elles sont des produits scalaires. Dans le dernier cas, écrire I'inégalité de Cauchy—Schwarz
associée.

1. f; définie sur R3 x R? par

fil(zr, z2, 23), (Y1, Y2, y3)) = 221y1 — 3Ta2y2 — T3Ys3.

2. fo définie sur R? x R? par

fo((21, 22, 23), (Y1, Y2, y3)) = 227 + Y3 + 321Y2 + 522y3.

3. f3 définie sur R™ x R™ (n € N*) par
F3((@1, s @)y (Y15 oo ) = > 2.
i=1

4. fy sur Ro[X] x Ro[X] par
fa(P, Q) = (ao + a1)bo + (ao + 3a1)br + 3 azby

avec P(X) =ag+ a1 X +az X? et Q(X) =bg + by X + by X2.
Exercice 15. Soit a et b deux nombres réels et f : R? x R? — R définie par

fl(z1,22), (Y1,¥2)) = z1y1 + bx1ye + bxayr + azays.

Donner, lorsqu’il y en a, les valeurs de a et b pour lesquelles f est
1. linéaire en la premiére variable,

linéaire en la deuxiéme variable,

symétrique,

positive,

non dégénérée,

S otk W

un produit scalaire.

Exercice 16. (le cas complexe) Dire si les formes suivantes sont linéaires en la premiére variable, antilinaires en la
deuxiéme, sesquilinéaires, symétriques hermitiennes, positives, non dégénérées et si elles sont des produits scalaires.
Dans le dernier cas, écrire I'inégalité de Cauchy—Schwarz associée.

1. f; définie sur C3 x C? par

fi((@1, 2, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = 151 — 2ix2Yo + (1 + 9)Toy1 + 37s.

2. fy définie sur C? x C? par

fa((z1, 2, 23), (Y1, Y2,Y3)) = 7151 — 27202 + Y373.



3. fs définie sur M,,(C) x M, (C), Pensemble des matrices d’ordre n a coeflicients complexes, par
f3(A, B) = tr(*AB).

4. f, définie sur E x E, avec E = ¢°([0,1],C), par

falf.g) = /O roth

Exercice 17. (inégalité de Cauchy—Schwarz) Soit E un espace euclidien sur R, muni d’un produit scalaire noté
(-,), et deux vecteurs u et v de F.

1. Montrer que si w et v sont colinéaires, on a
[(u, v)| = [Jul|[[v]],

ou ||-|| désigne la norme associée a (-, ).

2. On suppose que u et v ne sont pas colinéaires. En utilisant le fait que v + tw est non nul pour tout réel ¢,
montrer que
[(w, v)| < lul|[[v].

Exercice 18. Soit n € N*. Montrer que, pour tous réels ay,...,a, et by,...,b,, on a

(50) < (&) (5

2
1 i 1 (&
(Se) <5 (5)

Exercice 19. Soit E = %([a,b],R) 'espace des fonctions continues définies sur l'intervalle [a,b] et & valeurs réelles.
On définit pour tout f et pour tout g dans F

En déduire que

b
(f.9) = / f(t)g(t)dt.

1. Montrer que (-,-) est un produit scalaire sur E.

b 1/2 b
(f.9) € B2 |(f,g)] < ( / f2(t)dt> ( / g2<t>dt>

Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que I'inégalité précédente soit une égalité.

2. En déduire que
1/2

Exercice 20. Soit f une fonction continue strictement positive sur [0,1]. Pour n € N, on pose I, = fol f(t) dt.

. . I, oo .
Montrer que la suite donnée par, Vn € N, u,, = 5+ est définie et croissante.

Exercice 21. ¢ On considére ’espace vectoriel des polynomes a coefficients réels R[X] muni du produit scalaire
(P,Q) = [ P()Q(t) dt. Existe-t-il un polynome R tel que, VP € R[X], (P,R) = P(0)?

Exercice 22. Soit A € M, (R) et ||-||2 la norme euclidienne usuelle sur R™. Pour tout vecteur « de R™, on suppose
que ||Az||2 < ||z]|2. Montrer que ||*Az]|2 < ||z]|2.
Indication : on pourra majorer ||*!Az||3.

Exercice 23. ¢ (théoréme de Fréchet—Jordan—von Neumann) Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie.

Soit || - || une norme sur E vérifiant 'identité du parallélogramme?,

V(z,y) € B2, |lz+yl® + [z —yl* =2 (lz]* + lly*) .
Ou se propose de démontrer que || - || est associée & un produit scalaire. Pour cela, on définit la forme f suivante :

Vie,y) € B, f(zy) = (o +yl” ~ o~ y]?).

2. En géométrie, la régle du parallélogramme dit que la somme des carrés des longueurs des quatre cotés d’un parallélogramme est égale
a la somme des carrés des longueurs de ses deux diagonales.




. Montrer que pour tout (z,y,2) de E3, on a f(z + z,y) + f(x — z,9) = 2 f(z, y).
. Montrer que pour tout (z,y) de E?, on a f(2x,y) = 2 f(x,y).

. Montrer que pour tout (z,y) de E? et tout rationnel 7, on a f(rz,y) = r f(x, y).
. Montrer que pour tout (u,v,w) de E3, f(u,w) + f(v,w) = f(u + v, w).

. Montrer que f est symétrique et définie positive.

S Ot s W N =

. Déduire des questions précédentes que f est bilinéaire et conclure.

4 Procédé de Gram—Schmidt

Exercice 24. On munit R* du produit scalaire usuel. Soit les vecteurs
Uy = (0707 Oa 1)7 Uz = (1707 170)a Uz = (L 73707 2)’ Uy = (3a 737 72a 1)

1. Montrer que B = {uy,us, us3,us} est une base de R*%.

2. Orthogonaliser B selon le procédé de Gram—Schmidt.

Exercice 25. Appliquer le procédé de Gram—Schmidt & la famille de vecteurs de R? suivante

1 0 V2/2
L, [ v2/2], 0
1

0 1
Exercice 26. ¢ (inégalité de Hadamard) Soit E un espace euclidien de dimension n. Montrer que, V(z1,...,2,) €
E", |det(z1,...,2,)| < ||Z1ll2- .. [|[2n]l2, en précisant les cas d’égalité.

5 Projections

Exercice 27. On considére I’espace R3, muni de la structure euclidienne canonique. Soit D la droite de vecteur
directeur u = (1,2, 0). Déterminer I’expression analytique de la projection orthogonale sur D.

Exercice 28. Dans R* muni de la structure euclidienne canonique, on considére le sous-espace vectoriel F' défini par
F = {(1‘1,.%’2,.’1?37.’174) €R4|.’171 +xo4+x3+r4=0et 21 + T2 — 23 — T4 ZO}

1. Quelles sont les dimensions de F' et F+ ? Donner un systéme d’équations cartésiennes de F-*.

2. Déterminer la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur F.

Exercice 29. Dans R* muni de la structure euclidienne canonique, on considére les vecteurs vy = (1,2, —1,1) et
va = (0,3,1,—1). On pose F' = Vect{vy, v2}. Déterminer une base orthonormale de F et un systéme d’équations
de F+.

Exercice 30. Prouver Pexistence et l'unicité des réels a et b tels que fol (x* — az — b)? dz soit minimum. Les calculer.

Exercice 31. Soit E I’ensemble des fonctions continues sur [0, 7] & valeurs réelles, muni du produit scalaire défini par

V(f,9) € E?, (f,9) = /Oﬂ f(t)g(t)dt.

Soit F' le sous-espace vectoriel de E engendré par les fonctions ¢ — sin(t) et t — cos(t).
1. Trouver une base orthonormée de F'.

2. On pose
I(a,b) = / (a sin(t) + b cos(t) — ¢)? dt.
0

Déterminer les réels ag et by réalisant

I(ao, bo) = (@ ibl)lé]RZ I(a, b)

et calculer I(ag, bp)-



Exercice 32. Soit F = Ry[X] I'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal & 2, muni
du produit scalaire

W(P,Q) € B2, (P,Q) = / P(HQ) dt.

1. Montrer que le sous-ensemble F' de E formé des polynomes P tels que P(1) = 0 est un plan vectoriel de E.
2. Déterminer ’orthogonal de F'.

3. Déterminer la projection orthogonale du polyndme constant égal a 1 sur F.

Exercice 33. Soit P le plan de R* d’équations

I1+1‘2—|—1‘3+I4:O
T+ 29 —223—24=0

dans une base orthonormée B de R* muni de sa structure euclidienne canonique.

1. Déterminer les matrices dans la base B de la projection orthogonale sur P et de la symétrie orthogonale par
rapport a P.

2. Calculer la distance d’un vecteur quelconque de R* & P.

Exercice 34. Soit un entier naturel supérieur ou égal a 2 et E = M, (R) l’espace vectoriel des matrices a coefficients
réels d’ordre n, muni du produit scalaire usuel

n n
V(A, B) € M, (R) x Mo (R), (A, B) =tr(A"B) = > ai;bi;.
i=1 j=1
1. Soit Dy le sous-espace vectoriel des matrices scalaires
Dy = {\I,, A € R}.
Déterminer Dy et les projections orthogonales sur Dy et Dy

2. Faire de méme pour le sous-espace D; des matrices diagonales.

Exercice 35. On considére ’espace vectoriel M3(R) des matrices & coefficients réels d’ordre 3, muni du produit scalaire
canonique.

1. Déterminer 'orthogonal de A3(R), le sous-espace vectoriel des matrices antisymétriques de M3(R).

010
2. Calculer la distance de la matrice M = [0 0 1| a As(R).
0 0 O

Exercice 36. ¢ Soit F un espace vectoriel euclidien de dimension p (p > 2) sur R, de produit scalaire noté (-, -). Pour
toute famille de vecteurs {uy,...,u,} donnée de E, on pose G(u1,...,un) = ((ui,u))), <, j<, (matrice de Gram) et
Y(u1, ... uy) = det(G(u, ..., u,)) (déterminant de Gram).

1. Montrer que rang(G(uq,...,u,)) = rang({u1, ..., un}).

2. Montrer que la famille {uq,...,u,} est liée si et seulement si y(u1,...,u,) =0 et qu’elle est libre si et seulement
siy(ug,...,un) > 0.

3. On suppose maintenant que {uq,...,u,} est libre dans F (et donc que n < p). On pose F = Vect({u1,...,un}).
Pour z dans E, on note pr(z) la projection orthogonale de x sur F puis dp(z) = |z — pr(x)]| la distance de z

V(@ U1, sUn)
Y(Uut,eeun)

a F. Montrer que dp(z) =

Exercice 37. Déterminer la matrice dans la base canonique orthonormée de R? de
— la projection orthogonale sur la droite d’équations 3x1 = 6 x2 = 223,
— la projection orthogonale sur le vecteur unitaire w = (a, b, ¢),
— la projection orthogonale sur le plan d’équation ax; + bxs + cx3 = 0.

Exercice 38. (un modéle de régression linéaire) Un médecin imagine que la taille des enfants doit croitre,
grossiérement, proportionnellement & leur masse. Il doit donc exister une relation mathématique du type

taille en cm ~ a + b X masse en kg.

Afin de calculer a et b, le médecin mesure 10 enfants volontaires agés de 6 ans et obtient le tableau suivant :



Enfant | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Taille (en cm) | 121 | 123 | 108 | 118 | 111 | 109 | 114 | 103 | 110 | 115
Masse (enkg) | 25 | 22 | 19 | 24 | 19 | 18 | 20 | 15 | 20 | 21

Le médecin, bien que peut-étre reconnu en pédiatrie, est malheureusement un piétre mathématicien. Il a donc
calculé, en désespoir de cause et sans trop comprendre pourquoi les différentes moyennes suivantes :

10 10
M=) M;/10=20,3kg, T=> T;/10=113,2 cm,
=1 =1

10 10
o= (M, -~ M)’ /10 =7,61 kg2, R=S T;M,;/10 = 2615, 1 kg.cm.
> )"/

=1 i=1

_Aider le médecin en donnant (et en la justifiant) une expression de a et b en fonction des différentes moyennes
M, T, R et 0. Calculer (de maniére approchée) a et b et commenter, si possible, les résultats en utilisant les ratios
(approchés) suivants :

— —_— —
B gy BM o7 TM _gpp TM

g g g g

= 6130.

6 Matrices orthogonales

Exercice 39. Montrer que les matrices suivantes sont orthogonales et décrire géométriquement les isométries de R?
qu’elles représentent dans la base canonique,

3 1 V6 L [-2 -1 2
A== 1 3 -6 ,etB:—g 2 -2 1
V6 V6 2 1 2 2

Exercice 40. Préciser la nature des endomorphismes de R3 représentés dans la base canonique par les matrices
suivantes,

1 -2 =2 2 2 -1 0 1 0
-1 2 2 |,etC=10 0 -1
2 -1 2 -1 0 O

Exercice 41. On considére R? muni de sa structure canonique. Soit ¢ ’endomorphisme de R? dont la matrice dans
la base canonique est

1 -8 4 1
M:§ 4 7 4
1 4 -8

Montrer que ¢ est une rotation et déterminer son axe.

Exercice 42. Soit B = {eq, ea, ez} une base orthonormée de R3. Déterminer la matrice dans la base B de la rotation

d’axe dirigé et orienté par le vecteur u = e; — 2 ez et d’angle 0 = ¢.

Exercice 43. Soit A une matrice orthogonale de M, (R), on notera A la transposée de A.

1. Montrer que si X et Y sont des vecteurs propres de A associés & deux valeurs propres A et u avec A ¢ {u,mt,
alors XY =0et XTY = 0.

2. Soit A = €!%, 0 < a < 7, une valeur propre (complexe) de A et X un vecteur propre associé.
(a) Montrer que X7 X = 0.

(b) Soit U = 1(X + X) et V = L(X — X). Montrer que si Z est un vecteur propre de A associé & une valeur
propre réelle, alors UTZ =0 et VI Z = 0.

(c) Soit pu = elf, 0 < B < m B # a, une valeur propre de A et Y un vecteur propre associé¢. Calculer
(X +X)T(Y +Y).
Exercice 44. Soit F un espace vectoriel sur C, B = (ej, ez2) une base de E et f une forme bilinéaire sur E dont la

matrice par rapport & B est
1 2
v=(y %)

1. Calculer f(z,y), f(z,x) et f(y,y) dans les deux cas suivants.



(a) z=e1 +ieg et y =e1 — eo.
(b) & =e1 + 2e5 et y = ies.

2. Trouver une nouvelle base de F par rapport a laquelle la matrice de f est la matrice unité /5. En déduire une
matrice inversible P telle que PTMP = I,.

Exercice 45. Soit n € N*. Montrer que la matrice

1 1 1 1
Vo VA Vain
1 1 1 :
NG V2 V6
1 0 — 2
NG NG
. : 1 1
V/(n=2)(n-1) V(n=1)n
0 _ n—2 1
V(n=2)(n-1) V/(n=1)n
- 0 0 -l
NG v (n—1)n

est orthogonale.

Exercice 46.

1. Trouver une matrice orthogonale U € O(2) qui vérifie U (1) = (1> et det(U) = 1. Une telle matrice U est-elle

0 0
V2

unique ? Calculer U <\;§>

2

1

2. Trouver une matrice orthogonale U € O(2) qui vérifie U <(1)) = <O

) et det(U) = —1. Une telle matrice U est-elle

unique ?

3. Soit v € R2, v # <8) et U une matrice orthogonale U € O(2) telle que Uv = v. Montrer que soit U = <(1) 2),
soit det(U) = —1.

Exercice 47. (matrice de Householder) Pour tout élément « non nul de I’espace euclidien R™, n > 2, on désigne
par H(u) la matrice

T
uu
utu
u 1 t 1 = T ésente u d la b i
ou le vecteur colonne w Uy ooy Up represente w dans la base canonique.

1. Soit @ une matrice orthogonale d’ordre n. Montrer que si v = Qu alors H(v) = QH (u)Q7.
2. Montrer que la matrice H(u) est symétrique et orthogonale.

3. On désigne par D la droite vectorielle engendrée par u et par D I’hyperplan orthogonal de D dans R™. Montrer
que D est stable par H(u) et que H(u)w = w pour tout vecteur colonne w représentant un élément de D+ .

Exercice 48. (valeurs propres réelles d’une isométrie) On considére ’espace R™ muni du produit scalaire
canonique et ) une matrice orthogonale d’ordre n.

1. On suppose que @ admet une valeur propre réelle A et on considére un vecteur propre x associé a cette valeur
propre. En calculant de deux fagons différentes ||Qx||?, montrer que \?||z||? = ||=||2.

2. En déduire que {—1,1} C sp(Q).

3. Donner un exemple de matrice orthogonale d’ordre 2 qui ne posséde pas de valeur propre réelle.

Exercice 49. Soit £ = R3[X] muni du produit scalaire (P, Q) = f_ll P(t)Q(¢) dt. On considére ’endomorphisme de
E défini par ¢(P)(X) = P(—X). Démontrer que ¢ est une symétrie orthogonale.

Exercice 50. Soit M = (mj;); j—1,..n € O(n). Montrer que |, L Mij| < n.

=1,



7 Formes bilinéaires

Exercice 51. Pour chacune des matrices suivantes, écrire I’expression de la forme bilinéaire associée et indiquer si la
forme est symétrique.

Lo o Lo 24001
A=|0 1 1|, B=|0 1 1] etC=

1 1 2 4 1 0 0 001

1 1 1 1

Exercice 52. Soit M>(R) ’espace vectoriel des matrices & coefficients réels d’ordre 2. On considére lapplication f de
M5(R) x M3(R) dans R définie, pour toutes matrices A et B, par f(A, B) = tr(*AB).

1. Prouver que f est une forme bilinéaire symétrique sur F.

2. Prouver que pour tout A de E, f(A, A) > 0 avec égalité si, et seulement si, A = 05.

3. Donner la matrice représentant f dans la base canonique B = {E11, F12, E21, Eas} de M(R).
4. En déduire le rang de f.

Exercice 53. On définit 'application f de My(R) x My(R) dans R par
f:(A,B)+— det(A+ B) — det(4A — B).
Montrer que f est une forme bilinéaire et calculer sa matrice dans la base canonique de M>(R).
Exercice 54. ¢ Soit E un K-espace vectoriel et f : E x E — K une forme bilinéaire telle que
V(z,y) e EX E, f(z,y) =0= f(y,z) =0.
Montrer que f est soit symétrique, soit antisymétrique.

Exercice 55. Dans E = Ry[X], on considére I’application f : E? — R définie par

W(P.Q) € E%, f(P.Q) = /0 PWQ (1) dt.

1. Justifier que f est une forme bilinéaire sur F.
2. Déterminer la matrice B représentant f dans la base canonique B = {1, X, X2} de E.
3. Quel est le rang de f?
4. La forme f est-elle symétrique 7 Antisymétrique ? Déterminer sa partie symétrique et sa partie antisymétrique.
5. A-t-on f(P, P) > 0 pour tout polynome P? A quelle condition sur P a-t-on f(P,P)=07?
Répondre aux mémes questions avec f(P,Q) = fol P)Q(L —t)dt et fr(P,Q) = Zle P(i)Q(i) avec k € N.

Exercice 56. Soit A une matrice.
1. Montrer que *AA est symétrique et positive.
2. Montrer que Ker(A) = Ker(*AA), puis que rg(A) = rg(*AA).

8 Formes quadratiques

Exercice 57. On considére la forme quadratique définie sur R? par
q(z1,20) = 212 + 429% — 32170,

1. Déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique de R2.
2. Donner la forme bilinéaire symétrique f associée a q.

3. Décomposer ¢ en une combinaison linéaire de carrés de formes linéaires.

Exercice 58. Effectuer une réduction de Gauss et déterminer la signature, le rang et le noyau des formes quadratiques
suivantes.

1. q(z1, 29, 23) = 2212 + 2222 — 232 — 41209 — 22003 — 22123 sur R3.
2. q(wy, w9, 23) = 212 + 2222 + 3232 — 21179 — 41123 — 23023 sur R3,

3. q(x1, w0, w3) = 212 + 59?2 + 3232 + 4x129 + 22723 sur R3,



8.

q(ry1, w2, 23) = 112 + (1 + a)xe? + (1 + a + a®)x3? + 22129 — 2a 2273 sur R? (on discutera suivant la valeur du
paramétre réel a).

q(x1,9,23) = 12 + 292 —ax3? + 31129 — bx123 + 2273 sur R3 (on discutera suivant les valeurs des paramétres
réels a et b).

q(w1, 22,3, 74) = 1172 + T2x3 + 2374 + 1174 SUr R,

q(r1, 22,23, 74) = 212+ (1+2a — b) 222 + (1 + a) 232 + (1 4+ 2a + b) 242 + 22120 + 211232 2174 + 2(1 — @) 2273 —
2(1 + a)razg + 2(a — 1) 2374 sur R* (on discutera suivant les valeurs des paramétres réels a et b).
(

q(z1, T2, T3, Ty, T5) = T1To — T1T4 + ToZy — ToZy + Tos + T3y — T3T5 + 2524 sur R®

Exercice 59. Déterminer la matrice dans la base canonique de R, la signature et le rang des formes quadratiques
sur R”™ suivantes. Ces formes sont-elles positives ? Négatives ?

1.
2.

q(x) = ZZj:l Lilj.
q(x) = ZZj:lj2mixj‘

Exercice 60. Soit ¢ la forme quadratique définie sur R par

1
2
3

q(z1, 70, 3) = 4217 + 2207 + 10232 + 22129 + 1021203 — 22073

. Déterminer la matrice Q de ¢ dans la base canonique de R3.
. Montrer par le critére de Sylvester que la forme g est définie positive.

. De la méme fagon, étudier la forme q(z1, z2,x3) = 422 +2252 + 9232 + 22129 + 102123 — 22973,

Exercice 61. On considére deux vecteurs non nuls u et v d’un espace euclidien E de dimension n (n > 2), dont le
produit scalaire est noté (-, -) et la norme associée est notée |||, et la forme quadratique ¢ définie par

1

Ve € E, ¢(x) = (u,v)(z,x) — (u, z)(v,x).

. Vérifier que la forme polaire f de g est donnée par

V(x,y) € E?, f(z,y) = (u,v){z,y) - % [(w, &) (v, y) + (u, y) (v, 2)].

On suppose dans cette question que les vecteurs u et v sont colinéaires, c’est-a-dire qu’il existe un réel A tel que
v = Au. Exprimer la forme ¢ en fonction du vecteur u et du réel A. En déduire le rang et la signature de ¢ en
fonction de la valeur de A.

On suppose dans suite de I’exercice que les vecteurs u et v ne sont pas colinéaires et ’on pose v = Au + w, ou
AeRetwe (Vect{u})L, w # 0. Ecrire la forme polaire de g en fonction de u, w et A.
. Soit B = {e1,...,en} une base orthonormée de E telle que e; = ﬁ et eg = ﬁ Exprimer la matrice de la

forme polaire de ¢ dans la base B, en fonction de A, ||u| et ||w].

Quels sont le rang et la signature de ¢ lorsque A = 07 Quel est le rang de ¢ lorsque A #07

Exercice 62. Soit ¢ la forme définie sur Ry[X] par

= W N =

VP € Ry[X], ¢(P) = P(0)P(1).

. Montrer que ¢ est une forme quadratique.
. Déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique de Ry[X].

. La forme q est-elle positive 7 Négative 7

. Déterminer une base (P, Pi, P») de E telle que ¢ (E?Zl aiPi) = a% — a? et donner la signature de q.

Exercice 63. Soit n € N*. Pour tous polynémes P et ) de R, [X], on pose

1
H(P.Q) = / £P()Q () dt et o(P) = f(P,P).

. Montrer que f est une forme bilinéaire. Est-elle symétrique ? Antisymétrique ?

Montrer que ¢ est une forme quadratique. Est-elle définie? Si ce n’est pas le cas, exhiber un vecteur isotrope
non nul.

3. Calculer la matrice de ¢ dans la base canonique de R, [X].

4. Pour n = 2, déterminer la signature de ¢. La forme q est-elle positive 7 Négative ?
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5. Déterminer une base de Ry[X] qui soit g-orthogonale.

Exercice 64. Soit ¢ la forme sur M, (R) définie par
VA € M,(R), g(A) = tr (A?).

1. Montrer que g est une forme quadratique et donner son noyau,
2. Montrer que la restriction de ¢ au sous-espace des matrices symétriques est définie positive.

3. Donner une base de M,,(R) dans laquelle la matrice @ associée a q est diagonale. Ecrire @ et donner la signature
de q.

Exercice 65. Soit

V={<CCL Z) EMQ(R)|a—d:O} et J = G _11>

Pour toutes matrices M et N de V, on pose
f(M,N) =tr(MJN).

1. Montrer que f est une forme bilinéaire. Est-elle symétrique 7 Antisymétrique 7

. 1 0 01 0 0
2. Montrer que la famille B = {(0 1) , (0 0) , (1 0)} est une base de V.

3. Déterminer la matrice de la forme quadratique ¢ associée & f dans la base B.
4. Déterminer la signature de ¢, son rang et son noyau. Cette forme est-elle définie ? Positive 7 Négative ?

5. Déterminer F*, le g-orthogonal de 1’ensemble

F:{(g 2) GMQ(R)a—d:O}.

Exercice 66. Soit une forme quadratique sur un R-espace vectoriel que I’on suppose définie. Montrer qu’elle garde
un signe constant.

Exercice 67. Soit \ et u deux nombres réels. On définit sur M>(R) la forme ¢ suivante
VM € My(R), q(M) = Atr(M?) + p det(M).

1. Vérifier que ¢ est une forme quadratique.

2. Déterminer en fonction de A et de p le rang et la signature de q.
Indication : séparer en deux cas : A = 0, puis A # 0.

Exercice 68. Soit n € N*. On considére la forme ¢ définie sur R, [X] par
1
VP e R,[X], q(P) :/ P(t)P(—t)dt.
—1

1. Montrer que tout polynéme P peut s’écrire comme la somme d’un polynéme pair et d’un polynéme impair.

2. Montrer que ¢ est une forme quadratique et calculer sa signature.

Exercice 69. (produit de Schur de deux matrices) Soit A = (a;;)i1<ij<n €t B = (bij)1<i j<n deux matrices
symétriques de M, (R) (n > 2). On définit le produit de Schur de A et de B comme étant la matrice Ao B =
(aizbij)1<ij<n-
1. Si A est positive et de rang 1, montrer qu'’il existe des réels Ai,..., A, tels que a;; = A\,
Indication : utiliser la décomposition de Gauss de la forme quadratique associée a A.

2. Si A et B sont positives et de rang 1, montrer que la matrice A o B est positive.
3. De maniére plus générale, si A et B sont positives, montrer que la matrice A o B est positive.

4. Si A est positive, montrer que la matrice E = (e%4)1<; j<n est positive.
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9 Diagonalisation des matrices symétriques et applications

Exercice 70. Dans chacun des cas suivants, déterminer une matrice diagonale D et une matrice orthogonale P telles
que A = PDPT,

2 1 1 0 1 -1 5 -1 1
A=1(1 2 1],A=1|1 2 —-1],A=1[-1 1 -3
1 1 2 -1 -1 0 1 -3 1
Exercice 71. Soit la matrice
1 -5 5
A=|-5 3 -3
5 -3 3

1. Diagonaliser la matrice A.

2. Soit ¢ la forme quadratique de matrice A dans la base canonique de R3. Utiliser la question précédente pour
trouver une base g-orthogonale et déterminer la signature de gq.

Exercice 72. Déterminer une base orthonormée formée de vecteurs propres de la matrice
5 -1 2
A=1[-1 5 2
2 2 2

Interpréter géométriquement 'endomorphisme qui dans la base canonique de R? est représentée par A.

n—1 -1 ... -1
. . . -1 R : . .
Exercice 73. ¢ La matrice symétrique est-elle positive 7 Définie 7
: oo~
-1 ... -1 n-1

Exercice 74. Soient a et b deux réels et la matrice

a b b
A=[b a b
b b a

Calculer A™ pour n € Z.
Exercice 75. Soit A € M,,(R) et p € N. Montrer que (A 4+ AT)P est nulle si et seulement si A est antisymétrique.

Exercice 76. Soit A une matrice symétrique d’ordre n de valeurs propres Ay, ..., A, (comptées avec leur multiplicité).
Montrer que >, ., ag; =D A
Exercice 77. Pour n > 2, on considére R™ muni du produit scalaire usuel et A une matrice inversible de M, (R).

1. Montrer que les valeurs propres de B = AT A sont strictement positives.

2. Montrer que si la famille {z1,...,2,} de vecteurs de R™ est orthonormale et que la famille {Azq, ..., Az, } est
orthogonale, alors les vecteurs x;, 1 < i < n, sont des vecteurs propres de la matrice B.

Exercice 78. Soit A € M, (R).

1. On suppose que A est une matrice symétrique définie positive. Montrer qu’il existe une matrice triangulaire
supérieure R & coefficients diagonaux strictement positifs, telle que A = ‘RR.

2. On suppose que A est une matrice inversible. Montrer qu’il existe un couple (@, R) avec ) une matrice orthogonale
et R une matrice triangulaire supérieure a coefficients diagonaux strictement positifs, tel que A = QR.

Exercice 79. Soient M et N deux matrices symétriques de taille n x n, telles que la matrice M soit définie positive.
Montrer qu’il existe une matrice inversible C' telle que

‘tCMC =1, et 'CNC=D,
ol D est une matrice diagonale réelle.

Exercice 80. (racine carrée d’une matrice symétrique positive) Soit M une matrice symétrique positive.
Montrer qu’il existe une matrice R symétrique positive telle que M = R?. Que dire de I'unicité d’une telle matrice ?

12



Exercice 81. (décomposition polaire) Soit A € M,,(R). On suppose que A est inversible. Montrer qu’il existe un
unique couple de matrices (U, H), U étant orthogonale et H symétrique positive, tel que A = UH.
Indication : utiliser I’exercice précédent.

Exercice 82. Soit la matrice A =

— o

1
4
1

N

1. Montrer que A est diagonalisable et la diagonaliser.

2. Résoudre le systéme différentiel suivant :

xl(t) + mg(t) + 1‘3(t)
1(t) +4z2(t) + 23(t)
1(t) + SCQ(t) + 41’3(t)

3. Déterminer la solution de ce systéme vérifiant :

.%‘2(0) =2
l‘g(O) =-1
5 -1 2
Exercice 83. Soit la matrice A= | -1 5 2
2 2 2

Donner I'expression de la forme quadratique associée a la matrice A.
Pourquoi la matrice A est-elle diagonalisable 7

Diagonaliser la matrice A.

Déterminer une base orthonormée formée de vecteurs propres de la matrice A.

Expliciter exp(A).

S Gtk W

Pour tout xy € R3, résoudre le systéme d’équations différentielles

2'(t) = Az(t), t > 0, z(0) = zo.

13
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Feuille de travaux dirigés

Exercices d’annales

Controle continu du 7 octobre 2016

Exercice 84. (baréme indicatif : 3 points)

1. Parmi les sous-ensembles de R? suivants, quels sont ceux qui sont des sous-espaces vectoriels ?

By :={(z,y,2);x —y+2=1}, Ey:={(z,y,2);z —y+ 2" =0},
E3 = {(l’,y,Z);.T—y—f—Z:O}, E4 = {(‘T7yvz)7x_y+z20}

2. Parmi les familles de vecteurs de R? suivantes, quelles sont celles qui sont libres ?

A= {(L 1, 1)7 (L 1,0)7 (1a 070)}’ B:= {(1, 1, 1)v (27 2, 2)}7
C:={(4,5,6),(0,0,0)}, D:=1{(1,2,3),(4,5,6),(7,8,9),(0,1,2)}.

3. Parmi les familles de vecteurs de R? suivantes, quelles sont celles qui sont génératrices ?

&:={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0),(0,0,0)}, F:={(1,1,1),(1,1,0)}.

Exercice 85. (baréme indicatif : 3 points)

1. Montrer que Papplication o : R? x R? — R
a((z,y,2), (@' ¥, 7)) = (@ +y) @ +y) + (y+2) @ +2) + (z +2) (2" +27)

définit un produit scalaire.

2. Que dire de 'application

B(@y,2), (¢, ¢, ) = ( +y)(@" + ) + Y+ 2) (¥ +2) + (2 — 2)(2 —2)?

Exercice 86. (baréme indicatif : 8 points) On note M, (R) 'espace vectoriel des matrices carrées n x n. Pour
A= (A'L'j) S M»,L(]R), on définit

1/2
lAl = > il BAl=( Y 43) 7, Mlle = max |4y
1<i,j<n 1<i,j<n ShIs
1. Pour tout A € M, (R), montrer que
Al < 1Al p=1.2, [ All2 < nl|A] s,
1/2 .
1A < |AILZ1AIZ2, puis [ All2 < [|A]

2. Dans un espace euclidien F, énoncer puis démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz et discuter les cas d’égalité.

3. En déduire que
[Allr <nllAll2, VA€ My(R).

4. Montrer que toutes ces inégalités ne peuvent étre améliorées en général.

Exercice 87. (baréme indicatif : 6 points) Munissons R* du produit scalaire usuel. Soient les vecteurs
ur = (2,3,4,0), uz = (1,0,0,1), uz = (2,0,0,0), ug = (0,3,0,0).

1. Montrer que B := (uy,us,u3,us) est une base de R*?

2. Orthogonaliser B selon le procédé de Gram—Schmidst.
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Partiel du 26 octobre 2016

Exercice 88. (baréme indicatif : 3 points) Soient v = (1,1,1,1) et v := (1 — 2,2 — y,y — 2, z) deux vecteurs de
Pespace euclidien R*.

1. Montrer que (u,v) = 1.
2. A l'aide de I’inégalité de Cauchy-Schwarz et du cas d’égalité dans celle-ci, résoudre dans R* 1’équation

(=l + @y + -2+ =

Exercice 89. (baréme indicatif : 2 points) Soit F un espace euclidien et f : E — E une application. Sous quelles
conditions sur f la fonction

p:ExE =R, oy) = (f(z),f(y))

définit-elle un produit scalaire ?
Exercice 90. (baréme indicatif : 4 points) Soit E un espace euclidien et p un endomorphisme tel que
pop=p et VzekL, [p)] <z

Le but de I'exercice est de montrer que p est un projecteur orthogonal de F.

1. Rappeler pourquoi Ker(p) et Im(p) sont supplémentaires. Rappeler pourquoi, pour établir que p est un projecteur
orthogonal, il suffit de montrer que Ker(p) et Im(p) sont orthogonaux.

2. On suppose par l'absurde que Ker(p) et Im(p) ne sont pas orthogonaux. Soient u € Ker(p) et v € Im(p) tels que
(u,v) #0.
(a) Calculer |lu+tv||? et ||p(u + tv)||* pour ¢ réel.

(b) Montrer qu’il existe une valeur de ¢ pour laquelle ||p(u + tv)|| > ||u + tv|| et conclure.

Exercice 91. (baréme indicatif : 6 points) R? est muni de la structure euclidienne usuelle. Soient D et F les
sous-espaces vectoriels de R? défini par

D:{(Il,xg,xg):xl—xg—l—xgzo et J:1+x2—|—x3:0}

et
F = {(931>$2,$3) 1T + 229 + 323 = ()}_

1. Quelle est la dimension m de D et la dimension n de F'? Trouver m vecteurs orthonormés uy, ..., u,, et n vecteurs
orthonormés vy, ..., v, tels que

D = Vect{uy, ..., um}, F = Vect{vy,...,v,}.

2. Quelles sont les dimensions de D+ et F+?
3. Donner un systéme d’équations cartésiennes de D+.

4. Déterminer la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur D.

Exercice 92. (baréme indicatif : 5 points) On se place dans le plan R? et on considére des matrices de Ma(R) et
les transformations du plan associées.

1. Trouver une matrice U € O(2) telle que detU = trU = 1.

2. En notant (eq,es) la base canonique de R?, représenter les vecteurs ey, ea, Ue; et Uesy sur un dessin. Quelle est
la transformation du plan associée & la matrice U ?

3. Quelle est la matrice R, de la rotation d’angle o« € R dans le plan? Calculer R,Rg pour tout o, 3 € R. A
quelle transformation du plan correspond cette matrice ? Que dire de R, R_, pour o € R? A quel sous-ensemble
remarquable de matrices appartient R, 7

4. Expliciter (simplement) U™ pour tout n € Z.
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Controle continu du 28 novembre 2016

Exercice 93. (baréme indicatif : 3 points) Déterminer la matrice dans la base canonique orthonormée de R? de
la projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel D := {(z,y,2) € R3; x =y = z}.

Exercice 94. (baréme indicatif : 7 points) Soient ¢ un nombre réel, g la forme quadratique
¢ X,Y,Z) = X?+4Y? +32? - 2XY —2XZ —aYZ

et f la forme bilinéaire symétrique associée.
1. Quelle est la matrice Q de g dans la base canonique de R3?
2. Effectuer la réduction de Gauss de gq.
3. Donner la signature de g suivant les valeurs de a € R.

4. Pour quelles valeurs de a € R, f est-elle positive, définie, un produit scalaire ?

Exercice 95. (baréme indicatif : 2 points)
Question de cours : énoncer proprement et entiérement le « théoréme de diagonalisation d’une matrice carrée
symétrique réelle ».

Exercice 96. (baréme indicatif : 2 points) On note

-1 2 7
M = 2 01
7 1 3
1. Donner ’expression de la forme quadratique associée & la matrice M.

2. Pourquoi la matrice A est-elle diagonalisable ?

Exercice 97. (baréme indicatif : 6 points) Soit A une matrice carrée réelle de M, (R) et B := ‘AA.
1. Montrer que B est symétrique et positive.
2. Montrer que KerB = KerA, puis que rgB = rgA.
3. Montrer que B est définie positive si, et seulement si A est inversible.

(Note : on rappelle qu'une matrice est positive (resp. définie) si la forme quadratique associée est positive (resp.
définie)).
Réciproquement, on considére B une matrice réelle symétrique et positive de M, (R).

4. Montrer qu'il existe une matrice réelle symétrique et positive A telle que B = tAA.

Examen du 12 janvier 2017

Exercice 98. (baréme indicatif : 3 points) Soit o un nombre réel. Sur R*, on définit la forme quadratique
q(z,y,2) = 2* + 3y* + az® + 32y — 222 + yz,

et on note f la forme bilinéaire symétrique associée.

1. Expliciter la matrice M associée et donner I’expression de f en fonction de M.

2. Décomposer ¢ en une combinaison linéaire de carrés de formes linéaires indépendantes.
3. Donner la signature de ¢ suivant les valeurs de a.
4

. Pour quelles valeurs de o f définit-elle un produit scalaire ?

Exercice 99. (baréme indicatif : 7 points) On définit

-5 -2 -4
A= -2 -8 2
-4 2 =5

1. Expliquer pourquoi A est diagonalisable. On énoncera un théoréme complet.
2. Calculer les valeurs propres de A.

3. Exhiber une base (£1, €2, e3) orthonormeée de vecteurs propres. On rangera les vecteurs €; par ordre décroissant
de la valeur propre associée (la valeur propre A; associée a €1 correspond donc & la plus grande des valeurs

propres).
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4. Donner l'expression des projections orthogonales sur les différents espaces propres et expliciter les matrices
associées.

5. Pour tout ¢t € R, exprimer exp(tA) comme le produit de trois matrices explicites dont une, et une seule, diagonale.

On s’intéresse maintenant & ’équation différentielle

y' =Ay, y(0)=y R’ (1)
6. Exprimer y(¢) en fonction de exp(tA) et yo.
7. Montrer que y(t) := &1 est une solution constante de (1).
8. On note 7 la projection sur I’espace Re; engendré par €1 et mo := I — 7;. Montrer que
y(t) = e"**mayo + miyo,
pour une constante us que ’on déterminera.

9. Que dire de y(t) lorsque t — oo.

Exercice 100. (baréme indicatif : 5 points) On définit

0 1/2 1/4
B:=1|1/2 0 1/2
1/4 1/2 0
A partir des normes || - ||; et || - ||2 de R3, on définit les normes induites || - |1 et || - || sur I'espace vectoriel des matrices

M;(R).

1. Pour une matrice carrée symétrique S € M3(R) et en désignant par p(S) le maximum des valeurs propres de S,
montrer que
(Sz,2) < p(S) z]3, VzeR,

et que cette inégalité est une égalité pour un certain vecteur x € R3\{0} que I'on caractérisera. En déduire que
IBll= = /p(B?)

et calculer cette valeur.
(Indication : en notant P le polynome caracteristique de B2, on pourra écrire P(X/16) = 1673Q(X) et calculer
Q(1))-

2. Pour une matrice carrée M = (m;;) € M3(R) et un vecteur z = (x;) € R? tels que m;; > 0 et ; > 0 pour tout

i,7 € {1,2,3}, montrer que
3 3
Ml = 3wy (Y my).

j=1 i=1
En déduire la valeur de | B|;.
3. Pour une matrice carrée T et un entier n > 1, on définit la matrice R,, := 1+ T + ... + T™. Montrer que

R,(I-T)=(I~-T)R,=1-T"""

4. En déduire que la matrice
1 -1/2 -1/4
C:=| -1/2 1 -1/2
-1/4 -1/2 1
est inversible. On ne cherchera pas a calculer C', mais on expliquera bien comment cela découle des questions 1 et

3 précédentes en observant en particulier que p(B?) < 1. Peut-on déduire le méme résultat par une application
immédiate des questions 2 et 37

Exercice 101. (baréme indicatif : 5 points) Soit E un espace euclidien de produit scalaire (-,-) et de norme
euclidienne || - ||. On note | - || la norme d’opérateur associée.

1. Donner la définition d’une projection orthogonale. Ennoncer les propriétés vues en cours d’une telle application.
2. Soit P un projecteur. Montrer I’équivalence entre

(i) P est une projection orthogonale, (ii) ‘P = P, (i) |IP|I < 1.

(Indication : on pourra montrer (i)=(ii) = (iii) = (i). Pour la derniére implication, on pourra montrer que
ImP | Im(I — P) en commengant par démontrer que (iii) implique

(z,ty) + |ty|> >0, Va €ImP, Yy € Im(I — P), YVt € R).
3. Soient @ et R deux projections orthogonales. Montrer ’équivalence entre

(iv) RQ = QR, (v) RQ est un projecteur.
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Exercice 102. (baréme indicatif : 5 points)

1. Trouver une matrice orthogonale U € O(2) qui vérifie U ( (1) ) = < (1) > et det(U) = 1. Une telle matrice U
est-elle unique ?

2. Trouver une matrice orthogonale U € O(2) qui vérifie U < é > = < é > et det(U) = —1. Une telle matrice U

est-elle unique ?

3. Soit v € R%, v # ( 8 ) et U une matrice orthogonale U € O(2) telle que Uv = v. Montrer que soit U =
( (1) (1) >, soit det(U) = —1.

Exercice 103. (baréme indicatif : 5 points) On définit

A=

DN = DN
NN =
= NN

Calculer le polynéme caractéristique de A.
Déterminer les racines de ce polyndme caractéristique.

Diagonaliser 1la matrice A.

=R

Soit ¢, la forme quadratique de matrice A dans la base canonique de R3. Utiliser la question précédente pour
trouver une base g-orthogonale et déterminer la signature de gq.

Exercice 104. (baréme indicatif : 5 points) Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie. Soit || - || une norme
sur F vérifiant I’identité du parallélogramme,

V(@,y) € B, llo+yl* + o —ylI* = 2 (Jl=/* + llyll*) -

On définit pour cela sur £? une application f par

V(z,y) € B, f(z,y) = = (lz+yl* = llz — yl?) .

>~ =

1. Montrer que pour tout (z,y,z) de E3, on a f(x + 2,y) + f(x — 2,y) = 2 f(z,y).
2. Montrer que pour tout (x,y) de E?, on a f(2z,y) = 2 f(z,y).

3. Montrer que pour tout (z,y) de E? et tout rationnel ¢, on a f(qz,y) = q f(z,y). En déduire que ce résultat
reste vrai pour tout g réel.

4. Montrer que pour tout (u,v,w) de E3, f(u,w) + f(v,w) = f(u+v,w).
5. Montrer que f est bilinéaire.

6. Montrer que || - || est une norme euclidienne.

Exercice 105. (baréme indicatif : 5 points) Soit E un espace euclidien de produit scalaire (-,-) et de norme
euclidienne | - ||. On note || - || la norme d’opérateur associée.

1. Donner la définition d’une projection orthogonale. Enoncer les propriétés vues en cours d’une telle application.

2. Soit P un projecteur. Montrer I’équivalence entre
(i) P est une projection orthogonale, (ii) ‘P = P, (i) |2 < 1.

(Indication : on pourra montrer (i)=(ii) = (iii) = (i). Pour la derniére implication, on pourra montrer que
ImP 1 Im(I — P) en commencgant par démontrer que (iii) implique

(z,ty) + |[ty|*> >0, VacImP, VycIm(I - P), Vt€R).
3. Soient @ et R deux projections orthogonales. Montrer ’équivalence entre

(iv) RQ = QR, (v) RQ est un projecteur.
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