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Ce chapitre est principalement consacré a deux résultats importants lorsque I'on s’intéresse a des
intégrales de plusieurs variables : la possibilité d’inverser ’ordre d’intégration suivants les différentes
variables (il s’agit 14 d’un changement de variables trés particulier et trés simple) et celle de faire
des changements de variables généraux dans les ouverts de R%. On introduit aussi la notion de
mesure image qui est fondamentale en théorie des probabilités (cela correspondra a la loi d’une
variable aléatoire) et dont le théoréme de changement de variables est un cas particulier.

1 Tribu produit

Dans cette section, on se donne (F, &) et (F, %) deux espaces mesurables.

Définition 1.1. On appelle tribu produit la tribu o/ Q@ B de E x F engendrée par les rectangles
élémentaires ou, de maniére équivalente, par l’algebre des ensembles élémentaires.

Remarque 1.2. On rappelle (Ezercice 2.6 du Chapitre 1) que l’on peut définir de la méme maniére
la tribu sur un espace produit de plus de 2 espaces mesurables. En effet, étant donnée une famille
finie (E;, o), 1 < i < n, d’espaces mesurables, on définit la tribu produit sur l’espace produit
Ey x ... x E, de la maniére suivante. On appelle « pavés » les sous-ensembles A1 X ... x A, de
Eyx...x E,, avec A; € 7, 1 < i < n. L’ensemble des réunions finies de pavés forme une
algébre sur Fy X ... x E,. On appelle alors tribu produit de 1 X ... x E, la tribu engendrée par
les pavés, on la note 2 ® ... R® o,. On peut également la définir par récurrence (finie) en posant
AR ... QA =(ANR...Q Hpy_ 1) Ay,



Proposition 1.3. Soit C € o7 @ B. Les sections Cy == {y € F;(a,y) € C} d’abscisse a € E
appartiennent @ B et les sections C® := {x € E; (x,b) € C} d’ordonnée b € F appartiennent a < .
En particulier, un rectangle mesurable de (E x F, of @ B) est de la forme A x B, avec A € & et
Be #.

Preuve de la Proposition 1.3. Soit € I'ensemble des éléments de &/ @ & dont toutes les sections
d’abscisse donnée appartiennent & %. A 'aide de 'exercice précédent, on vérifie aisément que % est
une tribu. De plus, € contient les rectangles élémentaires puisque C, := {y € F; (a,y) € Ax B} =
BeRBsiacAet C,=0€ Bsiag¢ A On conclut que € = o @ AB. La preuve est identique
pour les sections d’ordonnée fixée. O

Lemme 1.5. Soit & [’algébre des réunions finies de rectangles mesurables de E x F. Tout élément
de & est réunion finie de rectangles mesurables deux & deux disjoints.

Preuve du Lemme 1.5. Montrons le résultat par récurrence sur le nombre n des réunions. Pour le
cas n = 1, il n’y a rien & démontrer. On suppose cela vrai au rang n et on considére une réunion
de n 4 1 rectangles :

C = LnJ Al X Bl
=0

D’aprés ’hypothése de récurrence, on a donc

C

(LPJ AL x B,g) U (Ay x Bo)
k=1

P

(U (i x B\(Ao x Bo)) U (4o x Bo),

k=1

avec A}, x Bj, sont deux & deux disjoints. On observe que
(Al x Bi)\(Ao x Bo) = [(Ax\Ao) x Bi] U [(A} N Ag) x Bi\Bol,

puisque

de sorte que C est la réunion de 2p + 1 rectangles disjoints. O

Définition 1.6. Soit f : EXF — R une fonction. On appelle section d’abscisse x € E lapplication
fo: F =R, y— fo(y) = f(x,y) et on appelle section d’ordonnée y € F Uapplication f¥ : E — R,
x = fYx) = f(z,y). Lorsque f = 1¢, on a fr = 1o, et fY = 1cw. Par conséquent, si f est
mesurable positive, f est limite croissante de fonctions étagées et il en est de méme de f, et fY,
qui sont donc mesurables.



On observe par exemple que (1¢).(y) = 1c(z,y) = 1¢, (y) pour tout C' € & ® %B. On observe
également que (f + A\g). = fz + Ag. pour toutes fonctions f,g de E X F et A € R, de sorte que si
fe M (EXF o RB), il existe une suite (f,) de & (E x F, o @ B) telle que f, 7 f, et donc
fmc / fac avec fn:c € Cgo-i—(Fw%)

2 Produit de deux mesures o-finies

Dans cette section, on se donne (F, o/, u) et (F, $,v) deux espaces mesurés o-finis.

Théoréme 2.1. Il existe une mesure unique X sur la tribu &/ @ A telle que
MAXx B)=p(A)v(B), VAxBe o x B,

appelée mesure produit des mesures p et v, et notée A := p ® v. De plus, pour C € o @ B, on a

AC) = /E v(C,) uldz) = /F H(CY) v(dy), (1)

ot on note toujours Cy, la section d’abscisse x € E et CY la section d’ordonnée y € F.

Preuve du Théoréme 2.1. Commencons par présenter la preuve que le cas de mesures finies, on
généralisera ensuite facilement au cas de mesures o-finies.

Etape 1. Le cas de mesures finies. Pour tout C € &/ ® £ et tout x € E, 'ensemble C, appartient
a A et donc v(Cy) est bien défini. Montrons que x — v(C,) est mesurable. Notons # C &/ ® £ la
classe de tels ensembles. D’une part, la classe & des réunions finies de rectangles est une algebre (ce
qui a été démontré au chapitre 1) et satisfait ¢4 C .#, puisque si C est une réunion finie (disjointe
d’aprés le Lemme 1.5) de rectangles A; x B;, alors

U(Co) = 3B Luca, @

est étagée, donc mesurable. D’autres part, la famille de parties .# est une classe de monotone. En
effet, si (C),) est une suite croissante de .# de limite C alors (x — v(Cy,)) est une suite croissante
de fonctions mesurables de sorte que sa limite  — v(C;) est encore mesurable. Méme chose pour
une suite décroissante puisque v est par hypothése une mesure finie. D’apreés le “lemme des classes
monotones” on a .# = & ® 9. On définit alors

A(C) = / v(Cy) du(z). 3)

11 est clair que A(f) = 0. De plus, si (C},) est une suite d’éléments disjoints deux & deux de &7 @ A
d’union C alors (C,,), est une suite d’éléments disjoints deux & deux de % pour tout = € E, et

AO) = [r(Uen),) dute) = [v(UCo).) duta)
=[S vl(C dute) = 3 [ vl(Co)) duta) = SUNC)

ot on a utilisé la o-additivité de v et le théoréme I11-4.1 d’inversion du signe intégrale (selon ) et
du signe somme. On a ainsi démontré que A est une mesure.
D’aprés (2) et (3), on a en particulier

NAx B) = [[VB) Luea duts) = u(4) (B).



On démontre de la méme maniére que 'application
g RPB— (0,00, Cw N(C):= /,u(C’y) dv(y)

définit une mesure et N (A x B) = p(A)v(B) pour tout rectangle A x B € & ® AB. D’apreés le
lemme d’unicité des mesures, la mesure A est unique puisque identifiée sur ’algébre des rectangles
qui engendre la tribu produit, et en particulier X' = \.

Etape 2. Le cas de mesures o-finies. Par hypothése, il existe deux suites croissantes d’ensembles
(Ep) de o et (F,) de & telles que JE, = E, p(F,) < o, JF, = F, v(F,) < co. Pour
C e o @A, on définit C,, := CN(E, x F,), o, la trace de o sur E,, et B, la trace de & sur F,.
On a C,, € o, ® B, d’aprés le lemme de classes monotones. En notant u, := e, , vn := V|2, ,
on définit A\, := u, @ v, sur o, @ B, grace a I'étape 1. On définit alors

AN @B — (0,00, CrsAC):= lim A,(Cp).

n—oo

On observe que A(()) = 0 et que pour une suite (Cj) d’ensembles disjoints de &/ ® 4, on a

/\(UCJ‘) = nlggokn((UCjM(Eann))

- nlggoz/\n(cj N (En x )
J

j J

ou dans la deuxiéme égalité on utilise que A, est une mesure et dans la troisiéme égalité on utilise
d’une part que la suite ()\n (C’j N(E, x Fn))) est croissante (en effet pour tout n > 1, on a

)\nJrl(Cj N (En+1 X Fn+1)) > A1 (CJ N (En X Fn)> =\ (C] N (En X Fn)>7

I'égalité étant vraie lorsque C; est un rectangle et donc toujours vraie par unicité de la mesure) et
on utilise d’autre part la o-additivité de la mesure de comptage de N. On a alors

A(Cy) ::An<cz>::l/;L4<cz>x>u<dx>::Jéwu<<cz>y>u<dy»

pour tout n > 1. On peut passer a la limite n — oo, par le théoréme de convergence monotone, et
en déduire (1). d

Remarque 2.2. Le théoréme peut tomber en défaut lorsque p ou v n’est pas o-finie. Voici un
contre exemple. On considére u la mesure de Lebesque sur 9B([0,1]) et v la mesure de décompte sur
2([0,1]). Soit C la diagonale du carré [0,1]. C’est un élément de la tribu produit (c’est la limite
d’une suite d’unions de petits carrés recouvrant la diagonale). Or

[vicaut) =12 [ uenivy —o.

Exercice 2.3. Montrer qu’une application p : o/ — R, additive, stable par limite croissante et
telle que p(0) = 0 est une application o-additive, c¢’est donc une mesure. (Ind. Pour une suite (By,)
d’ensembles disjoints, introduire la suite (Ay) définie par Ay := By U...U By). Sans utiliser la
fin de la preuwve du Théoréme 2.1, montrer que lapplication \ définie par (3) est additive, et que
si (Cy) est une suite croissante d’éléments de o/ @ B d’union C, on a N(C) = lim,_ . A(Cy).
Retrouver que X\ est bien une mesure.



3 Théorémes de Fubini et Tonelli

Dans cette section, on se donne (F, o/, u) et (F, B,v) deux espaces mesurés o-finis et on note
Ai=puuv.

Théoréme 3.1 (de Fubini-Tonelli). Soit f : Ex F — [0, +00] une fonction mesurable sur of @ 8.
Pour tout x € E la section f, est B-mesurable, pour tout y € F la section fY est of -mesurable et
les applications

- /F L) dv(y), e /E (@) du(z)

sont of -mesurable et FB-mesurable. Enfin, on a

[tx= [ [ rwar]anw = [ [[ 1@ dute)]avto) (4)

Preuve du Théoréme 3.1. Le résultat est vrai pour des fonctions caractéristiques d’aprés le Théo-
réme 2.1. Par linéarité, il est donc également vrai pour les fonctions étagées. On a par exemple
pour une fonction étagée f (et avec des notations habituelles)

/fw ) dv(y Zal i) //fm ) dv(y du Zaz

ou la premiére fonction est .@7-mesurable. Pour une fonction positive f, on introduit une suite
croissante (f,) de fonctions étagées de limite f, de sorte que (fn)x 7 fu, (fn)? 7 fY, et d’aprés
le Théoréme de Beppo Levi, on a

n—oo n—oo

| fwdvt) = tim [ Gt [ @) = i [ (@ du).

qui sont donc des fonctions mesurables (au sens de &7 et % respectivement) comme limites de
fonctions mesurables. D’aprés le Théoréme 2.1, on a (4) pour les fonctions f,, et on en déduit (4)
pour la fonction f en utilisant encore trois fois le Théoréme de Beppo Levi afin de passer a la limite
dans chacune des trois intégrales. O

Théoréme 3.2 (de Tonelli). Soit f : E x F — R une fonction mesurable sur &/ @ #. On a
f € LY(N) si et seulement si l'une des deux (et donc les deuz) conditions ci-dessous est réalisée

r= [ [ el vt dute) < oo
7= [ [ [ 1@ pldn)]avt) < o
/|f\d>\ —I1=J

Preuve du Théoréme 3.2. On applique le Théoréme 3.1 de Fubini-Tonelli & la fonction mesurable
et positive | f]. O

Théoréme 3.3 (de Fubini). Soit f € LY(E x F, o/ @ B,)\). Alors :
(1) fu € LY(v) pour u presque tout x € E et f¥ € LY (1) pour v presque tout y € F.
(2) I € LY(u) et J € LYv) en définissant

ou

On a alors

) = /fde si [z € /31(1/), I(z) := 0 sinon;
J(y) = /fydu si f¥ € LY (), I(x) := 0 sinon.



(8) Finalement

Jrax= [ [[ s aw)ane) = [ [ [ 1w du]aw).

Preuve du Théoréme 3.3. On applique le Théoréme 3.1 de Fubini-Tonelli aux fonctions mesurables
et positives fi. O

Exemple 3.4. Lorsque (E, o/ ,pu) = (F,B,v) = (R,ZB(R),\1), ot A\ désigne la mesure de Le-
besgue sur R, on a Ay = \; ® A\ est la mesure de Lebesgue sur (R%, B(R?)). Par récurrence, sur
(R, B(R?)) pour d > 2, on a

A=A 1 Q@AM =AM ®...0 1.

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on notera A\g = X et méme dX\i(x) = dez = dxy ...dxg.

4 Mesure image

Définition 4.1. Soient (E, <), (F, %) deux espaces mesurables, p une mesure sur E et p: E — F
une application mesurable. On appelle image de (v par ¢ la mesure v = g définie sur la tribu
par

v(B) = pl¢~'(B), VBeX.

En particulier, on a ¥y(ppp) = (Y o p)gp et p1 < po implique wypn < pgpia.

Proposition 4.2. On se place dans le cadre de la Définition 4.1 et on considére une fonction

mesurable f. Si f est positive, on a
[ rav=[ topdn (5)
F E

Si f est réelle, on a f € LY(v) si, et seulement si, fop € LY(u), et dans ce cas lidentité (5) a
lieu.

Preuve de la Proposition 4.2. Si f = 15 avec B € 9, observe que

fop=1lpop=1,-1p),

/Efwdu=/El@—1<3)du=u(<ﬂ‘l(3))=V(B)=/BdV=/Fde-

Par additivité de la mesure et le théoréme de convergence monotone de Beppo Levi, on déduit (5)
pour f mesurable et positive. Le cas d’une fonction & valeurs réelles s’en déduit aisément. O

de sorte que

Définition 4.3. Soient (G,€) un espace mesurable, A une mesure sur G et a : G — Ry une
fonction borélienne. Le produit a) est la mesure définie par

aX: € — [0,00], C+ (aX)(C) ::/ adA.
c

On laisse en exercice au lecteur le soin de vérifier que aX est effectivement une mesure (il s’agit
essentiellement d’utiliser le Théoréme de Beppo Levi ou son corollaire de o-additivité).

Proposition 4.4. Soient (E, o), (F, %) deux espaces mesurables, p une mesure sur E, p une
fonction mesurable positive sur E et ¢ : E — F un isomorphisme d’espace mesurable (i.e. ¢
est bijective et mesurable et ¢~ est mesurable). Alors, os(pp) = (po ¢™') (psu). En particulier
oy(ap) = a(ppp), si o> 0 est une constante.



Preuve de la Proposition 4.4. On pose v = @p. On a alors
exon)(B) = e B) = [ 1oy (@p@)in) = [ [1opo o pd

= /F 1p(y)poy '(y)dv(y) = (po ' v)(B),

pour tout B € A. O

5 Le théoréme de changement de variables

Théoréme 5.1 (de changement de variables). Soient U et V deux ouverts difféomorphes de R™ et
@ un C'-difféomorphisme de U sur V. Soit f : V — R une fonction borélienne.

(1) Si f >0 alors
/ f(y) dy = / f o p(@) ()| da (6)
2 U

(que les deuz membres soient finis ou infinis) o J, désigne le Jacobien J,(x) := detDyp(x).
(2) f € LYV) si, et seulement si, fop|J,| € LYU), et alors lidentité (6) a lieu.

On peut évidement voir le Théoréme 5.1 comme un cas trés particulier (mais trés pratique) de la
Proposition 4.2 qui correspond au cas (E, ) = (U, |J,|\) et (F,v) = (V,\), out X désigne la mesure
de Lebesgue (restreinte a U et V). En effet, les identités (5) et (6) s’écrivent

/fd(<ﬂti(|<]go|>\)) - /focpd(\Jq:I/\)
F E
- /Mfoso<x>J¢<x>|dx/vf@)dy/FfdA,

de sorte que p4(|J,|\) = A. Toujours dans le cas d'un C*-difféomorphisme ¢ : & — V), des formes
équivalentes du Théoréme 5.1 sont

(i) [Jol 0 0™ TosA = @4(|Jp|A) = A, soit dome ([T, [M) (¢~ ! (B)) = A(B), VB € Z(V);

(ii) g = [Jp-1|A, soit done A(@™H(B)) = (|Jp-1|A)(B), VB € B(V);

(it)) (o™ 1)(1-1]A) = A, soit done (|7, [N)((A)) = A(4), VA € BU):;

(iv) (7 1) = [J,|A, soit donce A(p(A)) = (|J,|\)(A), VA € BU).

On prouve par exemple le point (ii) en combinant la Proposition 4.4 et le Théoréme 5.1, de sorte
que l'on a en effet

1 1 1

TN = (1Tl =
7] | |

X = ||\
[T 0 Jo oo™ el

oA = oy(

La preuve du Théoréme 5.1 est assez technique et nous n’en présentons que les grandes lignes.

Lemme 5.2. Si p est une mesure o-finie sur %B(R?) invariante par translation alors il existe
C e R, telle que p = C A.

Preuve du Lemme 5.2. Pour simplifier on ne présente la démonstration que dans le cas d = 1. Par
hypothése d’invariance par translation, on a

n—1
C = /‘([07 1[) = Z M(k/n + [0, l/TLD = nﬂ([ov 1/”[)
k=0
Pour tout a > 0, on écrit alors
(0, 27) < (0,0 < u(fo, B H L,



Pour le terme de gauche et toujours par hypothése d’invariance par translation, on a

p(0. 2400 = fral(o. +) = "o — a0 = ex(0.a)).

n n—00

On obtient également que le terme de droite tend vers la méme limite. Il s’ensuit que ([0, a]) =
CA([0,a[). On en déduit p([a,b]) = CA([a,b]) encore une fois par invariance par translation, puis
que p = C\ puisque les segments engendrent la tribu borélienne. O

Lemme 5.3. Siu est un automorphisme (application linéaire bijective) de R, I’image de la mesure
de Lebesgue A par u est uyA = A/| detu|. Cela s’écrit donc aussi A(u(A)) = | det u| A(A), pour tout
borélien A.

Ebauche de la preuve du Lemme 5.3. e On commence par observer que ugA est une mesure
invariante par translation. En effet, pour tout A € Z(R%) et a € R%, on a

ugh(a+A) = Au™ (a + A)) = Mu""(a) + u~' (4)) = Mu"'(4)) = uzA(4),

ou on a utilisé la définition de la mesure image et l'invariance par translation de la mesure de
Lebesgue. Grace au Lemme 5.2, on en déduit qu'il existe une constante C', > 0 telle que ugA = Cy, A.

e On consideére le cas ot u = Q € O(d) est une matrice orthogonale. On a alors Q(B) = B pour
la boule unité B de R? puisque |z| < 1 si, et seulement si, |Q(z)| < 1, ot | - | désigne la norme
euclidienne. On en déduit

CQA(B) = (Q:\)(B) = XQ™'(B)) = A(B) >0,

de sorte que Cq = 1 = |[det Q| .

e On considére le cas ott u = D = (\;)1<i<q est une matrice diagonale définie positive. On a alors

d d
CD)\([Oa Hd) = (Dﬂ)‘)([oﬂ l]d) = )‘(D_l([07 1]d) = )‘(H[O> 1/)‘i]) = (H 1/)‘1')/\([07 1]d) > 0,

i=1 i=1

de sorte que Cp = Hle 1/ =1/detD.

e Pour traiter le cas général, on remarque que toute matrice inversible M s’écrit sous la forme M =
QS ou @ est une matrice orthogonale et S est une matrice définie positive (prendre S := VMM
qui est symétrique et Q := MS~!, de sorte que 'QQ = ST1'MMS~! = I). On rappelle également
qu’une matrice définie positive S s’écrit sous la forme S = R™!DR o D est une matrice diagonale
définie positive et R est une matrice orthogonale. D’aprés les trois étapes précédentes, on a alors

CuA = (QR™'DR)yA = Ry(Dy(R; (Q4)))) = |detQ detR™'det D detR| ™! A,

de sorte que Cpy = 1/detD = 1/|detM|. O

Ebauche de la preuve du Théoréme 5.1. L’idée de la preuve, est de considérer un cube A de cotés
paralléles aux axes, de le découper en N? cubes @Q; de cotés paralléles aux axes, d’introduire les
fonctions affines ¢, définies par p;(x) := x; + Do(x;)(x — ;) pour x; € Q; et d’écrire

M) = T AQ)
~ M@ = S TlwN@) = [ (i) 10, (a) aA@)

5 /A T, () dA(@),

en utilisant le Théoréme de convergence dominée a la derniére ligne.



Etape 1. 1l suffit de montrer
(4,0;1)\)(14) = Ap(A)) < (|J5|A)(A) pour tout A cube de V de cotés paralléles aux axes.  (7)

En effet, puisque les cubes engendrent la tribu borélienne, on aura alors la méme inégalité pour
tout borélien A de V et donc gpu_l/\ < |Jg|A, ou de maniére équivalente A < @y(|J,|A). Cette
inégalité sera alors aussi vraie pour la fonction ¢!, et s’écrira A < (¢ 1)4(|J,-1|A). D’apreés la
Proposition 4.4, on a donc

A< (e p-1IN) = [Jp-1] 00 (971N,
puis
011 Jo1%) = [Tl 0 0™ iy

|Jol 00t @sl(|Jp-1] 0 ©) (7 1)sA]
(o] 0 @™ [ Tpm1ls (@M )gA] = | Jp 0 0~ | .

IN A

On observe enfin que
Joop 1 =det[(Dp) oo™ Do~ ]| = detl =1,

ce qui termine la preuve de I'égalité A\ = @;(|J,|A). On déduit alors (6), et donc le point (1), grace
a la Proposition 4.2. Le point (2) s’en déduit immédiatement.

Etape 2. Montrons que pour § € C1(V) et Q un cube de V de cotés paralléles aux axes, on a

MO(Q)) < 1D 7~ ()M @),

ot pour une matrice M = (a;;) € M4(R), on pose

d
M| := sup Y |asl.
1<i<d

En effet, pour x,y € @, on a
1 d d
0.0) = 0.0 = | [ 32030001 =1+ 1) (= )t < sup 3 0,01(2)1 Q).
j=1 e =1

o §(Q) désigne la longueur des arrétes de Q. Il s’ensuit que 6(z) et 6(y) appartiennent a un méme
cube dont les arrétes sont de longueurs inférieures ou égales a || D0 ()6(Q).

Etape 3. Nous montrons maintenant (7) pour un cube A de V. Décomposons A en N? cubes Q;
égaux. Pour y; € Q;, d’aprés étape 2 appliquée a la fonction z +— (Dp(y;)) " tp(x), on a

A(Dep(yi) " (Q4)) < 1(De(y:) ™ Dol f oo 0y M@Qi)-

D’aprés la Définition 4.1 et le Lemme 5.3, on a

A(De(yi)) 1 o(Qi) = (Do(y)s M) (2(Q:)) = [T (yi) |7 A(0(Q0)).-

Ensemble, on en déduit donc

Ae(Qi) < 1(De(y) ™ Depllf e (@i | T () |IM(Q4)-

On observe que

(D(yi) ™ Dg(x) — I = (Dp(y:) ™ (Dep(x) — Dep(yi)) = O(w(8(Qy)),



ol w désigne le module de continuité de la fonction Dy et 6(Q;) = J(A)/N. De plus, grace a la
continuité de J,, on peut choisir y; € (); de sorte que

T (5)IMQ:) = / T (2)]dA(2).

i

Des trois derniéres (in)équations, on tire

Ap(A) = ZA

< S+ OO/l [, Velir®
< (1+Cw(5(A)/N))d/ |, (z)|dA(z).
JA
On obtient
)< [ Pa@ldrw.
Ja
en laissant tendre N — o0, et cette derniére inégalité est précisément (7). O

6 Applications

6.1 Intégration par parties

Soient f et g deux fonctions mesurables de R dans R “localement intégrables" (intégrables sur les
ensembles [—n, n] pour tout n € N). Pour © € R, on pose

_ / Fydt = [ f@dtsizs>0, =— [ f@)dt si z <0,
0 [0,z] [z,0]

et on définit de la méme maniére

Pour tout z < y, on a

F(y)G(y) = / s+ [ " P(tyg(t) dt, (®)

ce qui correspond & la formule habituelle d’intégration par parties
y Yy Yy
[FG} - / F/()G(t) dt + / F()G'(t) dt,

T T

lorsque F,G € C*(R;R). 1 est clair que la formule (8) est équivalente a

/yf(t)(G(t)—G(w))dt - / FOG(t) dt — (F(y) — F(x))G(x)

- / " F(t)g(t) dt - F(y)Gl(a)
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la formule (8) ayant été utilisé a la deuxiéme ligne. Pour établir cette derniére égalité, on écrit

[ ro(f g(s)ds )t
[ ([ 10t as)a
/my (/y F(t)1,<0g(s) dt ) ds
[ o) ([ rwyd)as

' (F(y

[ ats)r ) - Fl)ds.

/ " (@) - Gla)) di

A la troisiéme ligne on a utilisé le théoréme de Fubini appliqué a la fonction (s,t) — f(t)1s<:g(s)
en observant que

/my /: |f(t)1s<tg(s)| dsdt < Ly /: |f(t)g(s)| dsdt = /Ey |f(t)|dt/: lg(s)| ds < oo,

de sorte que (s,t) = f(t)1s<tg(s) € LY ([z,y] X [z,y]).

6.2 Coordonnées polaires dans le plan

La fonction de ¢ : U :=]0, 00[x]0, 27r[— V := R\ (R, x {0}), (r,0) = @(r,0) = (rcos®,rsinf), est
clairement de classe C'°°, bijective et

cos) —rsinf
det Dp(r,0) = det (sin@ v cos f ) =r>0,

de sorte que ¢ est un difféomorphisme d’aprés le théoréme d’inversion locale. Pour toute fonction
f :R? = R, mesurable, on déduit du fait que Ry x {0} est de mesure de Lebesgue nulle dans R?
et du Théoréme 5.1 de changement de variables que

dz = dx = 0,rsin0)rdrdf.
RQf(:v) x /vf(x) x /uf(rcos ,rsin@)rdr

En particulier, si f(z) = F(|z|) est une fonction radiale, on a

/RZ F(ja]) dz = /OOO/O% F(r)r drdf = 2n /OOO F(r)rdr.

On obtient en particulier que la surface du disque unité D est
o0
/\Q(D) :/ 1\x|§1 d$:27'r/ 1T§17‘d7”:7'(.
R2 0

6.3 Calcul du volume de la boule unité

On note By la boule unité fermée de R?, )y la mesure de Lebesgue sur R? et v := \g(By) la
mesure de la boule unité. On observe que, d’aprés le Lemme 5.3, 'image de la mesure de Lebesgue
Mg par homothétie z — H,-1(x) := a~ 'z est H,-4Aa = a®\g, ce qui implique

Aa(Ba(0,a)) = Xa(Ha(Ba(0,1))) = ((H; ")sAa)(Ba(0,1))
= (Hy-13Aa)(Ba(0,1)) = a®Aq(Ba(0,1)).
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On calcule maintenant

,yd:/d 1Bd(x)d1' = /,; ]_Iererngldxl...d.’Ed
R R

1
= / (/ 1x%+...+z§_1§1—x3 dzy ... dxd_1>dxd
1 \JRi—1 ' '

_ /11 N1 (Ba-1(0,4/1 = 23) ) daa

1
= Ad_l(Bd_l)/ (1—22)T dag
—1

= Ya-1lg-1,

ou on a utilisé le Théoréme de Fubini-Tonelli & la deuxiéme ligne, le calcul précédent sur la mesure
image d’une homothétie & la quatriéme ligne et on a posé

1
I, := / (1—y?)2dy.
-1
II suffit de calculer I,,, ce que nous faisons maintenant. D’une part, on calcule

1 N /2 1 /2 -
Iy =2, 11:/ (1—y2)§dy:/ cosQQdHZf/ (1+ cos260)df = —.
-1 —m/2 2 —m/2 2

Pour n > 2, on calcule I, grace & une intégration par parties a la deuxiéme ligne

1 n—2 1 d 1 n
I, = 11—y Bl By G A
n /1( y-) dy+/1ydy[n( y~) ]dy

de sorte que

I, =—" 1 .
n+1

En introduisant J,, := I,,I,,_1 et en observant que J; = 7, on obtient par récurrence immeédiate

n 2 2
Jp = Jp1=...= = .
n+1 ! n—+1 ! n—+1
Pour d > 3, on en déduit
2w
Yo = Ja-1Y4-2 = 7 V-2

A partir des cas particuliers v; = 2, 79 = 7111 = 7, on en déduit pour tout k > 1 :

7k 7k

Y2k = R V2k+1 = m
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