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Chapitres 6 - Intégration dans R? : convolution, densité, transformation de Fourier
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Sont écrites en rouge les parties hors programme et en violet les parties traitées en TD (résultats
4 connaitre pour sa culture). Dans ce chapitre, on munit (R?, Z(R?)) de la mesure de Lebesgue,
notée d\ ou simplement dz ou parfois d’'une mesure positive bornée.

1 Convolution dans C*(R?), L'(R?) et ML (R?)

Pour deux fonctions f et g définies sur R¢, la convolée (ou produit de convolution) f * g est définie
par

(1) (f *g)(x /fa:— () dy, z R,

lorsque cette derniére expression a un sens. Nous donnons quelques résultats sur cette opération
remarquable et la nouvelle fonction obtenue. Beaucoup de résultats peuvent étre obtenus en jouant
sur les espaces fonctionnels dans lesquels vivent les arguments, et pour n’en citer que quelqu’uns,
on peut démontrer
(A) Ck x Ct c CF+
(B) E* L! C E pour de nombreux espaces fonctionnels F, on retiendra en particulier

(B) Ckxctcof; B") LY «LYC LYy (B") LP LY C LP;
(C) LPx LT C L" siq<p avec 1/r:=1/p+1/q— 1, et plus précisément C Cy si ¢ = p’ €]1, 0],
on retiendra en particulier

(C') LY« £ C Lt (cest (B)); (C”) L1+ LP C LP (c’est (B”)); (C") LPx LP C L>;
(D) E Mi C FE pour de nombreux espaces fonctionnels E, on retiendra en particulier

(D)) Ck« ML cCly (D) ML «M}: C M.
Nous ne démontrerons que certains de ces résultats, et plus précisément les résultats (A), (B'), (B”)
et (D). D’autres résultats seront vus en TD ou dans le cours de Topologie et analyse fonctionnelle
du second semestre. Il est important de noter que la définition (1) n’est pertinente que lorsque les
deux arguments sont des fonctions (résultats (A) a (C)). Lorsqu’au moins un des arguments est



une mesure, il conviendra d’adapter la définition de la convolution a l'aide de (3) pour (D’) et (4)
pour (D”).
Les espaces de fonctions continues introduits ci-dessus sont définis de la maniére suivante :

- Cp(R?) est I'espace des fonctions continues et bornées, et de la méme maniere, C¥(R?), k € NU
{0}, est I'espace des fonctions k fois dérivable telles que toutes les dérivées partielles appartiennent
a Cp(RY);
- Co(R?) est l'espace des fonctions continues f : R? — R telles que f(z) — 0 lorsque |x| — oo, et
de la méme maniére, C§(R?), k € NU{oo}, I'espace des fonctions k fois dérivable telles que toutes

les dérivées partielles appartiennent a Co(R?) ;

- C.(R?) est I'espace des fonctions continues a support compact et de la méme maniére, C*(R9),
k € N U {oo}, est l'espace des fonctions k fois dérivable telles que toutes les dérivées partielles
appartiennent & C,(R%). Pour une fonction f : R — R continue, on définit son support supp f,
comme ’ensemble

supp f := {z € R%; f(z) # 0} C RY,

en particulier f(x) = 0 si z ¢ supp f. Puisque par définition supp f est fermé, une fonction continue
est & support compact si, et seulement si, il existe une boule Br centrée en 0 et de rayon R > 0
tel que supp f C Bg.

Il est important d’observer que C.(R?) C Co(R?) € Cp(R?) C L>®(R?) et que tous ces espaces
sont munis de la norme uniform || - [|oo. Ainsi définis les evn Cp(R%) et Cy(R?) sont des espaces
de Banach et C.(R?%) n’est pas complet mais C.(R?) C L*(R9) et C.(R?) est dense dans Cp(R?).
Pouri € {1,...,d} et f € C}(R?), on note

of
o f == .
Zf axz
On peut généraliser la notation de la maniére suivante. Pour @ = (ay,...,aq4) € N?, on note

la| = ay + -+ ag, et pour B = (B1,...,B4) € N% on note a + B := (a1 + B, ..., aq + B4) € N
Dire que f € C*(R?), k € NU {oo}, signifie que les dérivées partielles

olal f

0y .. 0%,

0% f(x) : ()

sont successivement définies pour tout a € N%, |a| < k.
On note enfin

- M1 (R?Y) Pensemble des mesures y positives et bornées, au sens ott 4(R?) < co. En particulier, en
notant P(R?) Pensemble des mesures de probabilité sur R?, on a P(R?) C M1 (R?).

Commengons par un premier résultat dans un cadre simple qui néanmoins inclus la plupart des
propriétés et des arguments qui vont étre développés par la suite.

Théoréme 1.1 (CF x CL C CkFF). Soient f € C*(R?) et g € C4LR?). Alors
frg=gxfeCFHRY), supp(f+g) Csuppf +suppg

et
1f * gl < flleellgllzr,  INf*gllzr <[ flzellgllz
En dimension d =1 pour simplifier, on a

VIO EN, K <k, <t (fxg)®+) = f*) 5 (@),
En dimension d > 1, on a
Va,B €N, Jal <k, Bl <L 0°P(fxg) = (8°f) * (0%)
ou plus simplement

Vie{l,....d} 0i(f*g)=(0if)xg, si feC(RY).



Preuve du Théoréme 1.1. o Pour z,y € R%, on note F,(y) := f(z — y)g(y). Pour tout = € R, on
observe que

(i) Yy € R |Fo(y)] < [Ifll=g(y) € L'(RY),
et y — F,(y) est continue, donc mesurable. Ainsi F, est intégrable, (1) est bien défini, et

VzeRY, ‘/Rdf(x—y)g(y) dy‘ < |[Ifllze /Rd l9(y)| dy,

ce qui prouve la premiére inégalité fonctionnelle. On observe également que

(ii) Fpr — F, ponctuellement si 2’ — x,
de sorte que = +— (f % g)(z) est continue d’aprés le Théoréme de continuité sous le signe somme
(Proposition III-2.3 de continuité par rapport au paramétre). A ce stade, on a ainsi démontré
CexC. C Cy.

En effectuant le changement de variables z := = — y, dz := dy, on obtient
(fxg)@)= | flx—ygly)dy= | [fx)g(z—2)dz=(g%[)(@).
R R
Plus précisément, pour 2 € R? fix¢, on définit ¢, : R — R y = ¢.(y) := = — y, qui est
-1

évidemment un difféomorphisme puisque de classe C*° et d’inverse ¢, = ¢,. On applique le
théoréme de changement de variables

g fl@—ygy)dy = g F(02(y)g(07  (02(y)) [, ()] dy

/ f@e@ () dz = | F()glx - 2) dz,
¢z (RY) R4

puisque ¢, (R?) =R, D¢, = —I et donc |Jy, (y)| = |[detDo,(y)| = 1.
On se restreint maintenant a la dimension d = 1. On suppose k > 1 et on observe que

(iii) pour tout y € R, z +— F,(y) est de classe C! et 0,F.(y) = f'(z — y)g(y), avec pour tout
z €R, [0:Fu(y)] < |If'|z~g(y) € L'(R).
Combiné a (i), cela permet d’appliquer le théoréme de dérivation sous le signe somme et de conclure
que (f * g)’ = f' % g. Par récurrence, on a ainsi (f * g)(k/) = f(’“/) xg = gx* f(k/). On peut alors
itérer 'argument et on obtient

(f % g)F ) = (gx fENE) = g@) 4 ) = () o)
ce qui conclut la preuve de f * g € CFT(R).

e On revient au cas de la dimension d > 1 quelconque et on démontre la deuxiéme inégalité
fonctionnelle. On applique le Théoréme de Fubini-Tonelli

/]Rd /Rd /Rd [z = v)g(y)| dy du
/Rd U]Rd [f(z =)l diﬁ}g(y) dy

/Rd [ / £ 4] lg)l dy = 11122 ]2,

ol on a effectué le changement de variable z — z = x — y a la derniére ligne.

IN

flz—y)g(y) dy‘ dz
Rd

e On démontre afin la propriété des supports. Soit 2 € R?. La condition z ¢ A := suppf + supp g
signifie que = — y ¢ suppf si y € supp g et donc

Loupps (@ — Y)Lsuppg(y) =0, Vye€ R%.



On en déduit que

[(f = g)(@)| < I fllze< llgll e~ /Rd Lsupps (# — ) Lsuppg () dy = 0,
pour tout x gé suppf + supp g. Par passage a la contraposée, on a

{x €RY, (f *g)(x) # 0} C suppf + suppy,
et on conclut & supp (f * g) C suppf + supp ¢ en prenant ’adhérence. O
Une adaptation de la preuve du Théoréme 1.1 permet d’obtenir les deux variantes suivantes.

Proposition 1.2 (CF x £ C CF). Si maintenant f € CF(RY) et g € LY(R?), alors on a fxg =
g* f € CE(RY).

Preuve de Proposition 1.2. 1l suffit d’observer que tous les arguments développés dans le premier
point du Théoréme 1.1 peuvent étre utilisés sans modification dans le présent cadre (en posant
£:=0). O

Théoréme 1.3 (L' x L' C L'). Soient f,g € LY(RY). Pour presque tout x € R%, la fonction
y = f(x—y)g(y) est intégrable sur R?, de sorte que (f *g)(x) est presque partout définie. De plus,
frxg=gxfeL' (R et

(2) L gl < [1F 2 llgllze-

Preuve du Théoréme 1.3. On reprend et adapte le second point du Théoréme 1.1. Pour z,y € R,
on note F(x,y) := f(x —y)g(y). Pour (presque) tout y € RY, on a

/ \F(z,y)|de = / (@ — 9)ldelg@)] = 1121 19(w)] < 00

/U'F(m’y”dx]dy: 11l llgller

Appliquant le Théoréme V.3.2 de Tonelli on obtient F € L!(R? x R?). Appliquant ensuite le
Théoréme V.3.3 de Fubini, on a

et

/ Fla,y)|dy < 00, pp. o €RY / Fla,y)dy € £ (RY)

[ Fewds|as < 1f1slolin,
ce qui est exactement la conclusion recherchée. O
Exemple 1 : Dans R, on définit les fonctions gaussiennes (centrées) par
Ga(z) == (27\) "2 exp(—z2/(2))).
On appelle gaussienne standard G := G;. On a alors
Gs* Gy =Gsy, Vs, t>0.

On commence par observer que
2

z—y)> —y2 1 X 1 1 1 1 1 —1/ 2
R e O e R (G R e Ch s IO M 1




de sorte qu’en effectuant successivement deux changements de variables

=) —y? 1 22 1,1 1
R - . d - (_7 ) (_7 s + 2)d
/Re e Y exp 251 /Rexp 2(s+t>y Y
1 22 1 1,12
= —— Vor(—+ - .
exp( 28+t) 7T(s * t)

On conclut alors aisément.

Corollaire 1.4 (L> x L1 C L>®). Si f € L2(RY) et g € LY(R?), alors f+g=g* f € L=(R?) et
1 * gllos < [1fllsollgll1-

Preuve du Corollaire 1.4. Pour z,y € R, on note F(x,y) := f(x —y)g(y), G(z,vy) := f(y)g(x —v),
et on observe que

/IF(Ly)\dy < /|g(y>|dny||oo:||g||1Hf||o<>a vz eR?
/IG(wvy)\dy < /Ig(r*y)\dyllf\\oo: lglh ([ fllos, Vz€R%

Ainsi F(x,-) et G(z,-) sont intégrables pour tout z € R, ce qui permet de définir les produits
de convolution f % g et g * f, et les bornes uniformes proviennent des inégalités précédentes. En
effectuant le changement de variables z := = — y, dz := dy, on obtient

(f*g)(z) = I flx—y)gy)dy = | f(2)g(x — 2)dz = (g f)(z).

Pour étre plus précis, on définit y — z = ¢.(y) := = — y et on calcule D¢, = —I puis la
valeur absolue du Jacobien |detD¢,(y)| = 1. Pour justifier le fait que g % f est mesurable, et
donc appartient a £, on peut par exemple invoquer un argument d’approximation. On note
fr:=f1lpo,r) € LN L>. Le calcul précédent et le Théoréme 1.3 impliquent que fr*g € L NL>
(le caractére mesurable provenant du théoréme de Fubini utilisé dans la preuve du Théoréme 1.3).
Par ailleurs, pour tout z € R?%, on calcule

[(f +9)(2) = (fr * 9)(2)]

IN

oo [ ol

IN

\MR/ l9(y)| dy —> 0,
ly|>R—|x|

lorsque R — oo, grace au théoréme de convergence dominée. Donc f * g = lim fr * g (ponctuelle-
ment) est mesurable. U

Pour une fonction f définies sur R? et une mesure positive x sur R?, on définit f * p par
Q (Fem@)i= [ Jo-vduty), @ e R,
R
lorsque cette derniére expression a un sens. En observant que g\ définit une mesure sur R? si g > 0,

on voit que cette deuxiéme définition est une généralisation de la premiére définition.

Théoréme 1.5 (Cy x M1 C Cy). Pour f € Cy(R?) et p une mesure positive et finie de R%, on a
frne CoRY) et ||If % pllos < [ flloo p(RY).

Preuve du Théoréme 1.5. Pour z,y € R%, on note F,(y) := f(z — y), de sorte que F, € Cp(RY)
pour tout = € R?, et on écrit

(Fen)@ = [ F)in). oex

Rd



Cette expression a bien un sens puisque F}, est borélienne (puisque continue) et donc F, € L*(dp)
(puisque F; est bornée). On observe également que

(i) Fp — F, ponctuellement si 2/ — z,
(i) [Pzl < [ fllo € L' (dp),
de sorte que = — (f * u)(x) est continue d’aprés le Théoréme de continuité sous le signe somme

(Proposition III-2.3 de continuité par rapport au paramétre qui n’est autre que le théoréme de
convergence dominée). Enfin, on a

(@I < [ |1 @ldu) < o),

pour tout z € R%, O
Corollaire 1.6 (C} « M1 C C}). Side plus f € C}(R?), alors fxp € C} et 0;(f xp) = (0;f) * .
Preuve du Corollaire 1.6. On se place en dimension d = 1 pour simplifier. On observe que sous
ces conditions supplémentaires, on a

(iii) z — F,(y) est dérivable de dérivée 0, (F,(y)) = f'(x — y) pour tout y € R,

de sorte que x — (f * u)(x) est de classe C* d’aprés le Théoréme de dérivabilité sous le signe

somme (Proposition I11-2.4 de dérivabilité par rapport au paramétre). L]

Exemple 2 : Pour a € R¢, on se rappelle que la mesure de Dirac §, est définie par d,(A) = 1 si
a€ A, 6,(A)=0sia¢ A Pour f € Cy(R?) (ou méme juste f mesurable positive), on a

(f*xd.)(z) = /Rd flx—y)da(dy) = f(x —a), Vze R,

et en particulier
fxdo=f.

On dit que 6§y est Uidentité (ou l'élément neutre) pour le produit de convolution. Justifions la
premiére identité. Pour f := 14 et pour tout 2 € R?, on a

(F + b)) = |

14z — ) ba(dy) = / 1o a(y) baldy) = Lo_aa) = La(z — a),
R4

Rd

ce qui n’est rien d’autre que 'identité souhaitée dans ce cas particulier. On raisonne par approxi-
mations successives (fonctions étagées, fonctions mesurables positives, différences de deux fonctions
intégrables positives) afin d’obtenir cette méme identité dans le cas général. Il est a retenir de ce
calcul que

[ o)) = pla). Va R, Voo € AL RYUCHRY)

Nous adaptons finalement la définition du produit de convolution au cas ou les deux arguments
sont des mesures.

Théoréme 1.7. Soient ju et v deux mesures positives et finies sur R?, et notons s : R x R? — R?
Uapplication mesurable (z,y) — x + y. On définit la convolution u x v comme étant la mesure
positive et finie définie par

(4) pxvi=s(pv).

Pour toute fonction mesurable positive p € M, (R%), on a

/Rd pd(p+v) = /Rd iy ez + y)du(z)dv(y).



De plus, si p = f\ avec 0 < f € LY(R?) et A la mesure de Lebesgue, alors pu* v = h\, avec
ha) = (fx)(@) = [ @ —ywldy) pour pt. v € BY
Rd

de sorte que la definition (4) coincide bien avec la definition (3) dans ce cas particulier.

Preuve du Théoréme 1.7. D’apres la définition d’une mesure image au Chapitre 4, on peut écrire
plus explicitement

(re0)(A) = worls W) = [ L (e vie)

_ / 1a(z +y)du(x)dv(y),
R x R4

puisque 1,-1(4)(2,Y) = 1s@y)ea = La(z +y). D’aprés la Proposition IV.4.2, on a donc

o) [oedtwsn = [ oot duwyint),

pour toute fonction borélienne positive . En choisissant ¢ = 1, on a en particulier

(s )@Y = [

d(pxv) = / dyu(z)du(y) = p(RYw(RY) < oo,
R4 R xRd

ce qui prouve que p * v est une mesure finie. D’apreés le théoréme de Fubini, on a

@) = [ ta@tpdp@)in)

= /RdX]Rd 1A(l’ + y)du(m)du(y) = (y * M)(A),

pour tout borélien A, ce qui prouve que p* v = v * [

On suppose désormais que = fA avec 0 < f € L'(R?) et A la mesure de Lebesgue. On observe
que s = s A M + (s — M), pour tout s, M > 0. Pour tout borélien B C R?, on a donc

/Bf(x)dxz/gf(x)AMdm+[g(f(x)_M)+d$

M/Bdm+/(f(3:)—M)+dx:M)\(B)+a(M),

w(B)

IN

pour tout M > 0, avec

a() = [(f(@) = M) ds s 0.

M — o0

d’aprés le théoréme de convergence dominée. En définissant

wyr(s) = Ai4n>f0{Ms +a(M)},

on a donc wy(s) — 0 lorsque s — 0 et u(B) < wy(A\(B)) pour tout borélien B C RY. 11 s’ensuit
que, toujours d’apreés le théoréme de Fubini,

@) = [ [ 14+ nduta)]avty)

- / 1 / Ly (@)dn(@)|dv(y)

= / n(A —y)dv(y)
Rd

< [ oA = )ivly) = wyN(A) V(R 0
Rd



lorsque A(A) — 0, ou on a utilisé I'invariance par translations de la mesure de Lebesgue dans la
derniére ligne. Cela établit que p*v est une mesure absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue. D’apres le Théoréme de Radon-Nikodym, il existe donc une fonction borélienne positive
h:R? — R, telle que p* v = hA. On a en fait ici h € £, puisque

/ hdz = (hA)(R?) = / d(p*v) = p(RYr(RY) < oo,
Rd JRd

grace a (5). On a ainsi établi que

/ phdzx :/ ed(p*v),
Rd Rd

pour toute fonction caractéristique d’ensemble ¢, donc par linéarité, pour fonction étagée ¢, donc
enfin par le théoréme de convergence monotone, pour toute fonction borélienne et positive . Ainsi,
d’apres (5) et le théoréme de Fubini, pour toute fonction borélienne et positive ¢, on a

/Ra phde = /Rd [/Rd oz + y)du(w)}dy(y)
/Rd [ /R p(@ + y)f (@)d|dv(y)
LI et - az]avty

/n%d #(w) [ /R fle— y)dv(y)} dz,

ol on a utilisé un changement de variables (toujours le méme) a la troisiéme ligne et le théoréme
de Fubini & la derniére ligne. On conclut que

hz)= | [flz—y)dv(y),
Rd'
pour presque tout z € R, d’aprés le lemme suivant. Ainsi les définitions (3) et (4) coincident bien
lorsque p = fA. O

Lemme 1.8. [C’est un exercice du chapitre 2] Soit u € L*(R?) tel que

/ wpdz =0

pour toute fonction 1 borélienne, positive et bornée. Alors u = 0.

Preuve du Lemme 1.8. Siu # 0 alors Ay = {u > 0} ou A_ = {u < 0} est de mesure non nulle, et
donc

/u1A+dx>0 ou /ul,Lde<O7

ce qui est absurde. ]

2 Reégularité de la mesure de Lebesgue

Théoréme 2.1. La mesure de Lebesgue A est réguliere sur la tribu borélienne B([a,b]), a <beR :
pour tout borélien B € %B([a,b]) et tout e > 0, il existe K compact et O ouvert tels que

(6) KCBCO, MNO\K)<e.



La preuve du Théoréme 2.1 repose sur un argument de classe monotone. Nous donnons maintenant
un deuxiéme résultat un peu moins précis mais de méme nature dont la preuve est semblable et
qui nous suffira pour la suite de ce chapitre.

Théoréme 2.2. La mesure de Lebesgue \ est réguliere sur la tribu borélienne H([a,b]), a <beR :
pour tout borélien B € HB([a,b]) et tout € > 0, il existe un ensemble A appartenant & l'algébre A
induite par les intervalles de [a,b] tel que

(7) ||1B_]—A||L1 <E.

Preuve 1 du Théoréme 2.2. On donne une preuve qui utilise le Théoréme 2.1. Soit B € %([a,b]).
D’aprés le Théoréeme 2.1 de “régularité de la mesure de Lebesgue", pour tout € > 0, il existe un
ouvert O C (a,b) tel que

BcoO= O]an,bn[, AO\B) < ¢/2.

n=1
On pose
N o0
On == Jlan bul, AMO\ON) = 3~ (b —an) <e/2,
n=1 n=N+1

en choisissant NV > 1 assez grand. On a alors
15 — 1oyl < 1 —1ollr + 1o — Loyllz

= /1(9\de+/1(9\(’)1\7 dx < e,

ce qui donne une approximation de 1z dans L' & ¢ prés par une fonction en escalier. O

Preuve 2 du Théoréme 2.2. On donne une preuve directe.

On commence par introduire quelques notations et rappeler quelques faits élémentaires. On a
A € A si et seulement si

A= O(Guby‘%
i=1

ou (a;,b;) désigne un intervalle (ouvert, fermé ou semi-fermé) de [a, b]. Pour A, B € #([a,b]), on
note

AAB := (AUB)\(ANB) = (A\B) U (B\A)
la différence symétrique de A et B. On a alors
114 =1l = [Laaslr = MAAB).
On fixe maintenant B € %([a,b]) et on définit ensemble de parties
C:={C e HB(a,b]); Ve >0, FAc A, N(CAA) <¢€}.

11 est alors clair que A C C (prendre A =C'si A € A).
On montre que C est stable par limite croissante. Pour cela, on considére une suite croissante (C),)
de C et on note C' := U;>1C;. On a évidemment C' € #([a,b]) puisque C; € H([a,b]) pour tout
j=>1let

AC\Cy) = A(0) =0,
par la propriété de continuité des limites décroissantes pour la mesure finie A de %([a, b]). On fixe
e > 0. Il existe donc n > 1 tel que A(C\C),) < /2. Puisque C,, € C, il existe par définition A4,, € A
tel que A(C,,AA,,) < /2. En écrivant

CAA, = (CNCENAS)U(Co\Ap) U (A,\C)
C (C\Cp) U (CpAA,),



on en déduit que A\(CAA,,) < ¢, et donc C € C. Cela prouve que C est stable par limite croissante.

On peut montrer également que C est stable par limite décroissante. Pour cela, on peut soit répéter
la méme preuve, soit observer que CAA® = C°AA, de sorte que si (Cj) \, C, on a (CF) 7 C° et
on peut appliquer le résultat de stabilité pour une limite croissante.

Par le lemme de classes monotones et puisque que C est une classe monotone contenue dans %([a, b])
et contenant 1’algébre A qui engendre A([a, b]), on a alors bien C = %([a, b]). O

Théoréme 2.3 (densité des fonctions en escalier dans £!(a, b)). Pour toute fonction f € L'(a,b),
—00 < a < b < +o0, il existe une suite (fy,) de fonctions en escalier telle que lim || f — fr]|zr = 0.

On rappelle que 'on dit que g : R — R est une fonction en escalier si elle est de la forme

J
g(r) = Z a; La; b,)s
j=1

ou les intervalles (ouverts, fermés ou semi-fermés) (a;,b;) sont disjoints et «o; € R.

Preuve du Théoréme 2.3. On sait (c’est un résultat du chapitre 3) qu’une fonction intégrable est
limite dans £! de fonctions étagées. On sait également (c’est une conséquence du Théoréme de
convergence dominée) qu'une fonction intégrable est limite dans £! de fonctions nulles en dehors
d’un intervalle borné. Il suffit donc de savoir traiter le cas d’une fonction f étagée et nulle en dehors
d’un intervalle borné, soit donc

f:ZOéilBi, a; € R, BiE%([—R,R]), R > 0.

i=1

Par linéarité, il suffit donc enfin de savoir traiter le cas d’une fonction 1p,, B; € ZB([-R, R]),
R > 0, mais cela n’est rien d’autre que le Théoréme 2.2. O

Exercice 2.4. Démontrer le Théoréme 2.1. Indication : on pourra introduire ’ensemble de parties
C:={B e A(0,1]); Ve >0, 3K compact, O ouvert vérifiant (6)},

et procéder comme dans la prewve du Théoréme 2.2. On pourra alors introduire [’algébre A induite
par les intervalles semi-fermés de [0,1] : A € A si et seulement si

A= U ]2 ]1 = [(lﬂi,bi[, In = (]) ou In = {1}7

avecn > 1, a;,b; € [0,1], a; < b; < a;11, et montrer que A C C en observant que A € A et € > 0,
on peut prendre

avee K; := [a;,b; —e27172], K, :=0, O; :=Ja; — 2772, b;[, O, :=]1 — 2772 1].

3 Densité dans £1(R?) et C(K)

Définition 3.1 (Approximation de l'identité). On appelle approzimation de l’identité une suite
(pn) bornée de LY(RY) (de borne C, i.e. Vn > 1, ||pn| < C) telle que

/pndle, V€>0,/ |on| dz — 0.
B n—o0

En particulier, est une approximation de l’identité toute suite (p,) construite a partir d’une fonction
p € LY d’intégrale égale & un en posant p,(z) = np(nz).
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Une approximation de I'identité typique dans £!(R) est donc (p,,) définie par p,(z) = np(nz), avec
par exemple p := 1;_1/31/9) ou p(z) = (271')71/26"9”'2/2. L’expression approximation de [’identité
provient du fait que 'on a (comme nous allons le démontrer ci-dessous)

po¥p —> o =pxb, VoL,
puisque Jg est I’élément neutre pour le produit de convolution.

Lemme 3.2. Soit (p,) est une approzimation de Uidentité. Si f € Cy(R?) alors f * p, — f
ponctuellement. Si f € LY(R?) alors f * p, — f dans L} (R?).

Preuve du Lemme 3.2. Etape 1. On suppose f € Cy(R%). Pour z € R%, on écrit
Fro@ — @) = [ (fe-) - fa)onw)dy
Rd
= [ == 1@+ [ (fa=)= F@)pali)dy =1 + 12

B

On a d’une part
112 [Ip@ldy sup_|f(:) = f(o)] < Cuoale) =30

|z—=|<e
ol w, désigne le module de continuité de f au point x. On a d’autre part
B <207 [ lpau)ldy 0
. n— 00

Etape 2. On suppose f intégrable et en escalier et donc bornée et nulle en dehors d’une boule, et
d = 1 pour simplifier. L’étape précédente montre que f*p,(z) — f(x) en tout point de continuité
z de la fonction f, donc presque partout. On observe également que

(F % p)(@)]| < /|f<x—y>\|pn<y>|dy < fll=C,

et donc (f * p,,) est uniformément bornée dans £>°. Ensemble, cela monter que f * p, — f dans
LY ([~ R, R]) pour tout R > 0. D’autre part, en notant A > 0 tel que f(x) = 0 pour tout = ¢ [~ A, 4],
pour R > A, on calcule

/ % o — flda
l2|>R

/ \f % pu de
|z|>R

< n(z — )| 1f ()| dyd
/|sz/11|9 pul — )| £ (9)| dydz
< Wl /WR /|y<A pu(@ — )| Loy adyde
= ] n z — d dZ

ke [, [ @tz
< IfIlAB(O, A)) / pu(2)]dz =0,

|2[>R—A

lorsque n — oo. Cela termine la preuve de lim || f * pp, — f|| z1(re) = 0.

Etape 3. On suppose f € LY. Pour tout € > 0, il existe une fonction ge en escalier telle que
IIf — gellzr < e. On écrit alors

f=fxpn=(—9)+(9—9%pn)+(g—f)*pn,
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de sorte que

1f = f*paller <N =gl + 19 = g% paller +1f = gllzrllonllLs

et limsup ||f — f * pn|lz1 < (1 + C) d’aprés V'étape 2. 11 suffit alors de faire tendre e — 0 pour
conclure. ]

Définition 3.3 (noyau régularisant). On appelle suite réqularisante toute suite (p,) de fonctions
telle que

0 < pn € C°(RY), suppp, C B(0,C/n), /pn dr = 1.
En pratique, on prendra p,(x) :=nép(nz) avec 0 < p € C=°(RY) N P(RY).
Exemple 3. Il existe bien des suites régularisantes. En effet, on commence par définir
aly)=e VY, Yy >0, a(y):=0, Vy <0,

et I'on vérifie que o € C*°(R), 0 < a < 1. On pose alors 8(z) := a(1 — ||z||?), puis p := CB, avec

C = (/ﬂ>_1.

Théoréme 3.4 (Densité C°(RY) C C.(RY)). Soit (p,) une suite régularisante. Pour toute fonction
f € C.(RY), la suite (f * py) satisfait f * p, € C(RY) et f x p, — f uniformément.

Preuve du Théoréme 3.4. D’aprés le Théoréme 1.1 et un argument de récurrence, on a clairement
[ * pn € C(RY). En reprenant la preuve du Lemme 3.2 et en observant qu’il existe un module
de continuité uniforme w tel que Vo € R?, w,(5) < w(d) — 0 lorsque § — 0 (en d’autres termes f
est uniformément continue, ce qui se démontre classiquement par un argument de compacité) on
obtient que f * p, — f uniformément sur R 0O

Exemple 4. Il existe des fonctions x € C2°(R) telle que 1[_; 1) < x < 1j_3 9. En effet, il suffit de
définir x := 1{_3/2,3/2] * pn POUr n assez grand de sorte que suppp, C [—1/2,1/2], ot (p,) est un
noyau régularisant.

Définition du support d’une fonction mesurable. Soit f une fonction mesurable. On appelle
support de f, on note suppf, le plus petit fermé de R? tel que f(x) = 0 pour presque tout = ¢ F'.
On retrouve ainsi supp f := {z € R%; f(x) # 0} lorsque f est une fonction continue. On dit qu'une
fonction est & support compact si suppf C B(0, R) pour un certain R > 0 (donc suppf est un
compact).

Théoréme 3.5 (Densitée C°(R?) C L1(R?)). Pour toute fonction f € LY(R?), il existe une suite
(fn) de C(R?) telle que f,, — f en norme L.

Preuve du Théoréme 3.5.
Preuve 1. On considére (p,,) une suite régularisante, (x,) une suite de troncatures réguliéres définie
par xn(z) := x(x/n) avec x € CF(R) telle que 1;_1 1) < x < 1[_29). On pose alors f,, := (f*pn) Xn-
On écrit enfin
fo=f=*pn—F)xn+fxn—1),

et on observe que les deux termes tendent vers 0 dans £ (on notera en particulier que x, — 1
p.p-et 0 < x, <1). O
Preuve 2. On considére (p,,) une suite régularisante et on pose x,, := 1p(0,n), PUis frn := (f Xn)*pn.
En utilisant les mémes arguments que dans la preuve du Théoréme 3.4, on a f,, € C°(R%). On
écrit enfin

fo=f=0(n=1)*pn+ (f*pn—[),
et on observe que les deux termes tendent vers 0 dans £ (en utilisant notamment (2) pour borner
le premier terme). Il faut utiliser ici la propriété supp(f * g) C suppf + suppg vraie pour des
fonctions mesurables (et pas seulement pour des fonctions continues comme cela a été démontré
dans le Théoréme 1.1). O
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Théoréme 3.6 (Stokes en dimension d = 1). Pour toute fonction f € C1(R) telle que f, f' €

LY(R), on a
/Rf’(x) dx = 0.

En particulier, si u,v € C* avec (par exemple) u,u’ € L! et v,v" € £, on en déduit la formule
d’intégration par parties

(8) /uv/d:c:—/u’vdac.
R R

11 suffit d’appliquer le Théoréme 3.6 de Stokes a f = uv.

Preuve du Théoréme 3.6. On fixe x € CH(R) telle que 1j_; 1] < x < 1{_5 9] et on note xp(z) =
x(z/R). Comme fxr € C}(R), on a

AUMJM=UM£%=0

En développant, il vient
/f'dex—i—/f(XR)’dx =0.
R R

La deuxiéme intégrale tend vers 0 lorsque R — oo puisque |(xg)'| < R7Y|x|lo- On conclut en
faisant tendre R — oo et en passant a la limite dans la premiére intégrale grace au Théoréme de
convergence dominée (on notera que xg — 1 p.p., 0 < xr < 1). O

Théoréme 3.7 (de Weierstrass de densité des polynomes dans C(K)). Pour tout compact K C RY,
Uensemble des polynomes est dense dans C(K) au sens de la convergence uniforme, ot C(K)
désigne l'espace des fonctions continues (bornées) de K dans R.

Preuve du Théoréme 3.7. On ne présente la preuve qu’en dimension d = 1 et pour le compact
K =[-1/4,1/4], le cas général s’en déduit assez simplement (la preuve compléte est donc laissée
en exercice). On définit la suite (1),,) par

No(z) = (1 —2®)"siz e [-1,1], n.(z):=0siz¢][-1,1].

On consideére alors la suite (p,,) définie par

pule) = @ (o). an = [ afa) da

En observant en particulier que a,, > 2/(n+1) et donc p, (z) < (n+1)(1—€?)"/2 — 0 uniformément
sur B(0, )¢ pour tout £ €]0, 1[, on vérifie sans difficulté que (p,,) est une approximation de l'identiteé.
A une fonction g € C([—1/4,1/4]), on associe la fonction g : R — R définie par

§(x) = g(x), Vo € [-1/4,1/4],
g affine sur [—1/2,—-1/4] U [1/4,1/2],

de sorte que g € C.(R), suppg C [-1/2,1/2]. On définit g, := g * p,. La suite (g,,) converge
uniformément vers la fonction g d’aprés le Lemme 3.2 (et I'argument d’uniforme continuité déja
utilisé dans la preuve du Théoréme 3.4). On observe enfin

) I )
grpu(r) = — 1= (2= 9" Lomy<1 G(y) dy
an J—-1/2
1 (2
= — [1—(z—)°"g(y)dy = pa(x), Vae[-1/4,1/4].
Gn J_-1/2
Or p,, est clairement un polyndéme, ce qui termine la preuve. ]
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Corollaire 3.8 (Moments). Soit f € L*([a,b]), a,b € R. On a
My (f) := / o f(x)de =0, Vk €N, implique f=0.
R

De la méme maniére, si p,v € ]\J}r([a,b]), a,b € R, et My(u) = My (v) pour tout k > 0, alors
h=rv.

Preuve du Corollaire 3.8. On fixe ¢ € C.(R), de sorte que ¢ € C([a,b]). Pour tout £ > 0, d’aprés
le Théoreme 3.7, il existe un polynome p tel que ||p — pHLx (ap) < €/(b—a). On en déduit

‘/f dl‘<€+’/f —e.

En faisant tendre € — 0, on en conclut

/ Fx)p( de/ flx dz =0, Ye¢eC(R),
JR
oit f € L'(R) est I'extension de f par 0 en dehors de [a,b]. On a donc

/|f \dL— 11111 /f ((signf) * p,,) = 0,

ce qui prouve bien f = 0. [

4 Transformation de Fourier dans M!(R?) et L!'(R?)

Pour f une fonction intégrable sur R?, on définit sa transformée de Fourier

f©) = FN© = [ s da

On adopte ici la convention la plus habituelle dans la définition de la transformée de Fourier (ou
fonction caractéristique) en théorie des probabilités. Plus généralement, pour p une mesure positive
et bornée sur R?, on définit sa transformée de Fourier

6 = (F)(©) = [ ()

Proposition 4.1. On a i € Cy(RY) et ||if|oc < p(R?) sip € ML (R?). On a également f e Cy(RY)
et [floe < £l si f € L1RY).

On n’a pas nécessairement i € Co(R?) si p € M} (R?). Par exemple, Fdp = 1 ¢ Co(R).

Preuve de la Proposition 4.1. On définit e¢(x) := €. La fonction ez € Cp(R?) et & — eg(z)
est continue pour tout x € R?, de sorte que & — (Fu)(€) est continue d’aprés le Théoréme de
continuité sous le signe somme. De plus

) < [ e ln(ds) < u®)
et de la méme maniére on trouve

9) 1 flloe < 1111
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En dimension d = 1, pour f € C}(R), on calcule

o = [ G 9r@i = ¢ [

ce qui implique |f(€)] < €]~ /']l — 0 lorsque |€] — co. Ainsi, pour toute fonction f € C(R),
on a f € Cy(R). Par densité C}(R) C L1(R) et (9), on obtient f € Co(R). O
Remarque. Une alternative plus directe (qui n’utilise pas les résultats démontrés au début de
cette section) est de calculer

b ) ibg _ ia
Fla© = [ ewar = S
’ a _ZE
T S Jat, Si —a)/2
= elbe e de : = 261%17f Sln(g(bg a)/ ) (S CQ(R)

Ainsi, pour toute fonction en escalier f on a également f € Cy(R). Par densité des fonctions en
escalier et (9), on obtient f € Cy(R). O

La transformation de Fourier jouit d’un certain nombre de propriétés simples et remarquables dont
nous donnons une liste maintenant.

Propriétés algébriques de la transformation de Fourier :
e (F1) F est linéaire au sense ot F(f + Ag) = F(f) + AF(g)-

o (F2) F(f)(€) = —i&f (&) pour f € C'(R) tel que f, f' € L(R), puisque

[essr@ar == [[e @ de = i€ [ <@y do

ou on a effectué une intégration par parties grace au Théoréme 3.6 (de Stokes).
o (F3) F(zf)(&) = —i(f(€)) pour f € L(R) tel que z > zf(x) € L' (R), puisque

‘ei’“w (x)dx = —1i ‘ ieixf T = 7Li ey x) dx
/ fla)de = =i [ [ e =€) @) o = =i | [ ¢ (o) do].
° (F4) fA g pour f,g € L1(R), puisque

_—

[/ (z —y)g (v)du] e dr = //f(-r—z/)g(y)f’/““”y*’”gdrrdy
//f e eE dzdy.

o (F5) Pour F(fy) = AYFf)r-1, ot on définit gs(x) := g(z/s).
e (F6) Pour a € R? et une fonction f : R — R, on note 7,f : R — R la fonction translatée
définie par (7, f)(x) := f(x — a). On observe que si f € L'(R?) alors

Frn© - [

R

e f(x —a)dx = / WIS f(y) dy = € f(x).

R

o (F7) Fleof) = 7},]87 pour tout a € R?, ot ici e, (x) := e'o*

e (F8) En notant §(z) := g(—x), on a (Ff)(€) := (Ff) (=€) = (Ff)(€). En particulier, si f est
une fonction paire alors F f est également une fonction paire.
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Théoréme 4.2 (Gaussienne). Pour G la gaussienne standard, on a
G() = /2 = (2m)"2G(¢).

Preuve du Théoréme 4.2. On considére seulement le cas d = 1. Par définition, on a

1 e —m? 2
G(§) = \/7277 /Remge 2 dy = p(§)e ¢ /2,
avec

1 1 2
— — 5 (z—i€)
= e 2 dx.
# ) \/ﬂ/ﬂ«

On observe que ¢(0) = 1 ou de maniére équivalente
(10) / e~ /2 dy = /27,
i

En effet, d’aprés le Théoréme de Fubini-Tonelli et le Théoréme de changement de variables en
coordonnées radiales, on a

2 oo
(/ e~ /2 dx) :/ e~ 1#7/2 gy = 27r/ e /2 pdr,
R R2 0

En effectuant le changement de variables u = 72/2, on a

_ 2/2 2 o _
( e’ dx) =27 e “du = 2,
R 0

d’ott la conclusion (10). On calcule maintenant

d 1 d 1 S\ 2

@ Y R P )

dgcp(é) 77r/md£ [6 }dfc
e—%@—iiﬂ da =0,

St / 41
RV 2’]T R dSC
grace au Théoréme 3.6 (de Stokes). On en déduit ¢(§) = 1, et la conclusion. O

Théoréme 4.3 (Inversion). Soit f € L'(RY) telle que f € L'(R%). Alors f = F~'f avec

Fl9(0) 1= g [ 70w dr = s Fale).

)
En d’autres termes, on a F\Ff = FF 'f = f, pour toute fonction f “convenable”.

Preuve du Théoréme 4.3. On définit Gy () := G(x/)\) et on observe que Gy = (27)¥2X\1G -
d’apreés la propriété (F5) et le Théoréme 4.2. En utilisant le Théoréme de Fubini (comme dans la
formule (F4)) et la parité de G, on calcule

(é,\*f)@) = dG'A(y—é“)f(y)dy

R
/ G ()= f(y) dyda
R4 JRd

Gi(z)e 7 f(2)d,
Rd

soit donc

(MGy-s s P)e) = s [ G/ fe)de

La suite (AYG-1) est une approximation de lidentité et Gy (x) 7 (2m)~%? lorsque A — co. On
obtient I'identité souhaitée en passant a la limite A — oo dans cette derniére équation. O
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Théoréme 4.4 (Unicité). Soit f € L1(R?) telle que f = 0. Alors f = 0.
Preuve du Théoréme 4.3. On applique le théoréme Théoréme 4.3. O
Remarque. On a également p = 0 si p € M1 (R?) et i = 0. Ce résultat sera démontré en TD.

On dit qu’une suite de mesures de probabilités (u,) converge faiblement vers une mesure de
probabilité p, on note w, — wu, si

[ e = [ c@into). v e com.

n—oo R

On observe en particulier que :
- 0,4, — 64 faiblement si a,, — a dans R%, puisque alors ¢(a,) — ¢(a) pour tout ¢ € Co(R%);
- fn — f faiblement si f,, — f dans £, puisque alors

VW #nd = / pfde| < f = fllzrloloe =0,

pour tout ¢ € Co(R?);

Lemme 4.5. Dans les conditions de la définition précédente, on a pu, — pu si, et seulement, si

() | e@imi@) = [ eloine). voex.

n— oo Rd
pour X := Cp(RY), X := C.(RY), ou méme X := C°(R?).
Preuve du Lemme 4.5. 11 suffit de montrer que si la convergence a lieu pour tout ¢ € C°(RY)
alors elle a aussi lieu pour tout pour tout ¢ € C,(R?), puisque les autres implications sont triviales
grace aux inclusions C°(R?) C C.(RY) C Cy(RY) C Cy(R?). On suppose pour commencer la
convergence vraie pour tout ¢ € C(R%). Fixons une fonction x € Ce(R?), 1p00,1) < x < 1p(0,2),

et posons xgr(x) := x(z/R), de sorte que xg < 1 pour tout R > 0 et xg — 1 lorsque R — oo. Par
le théoréme de convergence dominée, on a

eoxr = [ xnl@dua) = 1.

R—o0

et pour tout £ > 0, on peut donc fixer R tel que (i, xg) > 1 —&/2. Par hypothése, il existe N tel
que pour tout n > N, on a

/ X (@) dpin () > / ndi(x) — /251 — ¢
Rd Rd

En particulier, on a

[ 0= xn@)dnte) <= et [ (1= xa(@)din(@) << ¥oz N,
R4 Rd

On considére maintenant ¢ € Cp, ||¢]leo < 1, et on écrit

/ wdun—/ wdu=/ ‘p(l_XR)dNn+/ wadun—/ @XRdu—/ (1 = xr)dp.
Rd Rd Rd Rd Rd Rd

Comme pxr € C.(R?), on peut fixer N’ > N de sorte que

‘/ ©XRdpin —/ wadu‘ <e VYn>N.
R4 Rd
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On conclut
‘/ odpin —/ @du( <3, VYn>N,
R R4

en combinant les différentes informations précédentes. Cela finit la démonstration de (11) pour
X = Cy(RY).

On suppose maintenant la convergence vraie pour toute fonction test dans C°(R9) et on va
démontrer que la convergence est encore vraie pour une fonction test quelconque de C.(R%) en
utilisant un argument de densité C°(R%) C C.(R?). On fixe ¢ € C.(R%), on se donne un noyau
régularisant (p,,) et on définit ¢, := ¢ * p,, € C(R?). On écrit

/ @dﬂn - / Lpd’u = / (30 - Som)dﬂn + / @mdﬂn - / @mdu + / (30 - gpm)d/,d.
Rd R4 Rd R4 R4 R4

Le premier terme est petit pour m grand et cela uniformément en n puisque

‘/Rd(w — ©m)din

d’aprés le Théoréme 3.4, et le dernier terme est également petit pour m grand par le méme argu-
ment. Pour € > 0, on peut donc fixer m de sorte que

’/Rd(vﬁ — ©m)dpn

On fait tendre n — oo en utilisant ’hypothése de convergence pour la fonction ¢, € C°(R?). O

<l = @mllc =0, m — oo,

+‘/Rd(<ﬁ—¢m)dﬂ <e.

Théoréme 4.6 (de Lévy - version faible). Soit (1) une suite de mesures de probabilité et u une
mesure de probabilité. On a p, — u faiblement si, et seulement si, fi, converge (ponctuellement)
vers fi.

Preuve du Théoréme 4.6. Le sens direct est clair puisque x — €€ € Cy(R%) pour tout ¢ € R
On suppose inversement que fi,, — fi ponctuellement. Fixons ¢ € C9+1(R?) de sorte que D41y €
C.(R?) c LY (R?) et donc (1 + [£])¥+1p € Cp en utilisant la propriété (F2) pour les fonctions ¢ et
D™y, On en déduit que ¢ € L! puisque (1 + |¢])~9! € L. D’aprés le Théoréme d’inversion de
la transformation de Fourier, on a F@ = ¢, en notant ¢ := F . Par Fubini, on en déduit que

/Rdwdun:/Rd /Rd eiw%(g)dgdun(x):/md B dE.

En utilisant le théoréme de convergence dominée dans le dernier terme, on obtient

/@dunH ﬂsﬁdf:/ dp.
]Rd n—odo ]Rd Rd

On conclut en utilisant le Lemme 4.5. O

5 Autres transformations
On rappelle le résultat suivant.
Lemme 5.1. Soient p,v deux mesures finies sur (R, B(R)). On a u = v si, et seulement

VeeR, u]—o0,z])=v(—o0,z]).

Cela permet de motiver la notion de fonction de répartition qui suit.
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Définition 5.2. Soit 1 une mesure de probabilité sur R. On appelle fonction de répartition de p,
la fonction F : R — R définie par

Ve eR, F(z)=u(] - oco,z]).

Plus généralement, on peut associer 4 une mesure g sur R? une fonction de répartition F : R — R
en posant
Vo= (21,...,24) €ERY,  F(x) = p(] — 00,21] X -+ x| — 00, 24]).

De la méme maniére qu’en dimension d = 1, la fonction de répartition F' caractérise la mesure pu.

Théoréme 5.3 (Admis). Une fonction F : R — R est la fonction de répartition d’une mesure de
probabilité p sur (R, B(R)) si, et seulement si, F est continue & droite, croissante, F(—oc) =0 et
F(+00) = 1. De plus, F est absolument continue, au sens ot il existe un module de continuité wp
tel que pour toute suite [a;, b;] d’intervalles d’intérieurs disjoints

D (b —ai) <6 implique Y (F(bi) — F(a:)) < wr(0),
si, et seulement si, p est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue \ sur R.

Définition 5.4. Soit u une mesure de probabilité sur R. On appelle transformation de Laplace de
w, la fonction M : R — [0, 00] définie par

VseR, M(s):= /Re”u(d:v).

On appelle domaine de M ’ensemble dom(M) := {s € R, M(s) < co}.

Lemme 5.5 (Admis). dom(M) est un intervalle contenant 0. La transformation de Laplace ca-
ractérise la mesure de probabilité.

Définition 5.6. Soit p une mesure de probabilité sur N. On appelle fonction génératrice la série
entiere

Vs, |s| <1, G(s):= Zsku({k})
k=0

Lemme 5.7 (Admis). La fonction génératrice caractérise la mesure de probabilité.
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