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L3 Mathématiques Appliquées
Intégrale de Lebesgue et Probabilités

Examen, 7 Janvier 2022.
Durée : 3h.

Tous les appareils électroniques et les documents sont interdits.
La rédaction devra être propre et lisible. Il peut être opportun de souligner ou
encadrer les résultats.
Les solutions devront être rédigées de manière claire et rigoureuse. Lorsque des ré-
sultats du cours seront invoqués, ils devront clairement être énoncés.
Il est préférable de bien traiter quelques exercices plutôt que de survoler tous les
exercices.
Le barême est donné à titre indicatif et prendra en compte cette dernière recom-
mandation : le grappillage sera très peu récompensé.

Exercice 1. („ 3 points).
1) Enoncer précisément les théorèmes de convergence monotone de Beppo-Levi, de Fatou et

de convergence dominée.
2) Déterminer la limite des intégrales

An :“

ż 8

0

sinpnx2nq

nx2n`1{3
dx, Bn :“

ż 8

0

ndy

1` np1` yq3
, Cn :“

ż `8

0

?
ndz

1`
?
nzn

lorsque n tend vers l’infini en utilisant une fois et une seule fois chacun des trois théorèmes
énoncés à la question 1).

Exercice 2. („ 2 points). Soient X et Y deux var aléatoires indépendantes de même loi
N p0, σ2q et soient

R :“
a

X2 ` Y 2, Θ :“ Arctan
Y

X
.

Calculer les lois de R et de Θ.

Exercice 3. („ 2 points). On considère pr0, 1s,Bpr0, 1sqq muni de la mesure de Lebesgue λ,
et pN,PpNq muni de la mesure de comptage 7.

1) Rappeler la définition de la mesure produit λb 7.
2) Soit f : r0, 1s ˆ NÑ R` mesurable. Que vaut

ż

r0,1sˆN
fdpλb 7q

d’après le théorème de Fubini ?
3) Déduire de la question 2) que

ż 1

0

ex ´ 1

x
dx “

8
ÿ

n“1

1

n!n
.

On rappelle que ex “
ř8
n“0

1
n!x

n pour tout x P R.
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Problème 1. („ 11 points). Autour de la transformation de Fourier.
Les deux parties sont largement indépendantes. Les fonctions considérées seront indistincte-

ment à valeurs dans R ou C.
Partie I. On s’intéresse à l’équation de la chaleur

Bf

Bt
“

1

2

B2f

Bx2
sur s0,`8rˆR, fp0, xq “ f0pxq sur R, (1)

portant sur une fonction f : R` ˆ RÑ R, pt, xq ÞÑ f “ fpt, xq.
On fixe f0 P CpRqXL1pRq et on se donne une fonction f P Cpr0,`8rˆRqXC2ps0,`8rˆRq

solution de (1) et telle que

|fpt, ¨q|,
ˇ

ˇ

Bf

Bt
pt, ¨q

ˇ

ˇ,
ˇ

ˇ

Bf

Bx
pt, ¨q

ˇ

ˇ,
ˇ

ˇ

B2f

Bx2
pt, ¨q

ˇ

ˇ ď hT P L
1pRq,

pour tout 0 ă t ď T et des fonctions hT (qui dépendent de T ). On utilise ici les notations
suivantes : pour g : R` ˆ R Ñ R et t ě 0, on définit la fonction gpt, ¨q : R Ñ R, x ÞÑ gpt, xq, et
sa transformation de Fourier (partielle) ĝpt, ¨q : RÑ C par

ξ ÞÑ ĝpt, ξq :“

ż

R
gpt, xqeixξ dx,

lorsque cette dernière intégrale est bien définie.

1) Expliciter yB
2f
Bx2
pt, ¨q en fonction de f̂pt, ¨q. Démontrer que xBf

Bt pt, ¨q “
Bf̂
Bt pt, ¨q.

2) Ecrire l’équation reliant yB
2f
Bx2
pt, ¨q et xBf

Bt pt, ¨q. En déduire que

f̂pt, ξq “ f̂0pξqe
´ 1

2
|ξ|2t, @ t ą 0, ξ P R. (2)

3) Déduire de (2) que

fpt, xq “ pγt ˚x f0qpxq :“

ż

R
f0pyqγtpx´ yq dy, @ t ą 0, x P R,

où γtpxq :“ 1?
t
γ
`

x?
t

˘

et γ désigne la fonction gaussienne standard (centrée et d’intégrale
égale à 1).

Partie II. On définit

S :“ tf P C8pRq;xkf p`q P L8pRq, @ k, ` ě 0u.

On souligne que dans cette partie, les fonctions ne dépendent que de la variable x P R. Pour
f P L1pRq, on note encore f̂ ou Ff la transformée de Fourier de f définie par

f̂pξq “ pFfqpξq “
ż

R
fpxqeixξdx, @ ξ P R, (3)

et on note qFf la fonction définie par qFfpξq “ Ffp´ξq.

4) Montrer que S Ă L1 X L8, et que f P S implique xf P S, f 1 P S et f̂ P S.
5) Montrer que pour f, g P S, on a

ż

R
Ff g dξ “

ż

R
f qFg dx.
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6) En déduire que pour f P S, on a
ż

R
|f̂ |2 dξ “ 2π

ż

R
|f |2 dx.

7) Montrer que S est dense dans L2pRq. Pour f P L2pRq, on pourra

a) commencer par définir la suite pfnq par fn :“ Tnpfq1|x|ďn, où Tnpsq “ ´n si s ď ´n,
Tnpsq “ s si ´n ď s ď n et Tnpsq “ n si s ě n, et montrer que fn Ñ f dans L2pRq
lorsque nÑ8 ;

b) puis montrer que pout tout n ě 1, il existe une suite pgn,mq de C8c pRq telle que
gn,m Ñ fn dans L1pRq lorsque mÑ8 et }gn,m}L8 ď n pour tout m ě 1 ;

c) et enfin conclure.

Désormais, on suppose seulement f P L2pRq.

8) A l’aide des questions 6) et 7), montrer qu’il existe une suite pfnq de S telle que fn Ñ f
dans L2pRq et pf̂nq est de Cauchy dans L2pRq.

9) En déduire qu’il existe F P L2pRq telle que
ż

R
F g dξ “

ż

R
f qFg dx, @g P S. (4)

Montrer que F satisfait
ż

R
|F |2 dξ “ 2π

ż

R
|f |2 dx

et que F est l’unique fonction de L2pRq qui satisfait (4). On dit que F est la transformée
de Fourier de f et on note encore F “ f̂ .

10) Donner un exemple de fonction f telle que f̂ ne peut être définie à l’aide de (3), mais
peut être définie à l’aide du résultat de la question 9).

Problème 2. („ 12 points). Tribu asymptotique et marche aléatoire.
Dans tout ce problème on fixe un espace de probabilité pΩ,A ,Pq. Les parties I et II ne sont

pas indépendantes. On pourra accepter le résultat de la question (5) pour traiter la partie II.
Partie I. Tout ou rien. On rappelle :

- qu’un ensemble de parties D Ă PpΩq est un π-système s’il est stable par intersection :
D1 XD2 P D si D1, D2 P D ;

- qu’un ensemble de parties L Ă PpΩq est un λ-système si

(i) Ω P L ;

(ii) L est stable par passage au complémentaire : Lc P L si L P L ;

(iii) L est stable par limite croissante :
Ť

Ln P L si Ln P L et Ln Ă Ln`1 pour tout n ě 1.

- la variante du lemme des classes monotones qui affirme que si D est un π-système alors
σpDq est le plus petit λ-système contenant D.

(1) Soient D un π-système et L un λ-système tels que D Ă L Ă σpDq. Montrer que L “ σpDq.
(2) Soient D1 et D2 deux π-systèmes indépendants et inclus dans A .

Pour D2 P D2 fixé, on définit

L1 :“ tB1 P σpD1q, PpB1 XD2q “ PpB1qPpD2qu.
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Montrer que L1 est un λ-système. En déduire que L1 “ σpD1q.
Pour B1 P σpD1q fixé, on définit

L2 :“ tB2 P σpD2q, PpB1 XB2q “ PpB1qPpB2qu.

Montrer succinctement que L2 est un λ-système. En déduire que σpD1q et σpD2q sont indépen-
dants.

Dans la suite de cette partie, on se donne une suite pAkqkě1 de sous-tribus de A qui sont
mutuellement indépendantes. Pour m,n P N˚, on définit les ensembles de parties

Bm :“ tAk1 X ¨ ¨ ¨ XAkM , M ě 1, @ i P t1, . . . ,Mu, ki ě m, Aki P Akiu

Cn :“ tA`1 X ¨ ¨ ¨ XA`N , N ě 1, @ j P t1, . . . , Nu, `j ď n, A`j P A`ju

et les tribus

Fm :“ σpAk, k ě mq, Gn :“ σpA`, ` ď nq.

(3) Rappeler ce que signifie que la suite pAkqkě1 est mutuellement indépendante. Montrer que
pour tout n ă m, Bm et Cn sont des π-systèmes indépendants, que σpBmq “ Fm et σpCnq “ Gn.
A l’aide de la question (2), en déduire que les tribus Fm et Gn sont indépendantes.

On définit la tribu asymptotique

F8 “ limFm :“
č

mě1

Fm.

4) Montrer que que F8 est indépendante de Gn pour tout n P N˚. Montrer que Y8n“1Gn est un
π-système, puis que F8 et σpGn, n ě 1q sont indépendantes et que σpGn, n ě 1q Ą F8.

(5) Déduire de ce qui précède la loi du tout ou rien (ou 0-1 de Kolmogorov) : pour tout B P F8,
on a PpBq “ 0 ou PpBq “ 1.

Partie II. Dans cette partie, on se donne une suite pXnq de variables aléatoires réelles L2

centrées indépendantes et de même loi, de sorte que EpXnq “ 0 et VarpXnq “ σ2 ą 0. Pour tout
n ě 1, on pose

Sn :“ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn.

(6) Pour p P N˚ et ε P p0, 1q, on définit la fonction continue ϕ : RÑ r0, 1s par

ϕpxq :“ 0 si x ď p, ϕpxq :“ ε´1px´ pq si x P rp, p` εs, ϕpxq :“ 1 si x ě p` ε.

Calculer limEpϕpSn{
?
nqq. En déduire que

lim inf
nÑ8

P
` Sn
?
n
ě p

˘

ě

ż 8

p{σ
e´x

2{2 dx
?

2π
“: θppq ą 0.

(7) Pour panq une suite de réels et pAnq une suite d’événements, on rappelle que

lim sup an “ lim
nÑ8

sup
kěn

ak, lim supAn “
č

ně1

ď

kěn

Ak.

Démontrer que
lim supPpAnq ď Pplim supAnq.
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En déduire que

P
`

lim sup
 Sn
?
n
ě p

(˘

ě θppq.

(8) Etant donnée une suite Y` : Ω Ñ R de variables aléatoires et r P R, montrer que

tsup
`
Y` ą ru “

ď

`

tY` ą ru,
ď

`

tY` ě ru Ă tsup
`
Y` ě ru,

tinf
`
Y` ě ru “

č

`

tY` ě ru, tinf
`
Y` ą ru Ă

č

`

tY` ą ru.

En déduire

tlim supY` ą ru Ă lim suptY` ą ru et lim suptY` ě ru Ă tlim supY` ě ru.

On définit Fm :“ σpX`, ` ě mu, puis la tribu asymptotique F8 :“ limFm. Montrer à l’aide de
ce qui précède que pour m, q, q1, q2 P N˚, q ą q1 ą q2, on a

lim sup
nÑ8

 Sn
?
n
ą q

(

Ă lim sup
nÑ8

 Sn ´ Sm
?
n

ą q1
(

Ă lim sup
nÑ8

 Sn
?
n
ą q2

(

.

Montrer que

lim sup
nÑ8

 Sn ´ Sm
?
n

ą q
(

P Fm`1.

Montrer que si pBmq est une suite telle que Bm P Fm pour tout m ě 1, alors lim supBm P F8.
En déduire qu’il existe B P F8 tel que

lim sup
nÑ8

 Sn
?
n
ą q

(

Ă B Ă lim sup
nÑ8

 Sn
?
n
ą q2

(

.

(9) En utilisant le résultat de la première partie et des deux questions précédentes, montrer que

P
`

lim sup
 Sn
?
n
ě p

(˘

“ 1.

(10) Montrer que

P
` 

lim sup
Sn
?
n
ě p

(˘

ě P
`

lim sup
 Sn
?
n
ě p

(˘

.

Conclure que la marche aléatoire pSnq satisfait

p.s. lim sup
Sn
?
n
“ `8 et lim inf

Sn
?
n
“ ´8.
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