Université Paris Dauphine-PSL
L3 Mathématiques Appliquées
Intégrale de Lebesgue et Probabilités

Examen, 19 Février 2022.
Durée : 3h.

Tous les appareils électroniques et les documents sont interdits. Les solutions devront
étre rédigées de maniére rigoureuse. Lorsque des résultats du cours seront invo-
qués, ils devront clairement étre énoncés. Il est préférable de bien traiter
quelques exercices plutét que de survoler tous les exercices. Le baréme est
donné 4 titre indicatif et prendra en compte cette derniére recommandation.

Exercice 1. (~ 5 points). (1) En utilisant le théoréme de convergence dominée, calculer les
limites des suites d’intégrales suivantes

x ‘_/Oo cos(nz) Qe V. /°° dy 7 . /Oonln(1+z/n)
"o x4+ 1)(1+22) 7 Ty oy TN (1+422)2 °

(2) Sans utiliser le théoréme de convergence dominée, calculer les limites des suites d’intégrales

o0 sin(ns)\" ds Logl/n
Sy 1= (l ) T, = / dt.
/0 + n2 1+ gl+l/n 0 1_¢

(3) En le justifiant proprement, montrer que
0 g2 >* 9
du = —.

(Ind. On pourra introduire la suite de fonctions fi(z) := e=*%).

suivantes

Exercice 2. (~ 3 points). Pour n > 1 entier et a > 0 réel, on définit le simplexe ¥, (a) et
son volume V,,(a) par

Yn(a) ={zeRl;z1+ - +x, <a}, Vi(a) = M(En(a)),

ol \,, désigne la mesure de Lebesgue de R™. On note simplement %, := 3, (1), V,, := V,,(1).
(a) Montrer que V,,(a) = a™V,, pour tout n > 1 et a > 0.

(b) Calculer directement V;. Pour n > 2, établir I’équation

1
Vi = / Voo1(1 — x)dx.
0
En déduire une relation de récurrence entre V,, et V,,_1, puis la valeur de V,, en fonction de n.

Exercice 3. (~ 8 points). Dans cet exercice, on considére I'ensemble R*. =0, co[ muni de la
tribu borélienne # = #(R* ) et de la mesure de Lebesgue dz = d\. On note £2 = L3(R?,, £, dx)
I'espace de Lebesgue des fonctions mesurables de carré intégrable. On note C.(R% ) I'espace des



fonctions continues & support compact, c’est-a-dire, f € C.(R%) si f : R% — R est continue et
il existe a,b €]0,00[, a < b, tels que f(z) =0siz ¢ [a,b].

(1) Montrer que si f € £2, alors la fonction u +— f(u)/u est intégrable sur [a, co[, pour tout réel
a > 0, en particulier, on peut définir

V>0, F(x) ::/oofiu)du. (1)

Montrer que la fonction F' est continue sur |0, ool.

(2) On commence par supposer que f appartient a C.(R?.).

(a) Montrer que F est continument dérivable, nulle au voisinage de oo, constante au voisinage
de 0, donc en particulier F € C*(Ry) N L2(Ry).

(b) En observant que zF " = —f et en utilisant une intégration par parties, montrer que
o [o@)
/ (F(2))2dz = 2 / F2) f(z) da.
0 0

(c) En déduire que
[Fl g2 < 2[| 2

(3) Cette question est plus difficile et elle sera notée hors baréme. On y montre deux résultats
« de densité » (3b) et (3c) utiles dans la question (4).

(a) Soit (p,) une suite régularisante qui est définie par p,(z) := np(nx) pour une fonction
p € CX(R), suppp C [-1,1], p > 0, [ pdaz = 1. Pour g € LN L, on pose gn := (g Lj2/nn]) * Pn-
Montrer que (g,,) est une suite de C.(R*) telle que g,, — g en norme £ lorsque n — oo et telle
que la suite (||gn||z) est uniformément bornée dans R. En déduire que g, — g en norme L2
lorsque n — oo.

(b) Pour f € £2, déduire de la question (a) qu’il existe une suite (fx) de C.(R*) telle que
fr — f en norme £? lorsque k — oo.

(c) Soit G' € £2. Déduire de la question (b) que G = 0 p.p. si

/ Gedr =0, Ve C(RY).
0

(4) On revient au cas général f € £2, et on note (f;) la suite construite a la giestion (3b).

(a) On note Fy la fonction associée a fi par la relation (1). A l'aide de la question (2),
montrer que (F},) est une suite de Cauchy puis qu'’il existe F' € L? tel que Fj, — F en norme L2
lorsque k — oc.

(b) Pour ¢ € C.(R% ), on définit

1

Vu>0, P(u):= " /Ou o(z) dx.

Montrer que ® € £2, puis que

/Fcpdx:/ fOdu et / Fkgod:v:/ f1® du.
0 0 0 0

/F(pdx—/ f@du,
0 0

En déduire que

puis que F € £2.



Exercice 4. (~ 5 point). Soit (X,,) une suite de var indépendantes £? de méme loi centrée,
soit donc E(X,,) = 0 et on note 02 := E(X?2) < co. On définit

1
(X1+---+X,), n>1,

Y, = —
n

et le but de cet exercice est de montrer que Y,, — 0 p.s.

1) Expliquer sous quelles hypothéses on peut affirmer que Y;, — 0 en loi (on donnera un
énoncé précis et le nom de ce résultat).

2) Montrer que

puis que

3) En déduire que Y2 — 0 p.s.
On définit

q(n
q(n) :=max{k* k€N, k*<n} et A,:=Y, - (n)Yq(n).

4) Montrer que g(n) <n < q(n) +2+/q(n) + 1 et que

1 n
A, =— 3
= DX
j=q(n)+1

5) En déduire que

puis que A,, — 0 p.s.
6) Conclure que Y,, — 0 p.s.



