Université Paris Dauphine-PSL
L3 Mathématiques Appliquées
Intégrale de Lebesgue et Probabilités

Examen, Jeudi 23 Juin 2022.
Durée : 3h.

Tous les appareils électroniques et les documents sont interdits. Les solutions devront
étre rédigées de maniére rigoureuse. Lorsque des résultats du cours seront invo-
qués, ils devront clairement étre énoncés. Il est préférable de bien traiter
quelques exercices plutét que de survoler tous les exercices. Le baréme est
donné 4 titre indicatif et prendra en compte cette derniére recommandation.

Exercice 1. (~ 5 points). Dans cet exercice, lorsque que le calcul d’une limite est demandé,
on en donnera sa valeur explicite comme élément de R := [—o0, +00].

(1) Enoncer le théoréme de convergence dominée. En utilisant ce théoréme, calculer les limites
des suites d’intégrales suivantes

00 2 o) d oo :
X, ::/ %e_mdx, Y, ::/ 7y, Zy, ::/ %@dz.
o nrc+1 o Y+ o (1+2?)

(2) Sans utiliser le théoréme de convergence dominée, calculer les limites des suites d’inté-
grales suivantes

1
Shn ::/ 1 sin (ns / min( Vi, n)e”tdt,
0 "+ gl— l/n

a l'aide d’un résultat du cours que 'on énoncera proprement.

(3) En le justifiant proprement, montrer que
1
d
Z / (1 —z)dx = / T
0 ]. +x

Exercice 2. (~ 2 points) a) Pour tout A €]0,+oo| et tout (p,q) € N2, on définit

A
I\(p,q) :== /0 tP(\ —t)4dt.

Monrer que

_ pg pra+l
I(p,q) = TETES] A .

b) En déduire la valeur (sous la forme d’un rationnel explicite) de I'intégrale

J = // 22y"(1 — 2 — y)° dady,
D

ot D := {(z,y) e R%; x +y < 1}.



Exercice 3. (~ 2 points) Calculer I'intégrale

//A(:v2 + 92 — 2zy) dxdy,

ot A :={(x,y) € R?% 0 <y <, 22 +y? < 1}. (Indication : on pourra faire un dessin et penser
a passer en coordonnées polaires).

Exercice 4. (~ 4 points) On fixe un espace mesuré (E, .o, 11).

(1) Soient (f,,) une suite de fonctions de LY(E, o7, i), f € LY(E, o/, 1) et C € R telles que
fu(x) = f(x) p.p. dans E et ||fnllz1 = || fll 21 lorsque n — oo.

2) Montrer que 0 < |fu — | — |fal + |£] < 21|
b) En déduire que

i [ 14— ldu=0.
n—oo E

(2) On fixe maintenant 1 < p < oo. Soient (f,) une suite de fonctions de LP(E, </, u),
f € LP(E, o n) et C € R telles que fr(x) — f(z) p.p. dans E et ||fullce — ||f]lcr lorsque
n — oo.

a) Montrer que pour tout € > 0, il existe C; > 0 tel que
Vs, t eR, |ls+t]P —|s|P| <els]P 4+ Ce|t]P.
En déduire que
Wa = [fal? = 1f = ful? = 1f Pl < elfu = fIP + (Ce + DIfP

b) En adaptant la preuve de la question (1), montrer que

lim [ max(W,, —e|f, — f|’,0)du =0, Ve > 0.

n—00 E

En déduire que

n—oo

lim / |fr — fIPdp = 0.
E

(Ind. On pourra penser a écrire Wy, < max(W, — el f, — f[P,0) + €[ fn — fIF).

Exercice 5 - mesures étrangéres. (~ 2 points) Pour deux mesures A, o définies sur un
méme espace mesurable (E,.27), on dit que

- 0 est absolument continue par rapport a A si (A € &7 et A(A) = 0) implique o(A) =0;

- A et o sont étrangéres s’il existe S € o tel que A(S) =0 et o(5¢) = 0.

Soient p et v deux mesures sur un méme espace mesurable (F, &) avec u(E) fini. On pose
m = sup{u(A); Ac .o, v(A) =0}.
1) Montrer qu’il existe une suite (A4,) de &7 telle que v(Ay,) = 0 et u(A,) — m lorsque
n — oo.
2) On note S :=J A,. Montrer que S € &7, v(S) =0 et u(S) = m.

3) Pour A € o7, on note pe(A) := p(ANS) et pe(A) := p(ANS). Montrer que fie et pg
sont des mesures sur (E,.2/) qui sont étrangeéres et telles que u = pe + 1. Montrer enfin
que e et v sont étrangeéres.



4) Montrer que p, est absolument continue par rapport a la mesure v.

(Ind. Pour A € & tel que v(A) = 0, on introduira ’ensemble B := S U (AN S¢) et on
calculera v(B) et u(B)).

Exercice 6. (~ 6 points) On fixe un espace probabilisé¢ (Q2, &, P).

(1) Soit (X,) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes centrées £2. On définit
Sn:=X1+---+X,. Pour e > 0 et n > 1, montrer que

P(lgl/?gxn 1Sk > ¢€) = ;P(Ak),

Ofl

Pour n > k£ > 1, montrer également que
B(S214,) = B(S214,) + E((Sn — S1)% 1a,) > <P(Ay).

En deduire que

1 2
P, 190 2 9) < 5 ) BOXD):

(2) Soit (Y;,) une suite de va réelles iid centrées £? et soit a > 1/2.
a) On note X, :=Y,/n% et S, := X1+ ---+ X,,. A l'aide de la question (1), montrer que
pour tout M > N, on a
c 1
)

P( max [S,— Sn|>¢) < 3 V3T

N<p<M

=:n:(N),

pour une constante numérique C' > 0 (que 1'on n’essaiera pas de calculer).
b) On définit
wy = max |5, — Sg|.
N = ma X [Sp — Sl

) el

Montrer que (wy) est une suite décroissante de va positives et que
P(wy > 2¢) < 2n(N).
¢) Montrer que limwy est une va positive, puis que

Plimwy =0) =1— lim P(limwy > 1/k),

k—o0

et enfin que
Plimwy > 1/k) =0, Vk>1.
En déduire que wy — 0 presque stirement.

d) Etablir finalement que la série
o0

Yo,

n=1

est presque stirement convergente.



