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TD1. Ensembles, tribus, fonctions mesurables

On traitera en priorité les exercices notés d’un = . On traitera en dernier (ou pas) les exercices
(difficiles, redondants, ...) notés d’'un 4.

I - Ensembles

Exercice 1.
Soit A, B, C' trois ensembles.

a) On suppose que AUB C AUC et ANB C ANC. Montrer que B C C.
b) On suppose que AUB=AUC et AN B = ANC. Montrer que B = C.

Exercice 2. =
Soit (Gij)1<i<n,1<j<m une famille d’ensembles. Montrer que

n

NUe)- U (NG

i=1 j=1 1<j1sjn<m i=1

Exercice 3. 4
Soit £/ un ensemble et A, B, C, D des parties de E. On note

AAB:=(AUB)N(ANB) = (ANB)U (BN A)

la différence symétrique de A et B. Calculer AA D, A A E et AA A, puis montrer
a) (AUB)=(AAB)A(ANB),
b) (AAB)AC=AA(BAC).
c) (ANB)N(C~D)=(ANC)~(BUD,),

Exercice 4. =
Soit E et F' deux ensembles et f : E — F une application.

a) Soit A C E. Montrer que A C f~!(f(A)) mais que I'égalité peut faire défaut. Montrer
qu’'on a égalité si f est injective.

b) Montrer que si pour tout sous-ensemble A de F on a l'égalité¢ A = f~1(f(A)), alors f est
injective.

c¢) Soit B C F. Montrer que f(f~'(B)) C B mais que I'égalité peut faire défaut. Montrer
qu’on a égalité si f est surjective.



d) Montrer que si pour tout sous-ensemble B de F on a l'égalité f(f~(B)) = B, alors f est
surjective.

Exercice 5. =

Soit E et F' deux ensembles, f : E — F une application, (A;);e; une famille de parties de E
et (Bj)jes une famille de parties de F'. On suppose I et J non vides. Soit B une partie de F.
Démontrer les assertions suivantes.

a) f(UAZ) = Uf(AZ-) et f(ﬂA,-) C ﬂ f(A;), avec égalité quand f est injective.

el el el el
b) f! ( U Bj) =Jr B et ( N Bj) = /(B
jeJ jeJ jeJ jeJ

¢) “(f1(B)=f(B).

Exercice 6. =

Soit A, B C E. Pour chacune des fonctions suivantes, définies sur E et a valeurs réelles, dire si
elle est la fonction indicatrice d’une partie de E et si oui, de laquelle.

a) ]lA+ILB, b) ILA—]lB, C) ILAILB, d) |ILA—ILB|, e)]lA+]lB—IlA]lB,

f) Sup(ILA,]lB), g) inf(]lA,ILB).

Exercice 7.
Déterminer explicitement ou graphiquement les fonctions définies sur R

Z L1 Z Linnt1/2); Z L, 400l Z Lio,n[-

n>0 n>0 n>1 n>0

Exercice 8. =
Si (An)n>0 est une suite d’ensembles on note

liminf A,, = U ﬂ Ay et limsup A,, = ﬂ U Ay

n k>n n k>n

a) Que représentent les ensembles lim inf,, A, et limsup,, A,, 7 Montrer que

limsup A4,, = {Z 1,4, = oo}, liminf A,, = {Z Tae < oo}

n>0 n>0

b) Déterminer liminf, A, et limsup, A, si 4, =] — oo, (—1)"].

c) Montrer que
ﬂAn C liminf A,, C limsup A,, C UA”'

d) Relier les fonctions indicatrices 1n, . 4, et 1y, . 4, aux fonctions 1,4,.

e) Montrer que (limsup,, 4,)¢ = liminf, A%, (liminf, A,)¢ = limsup,, AS.

Exercice 9. &



a)

b)

Montrer que I'ensemble des points de discontinuité d’une fonction monotone f : [a,b] — R
est dénombrable. (Ind. On pourra considérer les ensembles J(n) = {z € |a,b] ; |f(z+) —

flx=)| > 1/n}).

Qu’en est-il pour une fonction réelle monotone définie sur R tout entier ?

II - Tribus

Exercice 10.
Donner des conditions sur un ensemble E pour que les classes suivantes soient des tribus :

a)

o o O

@

)
)
)
)
f)

2)

{@,{z}, E} ot x € F est donné.
{@,{z}, {z}, E} ou z € E est donné.
La classe des singletons de E.

La classe des parties finies de E.

La classe des parties dénombrables de E.

La classe des parties finies ou cofinies de E. On dit qu’une partie A de E est cofinie si
E~ A est finie.

La classe des parties dénombrables ou codénombrables de E. On dit qu’une partie A de
E est codénombrable si £\ A est dénombrable.

Comparer les tribus engendrées par les différentes classes de parties décrites ci-dessus.

Exercice 11.
Soient I C N, E un ensemble et {A;, i € I} une partition de E, c’est-a-dire, E = U, A;, A; # )
et A; N A; =0 lorsque i # j. On définit

A= {UAi; Jc]}.

e

Montrer que I'ensemble de parties A est une tribu. Montrer que A est en bijection avec
P{1,...,n}) sicard(]) = n < oo et que A est en bijection avec P(N) sinon.

Exercice 12. =

2)
b)

Soit A et B des classes de parties de E telles que A C B. Montrer que o(A) C o(B).

Montrer que l'intersection de deux tribus est une tribu. Généraliser a une famille quel-
conque de tribus.

Montrer que la réunion de deux tribus n’est pas toujours une tribu.

Soient A et B deux tribus sur £. Montrer que

d(AUB)=c({AUB|Ac A BeB})=c({ANB| Ac A B¢ B)).

Exercice 13.
Soit f: E — F une application.



a) Montrer que 7 = {4 € P(E)|A = f~'(f(A))} est une tribu sur E.

b) Si A est une tribu de F et F' = F, montrer que B = {A € A|A = f~1(A)} est une sous
tribu de A. Montrer que f est B-mesurable.

Exercice 14.
Soit f : E — F une application et A une tribu sur £. Montrer par un contre-exemple que la
classe des images directes {f(A) | A € A} n’est en général pas une tribu sur F.

Exercice 15. =

Soit F la famille des intervalles semi-fermés de R, c’est-a-dire des intervalles de la forme |[a, b]
ou | —o0,b[, —00 < a < b < 400, et soit A la famille des réunions finies d’éléments disjoints de
F. Montrer que F est une semi-algébre, A est une algébre et que o(A) = o(F) coincide avec
la tribu borélienne de R.

Exercice 16. =
Soient (F,.A) un espace mesurable et F' C E. Montrer que 'ensemble des traces sur F' des
éléments de A, soit donc

B:={ANF, Ac A},

est une tribu sur F.

Exercice 17. =
Soient (E,A) et (F,B) deux espaces mesurés, € C P(E) et F C P(F) tels que A = o(&) et
B=o(F)et E €& F e F.On définit

C={AxB,Acé, BeF}, G:={AxF, AcE}U{EXx B, Be F}.

a) Montrer que G C C C 0(G). En déduire que 0(G) = A® B.

b) Montrer que si £ et F sont des algébres alors C est une semi-algebre.

Exercice 18. /#/ [Variante du lemme des classes monotones|
Soit £ un ensemble.

a) On dit que C C P(F) est un w-systéme si C est stable par intersection.
b) On dit que C C P(E) est un A-systéme si
i) FecC;
ii) C est stable par différence propre (A, B€ C,AC B — B~NA€();
iii) C est stable par limite croissante.
Si & C P(E), on note L(E) le plus petit A-systéme contenant &.

1) Montrer que les ensembles de parties suivants sont des m-systémes :

i) la classe des intervalles C; := {] — 00, 2], © € R};
ii) la classe des singletons Cy := {{z}, z € E} U{0};
iii) la classe des pavés Cy :={A x B; A, B € P(E)}.

2) Montrer que si € C P(E) alors £(£) est bien défini.
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3) Montrer que si C est un m-systéme alors £(C) = o(C). (Ind. Adapter la preuve du lemme
des classes monotones).

III - Fonctions mesurables

Exercice 19.
Soit (F,.A) un espace mesurable et (f,,)nen une suite de fonctions mesurables de (E,.A) dans
R. Montrer que ’ensemble

A= {x € F :lasuite (f,(x))nen est convergente}

est un élément de A. (Ind. Penser au critére de Cauchy).

Exercice 20. = B
Soit (a,) une suite de réels. On définit dans R les nombres

limsupa, = lim supa, et liminfa, = lim inf a.
n—00 n—0o0 p>n n—00 n—oo k>n
a) Pourquoi ces nombres sont-ils bien définis ?

b) Vérifier les assertions suivantes

limsupa, < « dn, Vk>n, ap <
dn,Vk >n, a, < «
limsupa, > «

Vn,dk>n, ay > «

limsupa, <«
Vn,dk>n, a, >«

limsupa, > a.

L

¢) Montrer que liminf a,, < limsupa, et que (a,) converge vers { € R si, et seulement si,
limsup a,, = liminfa, = ¢.
d) Soit (b,) une deuxiéme suite de réels. A-t-on toujours
lim sup(a,, + b,) = limsup a,, + limsup b,,?

Et si les deux suites sont bornées ? Et si (b,,) converge ?

e) Soit (A,,) une suite d’ensembles. Comparer
limsupla,, limsupa,, Iminfly,, Lininfa,.
Exercice 21.
Soit f : R — R une fonction monotone. Montrer que f est borélienne.

Exercice 22.
Soit f: R — (R, B(R)) définie par f(z) = 22



a) Montrer que la tribu image réciproque est o(f) = {4 € B(R), A = —A}.
b) Déterminer I'ensemble des fonctions mesurables de (R, o(f)) dans (R, B(R)).

Exercice 23. =
Soient F' un ensemble, (F;, 3;) deux espaces mesurables et g; : F' — F; deux applications. On
note m; : Fy x Fy — F; les projections canoniques sur F;. On rappelle que

B:=0((g9i)iz12) = a< U g{l(Bi)>, By @ By :=0{A; x As, A; € B;}.

1=1,2

a) Montrer que o((g;)i=12) est la plus petite tribu de F rendant les ¢g; mesurables.

b) En déduire que By ® By est la plus petite tribu de Fy x F, rendant les 7; mesurables.

Soit (£, .A) un ensemble mesurable.
c) Montrer que f : (E, A) — (F, B) est mesurable si, et seulement si, g;of : (E,A) — (F}, B;)
est mesurable pour i = 1, 2.
d) Soit f: (E, A) — F; x F5. On note f = (f1, f2), soit donc f; :== 7o f. En déduire que f
est (A, By ® By)-mesurable si, et seulement si, f; est (A, 3;)-mesurable pour i = 1, 2.

Exercice 24. /#/[lemme de la classe monotone fonctionnelle]
Soient H un espace vectoriel de fonctions réelles bornées sur F et C une classe de parties stable
par intersection et contenant £. On suppose

a) VC eC, 1c € H;
b) pour toute suite croissante positive de H qui converge vers une limite f bornée, on a
feHn.
Montrer que les fonctions o(C) mesurables bornées appartiennent a H.

On pourra procéder en plusieurs étapes :

a) Montrer que M = {A C F; 14 € H} est une classe monotone.

b) En déduire que o(C) € M (Ind. Utiliser le lemme de la classe monotone).
c) En déduire que les fonctions étagées de o(C) appartiennent a H.

d) Conclure.



