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TD 3 : Théorémes de convergence

On traitera en priorité les exercices notés d’un = . On traitera en dernier (ou pas) les exercices
(difficiles, redondants, ...) notés d’'un 4.

Exercice 1. % Dans les quatre cas suivants (ou f, : R — R) montrer que la suite ( [, fd))
converge et déterminer sa limite.

ne- %

a) fulr) = \/ﬁ’
B \/1 + n222’
c) fa(x) = sin(nz)Lj (),
d) fulz) = Icos< )|Vre

Exercice 2. = Calculer la limite des suites suivantes :

.2

@ 1
~Jal/n g et o d L
/Re z, /chos(%)_l (8] cos(2)[>2} AT, stm(nm)

m>1

Exercice 3. Déterminer la limite des suites (/,),>1 suivantes :

+oo

. b ne® 3 n+k
) [n:/o w1 W=D

2
ne’ +m . sing  x'/" +° sin(na™)
(111) I, = /R ————dv (1V> I, :A) ——dx (V> I, :/0 Wdl'-

ne2r* 4 4x4 too] 2 14+ xl/n

Exercice 4. = Soient (E, A, 1) un espace mesuré et ( f,,),>o une suite décroissante de fonctions
mesurables positives qui converge p-p.p. vers une fonction f.

a) On suppose qu'il existe ng tel que [, fn,dp < co. Montrer que lim, o [, fudp = [, fdpu.
b) Que peut-on dire sans I'hypothése d’intégrabilité ?

Exercice 5. Soit (f,,)nen une suite de fonctions définies sur (E, A, 1), mesurables et positives.
On suppose que (f,)nen converge simplement vers f u-p.p., et que

/Efndu — /Efd,u < +o00.
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Montrer que / |fn — fldp — 0. (Ind. Commencer par montrer que (f — f,,)+ — 0 dans £).
E

Exercice 6. Soit f :]0,1[— R une fonction positive, monotone et intégrable. On définit pour
tout n > 1, g,(z) = f(2™). Calculer la limite de f]o 1 IndA.

Exercice 7. Soient (E, A, 1) un espace mesuré et f : E — R une fonction intégrable.
a) Montrer que lim, nu({|f| > n}) =0.

b) Montrer que
1
2—2/ |f2dp < +o0.
= Jifi<n

n>1

Exercice 8. [Application du lemme de Borel-Cantelli]

Soit (X, A, 1) un espace mesuré et soit (f,,),>1 une suite de fonctions mesurables telles qu’il
existe M > 0 vérifiant [, |f.[*dp < M pour tout n > 1. Montrer qu'’il existe A € A de mesure
nulle tel que pour tout x € A° on a que |f,(x)| < n & partir d'un certain rang.

Exercice 9.

a) Soit (E, A, 1) un espace mesuré. Soit (f,)n>0 une suite de fonctions mesurables positives
qui converge simplement vers f et telle que ||f,|i < K pour tout n > 0, pour une
constante K. Montrer que || f]; < K.

b) On considére la suite de fonctions (f,,),>0 définies par fo, = L0172 €t font1 = L2

Calculer / limsup f,dA\ et limsup / fndA.
1
c) Soit f, :== —1jg,, calculer /lim sup fd\ et lim sup/fnd)\.
n n n

Exercice 10.

a) Donner un exemple de suite de fonctions boréliennes positives (f,),>0 de R dans R telle
que fR fndX admet une limite ¢ > 0 et fR liminf f,d\ < c.

b) Si (E, A, ) est un espace mesuré, (f,),>0 une suite de fonctions intégrables de signe quel-
conque telle que [, [liminf f,|du < 400, a-t-on toujours [, liminf f,dp < liminf [, fodp?

¢) Donner une suite (f,)n>0 de fonctions continues sur [0, 1] & valeurs dans [0, 1] telle que
pour tout = € [0, 1] la suite f,(z) n’admet pas de limite et lim,, f[o 1 fndX = 0.

d) Exhiber une suite ( f,,),>0 de fonctions continues positives sur [0, 1] telle que lim,, o || fu|l1 =
0 et sup,,q fn(z) = +o0o pour tout x € [0,1] (et donc f[o 11 SUPy>0 fn = +00) .

Exercice 11. = Soient (£, A, ;1) un espace mesuré, et f une fonction A — R p-intégrable.

a) Montrer que :

/ |FILgp1>nydpe — 0.
E n o0

b) En déduire que : Ve > 0, 30 > 0, VA € A,

H(A) §5=>/A|f|dlt§6

(Ceci exprime “I'uniforme continuité de l'intégrale” par rapport a la mesure).
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c) Soit f:R,; — R intégrable pour la mesure de Lebesgue et F' définie sur R, par

Flz) = /[O } Fdx

Montrer que F' est uniformément continue sur R, .

Exercice 12. = Soit (F,.A, ;1) un espace mesuré tel que p(E) < oo. Soient (f,)n>1 et f des
fonctions mesurables de (E,.A) dans (R, B(R)). On suppose

(i) (fn) converge en mesure vers f;
(ii) il existe une fonction g : £ — R, intégrable telle que |f,| < g p-p.p. pour tout n > 1.
Montrer que
a) |f| <g p-pp.
b) f. — fausens £! (Ind. On pourra utiliser la propriété d’uniforme continuité de I'intégrale
par rapport a la mesure).

Exercice 13. Soit (E, A, i) un espace mesuré et f et (f,,)n>1 des fonctions intégrables telles que

/ = fldu —> 0.
E n—oo

Montrer qu’il existe une suite extraite (fyn))n>1 convergeant vers f u-p.p., et une fonction g
intégrable telle que sup,,> | fom)| < g p-p.p.

Exercice 14. Soit (E, A, ;1) un espace mesuré et ¢ : R — R une fonction continue telle que
lo(t)] < C|t|, ¥Vt € R. On considére 'application ® : £! — £! définie par

(®f)(@) = ¢(f(z), YzeE, VfeLl
Montrer que ® est définie et continue de £' dans lui-méme.

Exercice 15. =

oo o
sin x 1
Mont : dr = .
a) Montrer que /0 e E ol

n>1

b) Soit f : R — R une fonction borélienne telle que pour tout a € R, la fonction x — € f(x)
est intégrable. Montrer que pour tout z € C, / e f(x)de = Z Z—‘ / " f(z)dx.
R n>0 ' IR

. . . : tee 1 —cosw
Exercice 16. Soit ¢ la fonction définie sur |0, 400 par : ¢(t) = / e ——dux.
0 x

a) Montrer que ¢ est continue sur |0, +o0].
b) Montrer que ¢ est dérivable sur |0, +o0[ et calculer explicitement sa dérivée.

c) Calculer la limite de ¢(t) quand ¢t — +o00. En déduire la valeur de ¢(t).

Exercice 17. = Soit I' la fonction définie sur R?} par

+o0o
[(t) = / e " dr.
0
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Montrer que I' est de classe C*° sur RY.

Montrer que, pour tout n € N*, I'(n + 1) = nl.

—+o00 t
Montrer que, pour tout ¢t > 0, T'(t + 1) = \/Ette_t/ (1 + i) e Vi dy.

Vi Vit

Montrer que, pour tout y > 0, la fonction ¢ — tIn <1 + %) — y\/t est décroissante sur
10, +o0[ et que pour tout y € |—+/¢,0[, tIn (1 + \/%) —yVit < —y2—2.

Montrer que

0 y t Vi 400 y t Vi +00 2
lim 14+ =] e V¥ ]y = lim (l—l— —) e Vi :/ e v/ dy.
t=rtoo ﬁ( \ﬁ) RS 0 Vit Y 0 Y

En admettant que f0+°° eV 2y = /%, en déduire la formule de Stirling :

C(t+1) ~ Vortthe ™.

“+o0



