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TD 4 : Théorèmes de Fubini
et de changement de variables

On traitera en priorité les exercices notés d’un +. On traitera en dernier (ou pas) les exercices
(difficiles, redondants) notés d’un «.

Exercice 1. Soit E1 et E2 deux ensembles et A1 ⊂ P(E1), A2 ⊂ P(E2). Notons A1 × A2 =
{A1 × A2; Ai ∈ Ai}. A-t-on l’égalité suivante, entre tribus de E1 × E2,

σ(A1 ×A2) = σ(A1)⊗ σ(A2) ?

Exercice 2. Soit (E1,B1) et (E2,B2) deux espaces mesurables. On considère l’espace produit
(E,B) avec E = E1 × E2 et B = B1 ⊗ B2. On pose

B′1 = {B × E2 ; B ∈ B1}.

a) Montrer que B′1 est une sous tribu de B.
b) Soit F : E1 × E2 → R une fonction B-mesurable. Montrer que F est B′1-mesurable si et

seulement si il existe une fonction mesurable f : E1 → R telle que

F (x1, x2) = f(x1).

Exercice 3.
a) Montrer que P(N)⊗P(N) = P(N2).
b) Soit µ la mesure de comptage de N. Montrer que µ⊗ µ est la mesure de comptage de N2.

Exercice 4. « Montrer que le graphe d’une fonction borélienne de Rd dans R est de me-
sure nulle.

Exercice 5. + Soit (E,A , µ) un espace mesuré σ-fini.
a) Soit u : E → [0,+∞[ une fonction positive et mesurable. Montrer que∫

E

u dµ =

∫ +∞

0

µ({x ∈ E : u(x) ≥ t})dt.

b) Plus généralement, soit p ≥ 1 et u : E → [0,+∞] une fonction positive mesurable.
Montrer que ∫

E

up dµ = p

∫ +∞

0

tp−1µ({x ∈ E : u(x) ≥ t})dt.
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Exercice 6. [Principe de Cavalieri] Soient (E,A , µ) est un espace mesuré σ-fini, f : E → [0,∞]
une fonction mesurable et Φ : R+ → R+ une fonction croissante, de classe C1 et telle que
Φ(0) = 0. Montrer que ∫

E

Φ(f)dµ =

∫
R+

Φ′(λ) ρf (λ)dλ,

où ρf (λ) := µ({x ∈ E; |f(x)| > λ}) et dλ désigne la mesure de Lebesgue sur R+.

Exercice 7. Soit (R,A, µ) un espace probabilisé. Soit f et g deux fonctions de L1(R, µ),
monotones de même sens et vérifiant fg ∈ L1(R, µ). Montrer que∫

R
fgdµ ≥

∫
R
fdµ

∫
R
gdµ.

(Indication : considérer la fonction ϕ(x, y) = (f(x)− f(y))(g(x)− g(y)))

Exercice 8. Soit f : [0, 1]→ [0,+∞[ borélienne et A ⊂ R3 l’ensemble

A = {(x, y, z) ∈ R3 : x ∈ [0, 1], y2 + z2 ≤ f(x)}.

a) Montrer que l’application

F : [0, 1]× R× R→ R, F (x, y, z) = y2 + z2 − f(x)

est borélienne et en déduire que A ∈ B(R3).
b) Pour x ∈ [0, 1] déterminer la section Ax = {(y, z) ∈ R2 : (x, y, z) ∈ A} et calculer sa mesure.
c) Calculer le volume de A en fonction de f . Vérifier que V ol(A) = π/3 si f = x2.

Exercice 9. + Soit α ∈ R et soit f définie sur (R+)2 par f(x, y) = 1
(1+x+y)α

. Déterminer les
valeurs de α pour lesquelles f est intégrable. Calculer alors son intégrale.

Exercice 10.
a) Montrer que

∫ +∞
0

e−xtdt = 1
x
pour tout x > 0.

b) Soit a > 0. Montrer que
∫ a

0
sinx
x
dx =

∫ +∞
0

(∫ a
0
e−xt sinxdx

)
dt.

c) Calculer
∫ +∞

0
sinx
x
dx.

d) Montrer que la fonction sinx
x

n’est pas intégrable sur [0,+∞[.

Exercice 11.

a) Calculer de deux façons différentes
∫
R2
+

dxdy

(1 + y)(1 + x2y)
pour obtenir la valeur de

∫ 1

0

lnx

x2 − 1
dx.

b) En déduire l’égalité
∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
=
π2

8
.

Exercice 12. « Soit B ⊂ R2. On définit l’ensemble t(B) = {x1 ∈ R/ (x1, 0) ∈ B} et on
considère

T = {B ⊂ R2/ t(B) ∈ B(R)}.
a) Montrer que T est une tribu contenant B(R2).
Dans la suite, on suppose que B = A× {0}, où A est une partie de R telle que A /∈ B(R).
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b) Montrer que B /∈ B(R2).
c) Soit θ ∈]0, π/2[ et ρ la rotation d’angle θ : pour tout (x1, x2) ∈ R2,

ρ(x1, x2) = (x1 cos θ − x2 sin θ, x1 sin θ + x2 cos θ).

Notant 1B la fonction indicatrice de B, on pose f = 1B ◦ ρ. Montrer que f n’est pas borélienne
mais que les fonctions f(., x2), f(x1, .) sont fonctions boréliennes d’une variable.

Exercice 13. Soient µ et ν deux mesures σ-finies définies sur (R,B(R)).
a) Montrer que l’ensemble D = {x ∈ R : µ({x}) > 0} est dénombrable.
b) Montrer que (µ⊗ ν)(∆) =

∑
x∈R µ({x})ν({x}) où ∆ est la diagonale de R2.

Exercice 14. Soit F une fonction càd-làg, croissante et tq F (−∞) = 0, F (+∞) = 1.
1) Montrer que la fonction G :]0, 1[→ R définie par

G(u) := inf{x ∈ R, F (x) ≥ u}

est càg-làd.
2) En notant λ la mesure de Lebesgue sur [0, 1], montrer que la mesure image G]λ a pour

fonction de répartition F .

Exercice 15. On note (Rn, ‖ · ‖) l’espace euclidien usuel de dimension n et B(0, r) = {x ∈
Rn, ||x|| < r} la boule euclidienne de rayon r > 0. On va calculer le volume ωn de la boule
unité B(0, 1) en jouant avec la fonction Γ. On rappelle que pour s > 0, Γ(s) =

∫ +∞
0

ts−1e−tdt.

a) Montrer que
∫
Rn e

−‖x‖2dλn(x) = π
n
2 .

b) Exprimer le volume de B(0, r) en fonction de ωn.
c) Montrer que ∫

Rn
e−‖x‖

2

dλn(x) =

∫ +∞

0

λn({x ∈ Rn : e−‖x‖
2

> t})dt .

d) En utilisant l’homogénéité de la fonction volume, déduire de la formule ci-dessus que∫
Rn
e−‖x‖

2

dλn(x) = ωn

∫ 1

0

(− ln t)
n
2 dt .

e) En déduire que ωn = π
n
2

Γ(n
2

+1)
.

f) Montrer que pour s > 1, on a Γ(s) = (s− 1)Γ(s− 1). En déduire par récurrence la valeur
de Γ

(
n
2

+ 1
)
, pour tout entier naturel n, puis le volume ωn de la boule unité :

ωn =


πk

k!
si n = 2k (k ∈ N),

2k+1πk

1 · 3 · 5 · · · (2k + 1)
si n = 2k + 1 (k ∈ N).

Exercice 16. « Soit ∆ et D deux ouverts de Rd et ϕ : ∆ → D un C1-difféomorphisme de
jacobien Jϕ.
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a) Montrer que Jϕ est intégrable sur ∆ si et seulement si λd(D) < +∞.
b) Montrer que Jϕ est borné sur ∆ si et seulement si il existe c > 0 tel que, pour tout ouvert

Ω ⊂ ∆, λd(ϕ(Ω)) ≤ cλd(Ω).

Exercice 17.
Soit ∆ =]0, 1[2×]−π, π[ et ϕ : R3 → R3 l’application définie par ϕ(u, v, w) = (u, uv cosw, v sinw).
a) Montrer que ϕ est un C1 difféomorphisme de ∆ sur son image.
b) Calculer λ3(ϕ(∆)).

Exercice 18.

a) Montrer que l’application ϕ définie sur R2 par ϕ(u, v) = (u2 + v2, 2uv) est un C1-
difféomorphisme de ∆ = {(u, v) ∈ R2;u > v > 0} sur D = {(x, y) ∈ R2;x > y > 0}.

b) En déduire la valeur de
∫

(R+)2
|u4 − v4|e−(u+v)2dudv.

Exercice 19. +

a) Montrer que l’application

ψ : ]0, 1[×]0, π[×]0, 2π[→ R3, (r, θ, φ) 7→ (r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ)

est un C1 difféomorphisme de ]0, 1[×]0, π[×]0, 2π[ sur son image, que l’on déterminera
précisément.

b) Calculer le volume de la boule B(0, R) de centre (0, 0, 0) et de rayon 0 ≤ R ≤ 1 de R3.
c) Calculer la valeur de ∫

B(0,1)

1√
x2 + y2 + z2

dxdydz.

d) Calculer le volume d’une calotte, c’est-à-dire de l’intersection de la boule unité B(0, 1)
avec le demi-espace r cos θ > a pour 0 < a < 1.

Exercice 20. + Calculer l’intégrale

I =

∫
y>x>0

e−y+x

√
y − x
y2

dλ2(x, y).

[Indication : on pourra considérer le changement de variable u = y − x, v = y/x.]
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