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TD 4 : Théorémes de Fubini
et de changement de variables

On traitera en priorité les exercices notés d’un = . On traitera en dernier (ou pas) les exercices
(difficiles, redondants) notés d'un 4.

Exercice 1. Soit F; et Ey deux ensembles et A; C P(E}), Ay C P(FE3). Notons A; x Ay =
{A; x Ay; A; € A;}. A-t-on I'égalité suivante, entre tribus de E; X F,

o(Ar x Ag) = 0(A1) ® 0(Ag) ?

Exercice 2. Soit (E1,B;) et (Es, B2) deux espaces mesurables. On considére l'espace produit
(E,B) avec E = E; X Ey et B=B; ® By. On pose

Bllz{BXEQ,BEBl}

a) Montrer que Bj est une sous tribu de B.

b) Soit F': Ey x Es — R une fonction B-mesurable. Montrer que F' est Bj-mesurable si et
seulement si il existe une fonction mesurable f : F; — R telle que

F(xy,79) = f(21).

Exercice 3.
a) Montrer que Z(N) @ 2 (N) = Z(N?).
b) Soit x4 la mesure de comptage de N. Montrer que p ® p est la mesure de comptage de N2

Exercice 4. # Montrer que le graphe d’une fonction borélienne de R? dans R est de me-
sure nulle.

Exercice 5. = Soit (£, .o/, 1) un espace mesuré o-fini.

a) Soit u: F — [0, +o0[ une fonction positive et mesurable. Montrer que

/Eudu = /;OO p({x € E:u(x) > t})dt.

b) Plus généralement, soit p > 1 et u : E — [0,+00] une fonction positive mesurable.
Montrer que

+oo
/Eup dp = p/o ' u({x € B :u(z) > t})dt.
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Exercice 6. [Principe de Cavalieri| Soient (F, o7, 1) est un espace mesuré o-fini, f : E — [0, 00]
une fonction mesurable et ® : R, — R, une fonction croissante, de classe C! et telle que
®(0) = 0. Montrer que

/Ecp(fm:/ B'(\) ps(A)dA,

R4
ot pr(A) = p({z € E; |f(z)| > A}) et d\ désigne la mesure de Lebesgue sur R.

Exercice 7. Soit (R, A, ) un espace probabilisé. Soit f et g deux fonctions de L'(R, pu),
monotones de méme sens et vérifiant fg € L'(R, u). Montrer que

AMWEAﬁMAMM

(Indication : considérer la fonction p(z,y) = (f(z) — f(v))(g9(x) — g(y)))
Exercice 8. Soit f :[0,1] — [0, +00[ borélienne et A C R? I'ensemble
A={(z,y,2) eR* :x € [0,1], 5> + 2> < f(2)}.
a) Montrer que 'application
F:[0,]]xRxR =R, F(x,y,2)=y*+2*— f()

est borélienne et en déduire que A € B(R3).
b) Pour x € [0, 1] déterminer la section A, = {(y,z) € R?: (z,y,2) € A} et calculer sa mesure.
¢) Calculer le volume de A en fonction de f. Vérifier que Vol(A) = n/3 si f = 22

Exercice 9. = Soit o € R et soit f définie sur (R, )? par f(z,y) = m Déterminer les

valeurs de « pour lesquelles f est intégrable. Calculer alors son intégrale.

Exercice 10.
a) Montrer que f0+°° e "dt = L pour tout z > 0.
b) Soit a > 0. Montrer que [j $22dy = [** ([ e~ sinadz) dt.
c) Calculer [ sz gy,
d)

Montrer que la fonction

ST pest pas intégrable sur [0, +-o00].
Exercice 11.
Inz

2 —1

dxdy
(I +y) (1 + 2%y)
2

1
a) Calculer de deux fagons différentes / pour obtenir la valeur de /
R 0

2

+
b) En déduire I'égalité i b
2 —_ T .

—~ (2n+1) 8

Exercice 12. # Soit B C R?. On définit 'ensemble ¢(B) = {z; € R/(x1,0) € B} et on
considére

T = {B c R*/#(B) € Z(R)}.

a) Montrer que T est une tribu contenant Z(R?).
Dans la suite, on suppose que B = A x {0}, ot A est une partie de R telle que A ¢ ZA(R).
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b) Montrer que B ¢ A(R?).
c) Soit 6 €]0,7/2[ et p la rotation d’angle @ : pour tout (z1,7s) € R?,

p(x1,x9) = (21 cos — xosin b, 1 sin 6 + x5 cos ).

Notant 1p la fonction indicatrice de B, on pose f = 15 0 p. Montrer que f n’est pas borélienne
mais que les fonctions f(.,xs), f(z1,.) sont fonctions boréliennes d’une variable.

Exercice 13. Soient u et v deux mesures o-finies définies sur (R, B(R)).
a) Montrer que 'ensemble D = {z € R: u({z}) > 0} est dénombrable.
b) Montrer que (1 ®@ v)(A) = g n({z})r({z}) ot A est la diagonale de R?,

Exercice 14. Soit I’ une fonction cad-lag, croissante et tq F(—o0) = 0, F(+00) = 1.
1) Montrer que la fonction G :)0,1[— R définie par

G(u) :==inf{zx € R, F(z) > u}
est cag-lad.

2) En notant A la mesure de Lebesgue sur [0, 1], montrer que la mesure image Gy a pour
fonction de répartition F'.

Exercice 15. On note (R™, || - ||) Pespace euclidien usuel de dimension n et B(0,7) = {x €
R”, ||z]| < r} la boule euclidienne de rayon r > 0. On va calculer le volume w, de la boule
unité B(0,1) en jouant avec la fonction I'. On rappelle que pour s > 0, I'(s) = 0+°O ts~letdt.

a) Montrer que [,, e I7I°d\,(z) = 7%,

b) Exprimer le volume de B(0,r) en fonction de wy,.
c) Montrer que

+o00
/ e e, (z) = / A({z e R : e 1#1° > )yt
n 0

En utilisant ’homogénéité de la fonction volume, déduire de la formule ci-dessus que

1
/ eI * N, () :wn/ (—Int)2dt.
n 0

n

e) En déduire que w, = F(g—il)
2

Montrer que pour s > 1, on a I'(s) = (s — 1)I'(s — 1). En déduire par récurrence la valeur
de I’ (% + 1), pour tout entier naturel n, puis le volume w,, de la boule unité :

7Tk

X si. n=2k (keN),

Wy = ok+1 1k

i n=2%+1 (keN)
T35 @hrn O Tkl (REN)

Exercice 16. # Soit A et D deux ouverts de R? et ¢ : A — D un C'-diffeomorphisme de
jacobien J,.



a) Montrer que J, est intégrable sur A si et seulement si A\y(D) < +o0.

b) Montrer que J, est borné sur A si et seulement si il existe ¢ > 0 tel que, pour tout ouvert
QC A, MN(p(2)) < eXg(Q).

Exercice 17.

Soit A =0, 1[*x]—m, 7| et ¢ : R® — R3 'application définie par p(u, v, w) = (u, uv cos w, vsinw).
a) Montrer que ¢ est un C! difféomorphisme de A sur son image.
b) Calculer A3(¢(A)).

Exercice 18.

a) Montrer que l'application ¢ définie sur R? par ¢(u,v) = (u? + v?,2uv) est un C'-
diffeomorphisme de A = {(u,v) € R u > v > 0} sur D = {(z,y) € R*;z >y > 0}.

b) En déduire la valeur de f(R+)2 lut — v e~ )’ dudo.

Exercice 19. =

a) Montrer que 'application
¥ 110, 1[x]0, 7[x]0, 27[ — R?, (r, 0, ¢) > (rsinf cos ¢, r sin O sin ¢, r cos §)

est un C! difféomorphisme de ]0, 1[x]0, 7[x]0, 27| sur son image, que I'on déterminera
précisément.

b) Calculer le volume de la boule B(0, R) de centre (0,0,0) et de rayon 0 < R < 1 de R3.

c) Calculer la valeur de

1
/ dxdydz.
B(0,1) \/2? + y* + 22

d) Calculer le volume d’une calotte, c’est-a-dire de l'intersection de la boule unité B(0,1)
avec le demi-espace rcosf > a pour 0 < a < 1.

Exercice 20. = Calculer I'intégrale
I:/ e_y”—‘yz_xd)\g(x,y).
y>x>0 Yy

[Indication : on pourra considérer le changement de variable u =y — z,v = y/z.|



