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TD 5 : Espaces L et inégalités fonctionnelles

On traitera en priorité les exercices notés d’un = . On traitera en dernier (ou pas) les exercices
(difficiles, redondants, ...) notés d'un 4.

1 Espaces LP

Exercice 1. Pour quelle(s) valeur(s) de p les fonction suivantes définies de (R, B(RR)) dans (R,
B(R)) sont-elles dans 'espace L£P?

a) T arct;mz 1]0,-{-00] (LL’) ) X = Z ]]-[n n+1] ( )

Exercice 2. = Discuter Pappartenance a £P(A) des fonctions |z|® et |z|%log|z||® suivant la
valeur de a, 8 € R et 'ensemble A = By, A= B{ ou A =R%. (Ind. Commencer par d = 1).

Exercice 3. Soit a, 5 > 0. Pour n € N, on considére les fonctions sur R
falz) = n*(1 =’z —n77|)*.

a) Faire un dessin et montrer que f, 22 0.

b) Donner une condition nécessaire et suffisante sur «, 8, p pour que f,, — 0 dans LP.

Exercice 4. On considére I'espace mesuré (RY, B, \) oil A est la mesure de Lebesgue.

a) Si ACR?et e >0, on considére f§ la fonction définie par

falr) = (1 —d(z, A)/e)".

Montrer que f§ est e-Lipschitzienne, que 0 < f§ < 1 et que f4 = 1sur 4, f§ = 0 sur
{z :d(z,A) > ¢e}.

b) Soit O un ouvert de mesure finie et K un compact tel que K C O. Montrer qu’il existe
une fonction Lipschitzienne & support compact g telle que 1x < g < 1.

c) Soit p € [1,+00] et € > 0. En déduire que si A est un Borélien de mesure finie, il existe
une fonction Lipschitzienne a support compact g telle que |14 — g||, < €.
Indication : utiliser la régularité de \.

d) Si f € LPet e >0, montrer qu’il existe une fonction Lipschitzienne a support compact g
telle que ||f — g, < e.
Indication : commencer par une fonction étagée positive, puis une fonction mesurable
positive et enfin une fonction de LP.



2 Inégalités fonctionnelles

Exercice 5. Soit .#, 'ensemble des fonctions positives mesurables de (0,1). On définit

1 1
Oy — [0,00], s B(f) ::/0 fdw/o %dx.

a) Montrer que ®(.Z ) n’est pas majorée.

b) Montrer que ®(.#) est minoré. Trouver m := inf{®(f), f € .#,}. Montrer que cette
borne inférieure est atteinte et trouver toutes les f € ., telles que ®(f) = m.

Exercice 6. Soient f,g € L' deux fonctions positives et telles que f(z)g(z) > 1 p.p. Montrer

que
1 1
/ fd:c/ gdx > 1.
0 0

Exercice 7. Soient f de classe C! sur [0, 1] et telle que f(0) = 0. Montrer que
1 1
/ f(z)?dx < —/ f(x)*dz.
0 2 Jo

Exercice 8. =

1) Dans [—1,1] muni de la mesure de Lebesgue, donner un exemple de fonction f qui ap-
partient & tous les espaces L£P, p < oo, mais pas & L. Dans R muni de la mesure de
Lebesgue, donner un exemple de fonction f qui appartient & £°° mais & aucun des espaces
LP p < oo0.

2) Soit (E, .o, 1) un espace mesuré de mesure finie. Pour f € £, montrer que

fetr ¥pelloo) et lm |fle = e~

(Ind. On pourra établir et utiliser I'inégalité || f||z» > Cu({|f| > C})¥/P).

3) Soit (E, <, ) un espace mesuré. Soient une fonction f : E — R mesurable et une
constante C' € R telles que

felt Jflle<C, Vpe]ll, ).
Montrer que f € L et || f]|z < C. (Ind. On pourra estimer u({|f| > A}) pour A > C).
Exercice 9. = Ici (F, o7, 1) désigne un espace mesuré et £~ l'espace de Lebesgue associé.

1) Montrer que pour tout 1 < r < p < oo, il existe 6 €]0, 1] tel que

_ 1 1-46
vieL£tnLr, fll < IAITIAL™ et ;=9+T-

[Appliquer Hélder aux fonctions || et | f|"—9)].

2



2) Montrer que si f, — f dans L' et (f,) est bornée dans LP, p > 1, alors f,, — f dans L"
pour tout r € [1,p].

3) On suppose de plus que p est finie. Montrer que si f, — f p.p. et (f,) est bornée
dans L£P, p > 1, alors f,, — f dans L" pour tout r € [1,p[. [Utiliser la décomposition

9=9lgcn + 9192M]-

Exercice 10. [Inégalité de Jensen| Soit (£, .7, 1) un espace probabilisé et soit ¢ : R — R une
fonction convexe et de classe C''. On rappelle que si X est un espace vectoriel, une fonction
® : X — R est dite convexe si

Vuve X, YA e[0,1], PAu+ (1 —Nv) <AD(u) + (1 —N)P(v).

1) Montrer que pour une fonction f étagée, on a

o([ rau) < [ etpan )

2) Soit f € L telle que p(f) € L. Démontrer que I'inégalité (1) a encore lieu. (Ind. Observer
qu’il existe a,b € R tels que ¥(s) := p(s) —as — b > 0 pour tout s € R, et utiliser la
question 1) et la fonction ).

Exercice 11. [Inégalité de Holder| Soit (X, .A, p) un espace mesuré et p,q €]0, 1] deux expo-
sants conjugueés : %+% = 1. Consideére deux fonctions mesurables f, g. Démontrer ["inégalité de

Holder A A
e ( / \f\pdu)” ( / \f!qdu)q

en utilisant I'inégalité de Jensen. (Indication : considérer la mesure pg ou ¢ = |f|P/ [ |fIPdp
(Iorsqu’elle est bien définie) et la fonction h = |g|/|f|P" Lf.0).

3 Au dela des espaces L &

Exercice 12. Soient ;4 une mesure de probabilité sur R et F' sa fonction de répartition. Montrer
que F' est absolument continue, au sens ot il existe un module de continuité wp tel que pour
toute suite [a;, b;] d’intervalles d’intérieurs disjoints

Z(bi —a;) <6 implique Z(F(bi) — F(a)) < wr(0),

si, et seulement si, p est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue A sur R.
[Ind. Utiliser le théoréme de Radon-Nikodym]|

Définition 1 Soit (E, </, p) un espace mesuré et F une famille de fonctions mesurables. On
dit que F est equi-intégrable si

— F est absolument équicontinue, 1i.e.

Ve>0,30 >0, VAec A NfeF uAd)<s = /|f|dﬂ§5. (AEC)
A
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— F est bornée dans L', i.e.

sup/ |fldp < oo. (BL1)
feF

Exercice 13. [Caractérisation| Soit (F, <7, pt) un espace mesuré et F une famille de fonctions
mesurables. Montrer que F est équi-intégrable si et seulement si elle vérifie (BL1) ainsi que

Ve>0,3M >0, VfeF, fldp < e. (AECY)
f>M

Exercice 14. |[Quelques conditions suffisantes| Soit (E, .o, ) un espace mesuré et F une
famille de fonctions mesurables. Montrer que F est uniformément intégrable dans les cas sui-
vants :

W F={fyonseL!
b) il existe g € L' t.q. | f| < g pour tout f € F,
c) F est bornée dans L' et £P ou p > 1.

Exercice 15. On suppose que (F, .47, 1) est un espace mesuré fini. Soit (f,), une suite de
fonctions mesurables.

a) Montrer que f, — f p.p. et (f,) équi-intégrable impliquent f,, — f dans £'. [On pourra
procéder comme dans 'exercice 9.3.

b) Montrer que f, — f dans L£! si et seulement si f, — f en mesure et (f,) est équi-
intégrable.

Exercice 16. [Partiel 2018-2019] Dans la suite, on pose
B = [ g
[0,1]

ou dz désigne la mesure de Lebesgue sur [0, 1], lorsque cette quantité est bien définie.

1) Montrer que H(f) est bien définie comme élément de [—e~!, +o0] (+00 compris) pour
toute fonction f : [0,1] — R, mesurable. (Ind. On pourra montrer que la fonction
Jj: Ry = R, j(s) = slns est au dessus de sa tangente au point s = ¢~'). Montrer que
H(f) < oo implique f € L' (Ind. On pourra montrer que la fonction j est au dessus de sa
tangente au point s = 1). Donner un exemple de fonction f € £! telle que H(f) = +oo0.
(Ind. Discuter de I'intégrabilité de x — x| Inz|~* suivant la valeur de o > 0).

On note .# I'ensemble des fonctions ¢ : [0, 1] — R, mesurables.
2) Soient (f,) une suite de 4, et f € 4, telles que H(f,) < C < oo pour tout n > 1 et
fn — [ en mesure.
— Montrer que f, AM — f A M dans £ pour tout M > 0.

— Montrer que H(f) < C. (Ind. On pourra écrire f,, In f,, = fo, (In fr, )+ — fr, (In fr, )=
pour une suite extraite (fy, )r convenablement choisie).

~ En déduire que f,, — f dans £'. (Ind. On pourra écrire s = s AN M + (s — M) ).



