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TD2. Mesures, Intégrales, Théorémes de convergence

I - Mesures et intégration

Exercice 1. Soit , la mesure de Dirac au point a définie sur les boréliens de R par 6,(B) =1
sia € B, 6,(B) = 0 sinon.

a) Veérifier que 0, est une mesure sur la tribu des boréliens.

b) Calculer I'intégrale d’'une fonction mesurable positive par rapport a d,, puis par rapport
a une combinaison =Yy Ay, ou Vi, \; > 0.

Exercice 2. Démontrer qu’il n’existe pas de mesure p finie et non nulle sur (Z, P(Z)) invariante
par translation, i.e. satisfaisant p(p + A) = p(A) pour tout p € Z et tout A C Z.

Exercice 3. Soit (X,.4) un espace mesurable et soient p, v deux mesures finies sur (X, .A4).
On suppose que, pour tout A € A, on a u(A) = 0 = v(A) = 0. Démontrer que, pour tout
e >0, il existe n > 0 tel que, VA € A, u(A) <n=rv(A) <e.

Exercice 4. Soient (X, .4, 1) un espace mesuré, et f : X — [0, +oco] une fonction mesurable
positive. Pour tout A € A on définit

pr(A) = /X Lafdp.

Montrer que pf est une mesure sur (X, .A).

Exercice 5. Soient (X, .4, 1) un espace mesuré et f : X — [0, +o00] une application mesurable
positive. Montrer que :

a) Pour tout a > 0, p({f > a}) <1 [, fdu.

b) Si fX fdp < 400, alors f est finie p-p.p.

c) fx fdu =0 si et seulement si f est nulle u-p.p.
)

d) Sig: X — [0,400] est une fonction mesurable positive telle que f = g p-p.p., alors

Jx fdu = [ gdp;

Exercice 6. Soit (X, .4, 1) un espace mesuré.
a) Soit f une fonction A — R p-intégrable telle que, pour tout A € A, [ 4 fdp = 0. Montrer
que f = 0 p-presque partout.
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b) Soit f une fonction A — R p-intégrable et F' un fermé de R tels que
pour tout A € A tel que pu(A) > 0.
i) Soit a < b tels que |a,b[C F°. Montrer que u(f~*(Ja,b[)) = 0.



ii) En déduire que f(z) € F pour presque tout z.

II - Théorémes de convergence

Exercice 7. Dans les quatre cas suivants (ou f, : R — R) montrer que la suite ( [p, fnd\)pen
converge et déterminer sa limite.

T

) fn<x>:¢%,
b) fulr) = e

V1+n22?’
c) falz) = sin(nz)lpm(x),
d) fal) = |cos(x)|"e.

Exercice 8. Calculer la limite des suites suivantes :
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a ]
~al/m g e nooo 1.
/Re o /R 2cos(f) — 1 {Bleos(Z)1z2} &5 Z m Sm(nm)

m>1

Exercice 9. Soit (f,)nen une suite de fonctions définies sur (X, A, 1), mesurables et positives.
On suppose que (f,)nen converge simplement vers f p-p.p., et que

/andu — /deu < 400.

Montrer que / | fo — fldp — 0.
X

Exercice 10. Soient (E, A, 1) un espace mesuré et (f,,),>0 une suite décroissante de fonctions
mesurables positives qui converge p-p.p. vers une fonction f.

a) On suppose qu'il existe ng tel que [, fo,dpr < co. Montrer que limy, o [5, fudp = [ fdp.
b) Que peut-on dire sans I'hypothése d’intégrabilité ?

Exercice 11. Soit f :]0, 1[— R une fonction positive, monotone et intégrable. On définit pour
tout n > 1, g,(z) = f(2™). Calculer la limite de f]o 1 gndA.

Exercice 12. Soient (X, .4, 1) un espace mesuré et f: X — R une fonction intégrable.
a) Montrer que lim, nu({|f| > n}) = 0.

b) Montrer que
S P < e

n>1 lfl<n



Exercice 13. [Application du lemme de Borel-Cantelli|

Soit (X, A, i) un espace mesuré et soit (f,,),>1 une suite de fonctions mesurables telles qu’il
existe M > 0 vérifiant [, |f,|*dp < M pour tout n > 1. Montrer qu’il existe A € A de mesure
nulle tel que pour tout € A° on a que |f,(z)| < n a partir d'un certain rang.

Exercice 14.

a) Soit (X, A, 1) un espace mesuré. Soit (f,,),>o une suite de fonctions mesurables positives
qui converge simplement vers f. On suppose qu’il existe une constante K telle que :

sup/ fodp < K.
X

n>0

Montrer que / fdu < K.
X
b) Sur ([0, 1], B([0, 1], A) on considére la suite de fonctions (fy)n>o définies par fa, = L 19
et fong1 = Lpiy2,1). Calculer /lim sup frdA et lim sup/fnd)\.

1
c¢) Soit f, := —1Ljg,, calculer /lim sup frd\ et lim sup/fnd/\.
n n n

Exercice 15.

a) Donner un exemple de suite de fonctions boréliennes positives (f,,)n>0 de R dans R telle
que [, fod\ admet une limite ¢ > 0 et [ liminf f,d\ < c.

b) Si(E, A, u) est un espace mesuré, (f,,),>o une suite de fonctions intégrables de signe quel-
conque telle que [, [liminf f,|dpu < 400, a-t-on toujours [, liminf f,dp < liminf [, f,dp?

¢) Donner une suite (f,,),>0 de fonctions continues sur [0, 1] & valeurs dans [0, 1] telle que
pour tout z € [0,1] la suite f,(z) n’admet pas de limite et lim,,_, f[o 1 frd) = 0.

d) Donner une suite (f,,),>0 de fonctions continues positives sur [0, 1] telle que lim,, f[o 1 fndX\ =

0 et sup,,>q fn(z) = +00 pour tout x € [0, 1] (et donc f[o 1) SUP,>0 fn = +00) .

Exercice 16. Soient (X, .A, i) un espace mesuré, et f une fonction A — R p-intégrable.

a) Montrer que :
/ | fILgf15nydp — 0.
X n—oo

b) En déduire que : Ve > 0, 36 > 0, VA € A,

p(A) <5 [ |fidn <

(Ceci exprime la continuité de l'intégrale par rapport a la mesure).

c) Soit f: R, — R intégrable pour la mesure de Lebesgue et F' définie sur R, par

F(z) = fdA
[0,7]

Montrer que F' est uniformément continue sur R, .
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Exercice 17. Soit (X, A, 1) un espace mesuré tel que u(X) < oo. Soient (f,),>1 et f des
fonctions mesurables de (X, .A) dans (R, B(R)). On suppose qu’il existe une fonction g : X — R
intégrable positive telle que | f,| < g p-p.p. pour tout n > 1. On suppose en outre que la suite
(fn)n>1 converge vers f au sens suivant :

Ve >0, wp(|fu—fl>e) — 0.

n—oo

On dit que (f,,), converge en mesure vers f.
a) Montrer que |f| < g pu-p.p.
b) A Daide de la propriété d’uniforme continuité de U'intégrale, en déduire que

/ o — fldu — 0.
X n—oo

Exercice 18. Soit (F, A, ) un espace mesuré et f et (f,,)n,>1 des fonctions intégrables telles que

/ = fldi —> 0.
E n—oo

Montrer qu'’il existe une suite extraite (fs(n))n>1 convergeant vers f u-p.p., et une fonction B
intégrable telle que sup,,>; | fom)| < B p-p.p.

III - Mesures produit et théoréme de Fubini

Exercice 19. Soit F; et F, deux ensembles et A; C P(E;), Ay C P(E,). Notons Ay x Ay =
{A; x Ay; A; € A;}. A-t-on I'égalité suivante, entre tribus de E; X FE,

O'(.A1 X AQ) = O'(.A1) ®0'(A2) ?

Exercice 20. Soit (Ey, B;) et (Es, Bs) deux espaces mesurables. On considére 'espace produit
(E,B) avec E = E; X Ey et B=B; ® B,. On pose

Bi:{BXEQ,Begl}

a) Montrer que B] est une sous tribu de 5.

b) Soit F': E; X Fy — R une fonction B-mesurable. Montrer que F' est Bj-mesurable si et
seulement si il existe une fonction mesurable f : E; — R telle que

F(fl]l, l’g) = f(ZL‘l)
Exercice 21.

a) Montrer que Z(N) @ 2(N) = Z(N?).
b) Soit x4 la mesure de comptage de N. Montrer que p ® p est la mesure de comptage de N2

Exercice 22. Montrer que le graphe d'une fonction borélienne de RY dans R est de me-
sure nulle.

Exercice 23. Soit (X, B, ;) un espace mesuré o-fini.
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a) Soit u: X — [0, +o00[ une fonction positive et mesurable. Montrer que

/Xudu = /0+0<> pw{x € X s u(x) > t})dt.

b) Plus généralement, soit p > 1 et u : X — [0, 4+00] une fonction positive mesurable.
Montrer que

+o00
/Xup dp = p/o tu({r € X s u(z) > t})dt.

Exercice 24. Soit (R,.A, 1) un espace probabilis¢. Soit f et g deux fonctions de L'(R, p),
monotones de méme sens et vérifiant fg € L*(R, ). Montrer que

/ngduz /Rfdu/Rgdu-

(Indication : considérer la fonction p(z,vy) = (f(z) — f(v))(g9(x) — g(y)))
Exercice 25. Soit f : [0,1] — [0, +oo[ borélienne et A C R? I'ensemble
A={(z,y,2) €eR* 12 €[0,1],y* + 2> < f(x)}.
a) Montrer que I'application
F:0,]xRxR—=R, F(z,y,2) =y>+ 2> — f(z)

est borélienne et en déduire que A € Z(R3).
b) Pour x € [0, 1] déterminer la section A, = {(y,z) € R?: (z,y,2) € A} et calculer sa mesure.
c¢) Calculer le volume de A en fonction de f. Vérifier que Vol(A) = 7/3 si f = 2.

Exercice 26. Soit o € R et soit f définie sur (R,)? par f(z,y) = m Déterminer les

valeurs de a pour lesquelles f est intégrable. Calculer alors son intégrale.

Exercice 27.

dxd 1]
a) Calculer de deux facons différentes / ray pour obtenir la valeur de / )
R2 (1—|—y)(1—|—$2y) 0 33‘2—1
+
b) En déduire I'égalité }Ooj ! m
n déduire I'égalité —_— = —.
N GRS LR

Exercice 28. Soit B C R?. On définit 'ensemble ¢(B) = {z; € R/ (x1,0) € B} et on considére
T ={B C R*/#(B) € Z(R)}.

a) Montrer que T est une tribu contenant %(R?).

Dans la suite, on suppose que B = A x {0}, ou A est une partie de R telle que A ¢ Z(R).
b) Montrer que B ¢ Z(R?).

c) Soit 6 €]0,7/2[ et p la rotation d’angle @ : pour tout (z,7s) € R?,

p(x1,x9) = (21 cos — xosin b, z1 sin 6 + x5 cos ).
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Notant 15 la fonction indicatrice de B, on pose f = 1g o p. Montrer que f n’est pas borélienne
mais que les fonctions f(.,xs), f(x1,.) sont fonctions boréliennes d’une variable.

Exercice 29. Soient i et v deux mesures o-finies définies sur (R, B(R)).
a) Montrer que 'ensemble D = {z € R: p({z}) > 0} est dénombrable.
b) Montrer que (1 ®@ v)(A) = >, g n({x})v({z}) ou A est la diagonale de R?,



