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Chapitres 6 - Intégration dans R? : convolution, densité, transformation de Fourier
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Dans ce chapitre, on munit (R? %(R?)) de la mesure de Lebesgue, notée d\ ou simplement dz.
Sont écrites en rouge les parties hors programme, en violet les parties traitées en TD (résulats a
connaitre pour sa culture) et en bleu les parties modifiées par rapport au cours en amphi.

1 Convolution dans M1 (RY) et L'(R?)

Pour deux fonctions f et g définies sur R%, on définit la convolée f * g par

(Fro)e) = [ fa-nowidy. aeR"

lorsque cette derniére expression a un sens. De la méme maniére, pour une fonction f définies sur
R? et une mesure p sur R%, on définit la convolée f % u par

(Fen@ = [ fa=pin). aer,

lorsque cette derniére expression a un sens. En observant que g\ définit une mesure sur R%, on
voit que cette deuxiéme définition est une généralisation de la premiére définition. Nous don-
nons quelques résultats sur cette opération remarquable et la nouvelle fonction obtenue. Beaucoup
d’autres résultats peuvent étre obtenus en jouant sur les espaces fonctionnels dans lesquels sont
pris f d’une part et g (ou p) d’autres part.

On définit les espaces suivant :

- Cy(RY) T’espace des fonctions continues et bornées, on a donc Cy(R?) € L= (R%), et de la méme
maniére, C’f (R%), k > 1, 'espace des fonctions k fois dérivable telles que toutes les dérivées partielles
appartiennent a Cp(R);

- M: (R9) I'ensemble des mesures 1 positives et bornées, au sens ol y(R?) < co. En particulier, en
notant P(R?) Pensemble des mesures de probabilité sur R?, on a P(R?) C M} (R?).

Théoréme 1.1 (Convolution C, — M}) Pour f € Cy(R?) et u une mesure finie de R?, on a
frue Co®Y) et ||f * plloo < [ flloc LRY).



Preuve du Théoréme 1.1. Pour z,y € R, on note F,(y) := f(z — y), de sorte que F,, € C(RY)
pour tout = € R%, et on écrit

(f % p)(z /F Vdu(y), =z €R%

Cette expression a bien un sens puisque F}, est borélienne (puisque continue) et donc F, € L*(dpu)
(puisque F, est bornée). On observe également que

(i) Fp — F, ponctuellement si 2’ — z,
(ii) | Fo| < [[flloc € L (dp),
de sorte que = +— (f * u)(z) est continue d’aprés le Théoréme de continuité sous le signe somme

(Proposition III-2.3 de continuité par rapport au parameétre qui n’est autre que le théoréme de
convergence dominée). Enfin, on a

(@I < [ | IF@ldu) < o),

pour tout = € RY. 1]
Corollaire 1.2 (Convolution C} — M1}) Si de plus f € C}(RY), alors fxp € C} et 9;(f * p) =
(0if) * -

Preuve du Corollaire 1.2. On se place en dimension d = 1 pour simplifier. On observe que sous ces
conditions supplémentaires, on a
(iii) « — Fy(y) est dérivable de dérivée 9,(F,(y)) = f'(x — y) pour tout y € R,

de sorte que = — (f * u)(x) est de classe C' d’aprés le Théoréme de dérivabilité sous le signe
somme (Proposition 11I-2.4 de dérivabilité par rapport au parameétre). 1]

Corollaire 1.3 (Convolution Cj, — L) Si maintenant f € Cy(R?) et g € L*(R?), on a alors
fxgeCy(RY) et frg=gxf.

Preuve du Corollaire 1.3. On observe que 1'on peut définir
(fxg)(@) == (f * (9+:2)) () = (f * (9-2)) (=),

puisque g+ A est une mesure (positive) finie. On a donc encore f x g € Cy(R%). En effectuant le
changement de variables z := x — y, dz := dy, on obtient

(Fe9)e) = [ fa=vady= | fEae=2)dz = g+ Do)
Pour étre plus précis, on définit y — z = ¢,(y) := z — y et on calcule D¢, = —I puis la valeur
absolue du Jacobien |detD¢,.(y)| = 1. 0]

Exemple 1 : Pour a € RY, on se rappelle que la mesure de Dirac §, est définie par 6,(A4) = 1 si
a€ A, 6,(A)=0sia¢ A Pour f € Cy(R?) (ou méme juste f mesurable), on a

(f *da)(x) = Rdf(x—y)éa(dy)zf(:r—a), vz eRY,

et en particulier

f*xdo=1.
On dit que dg est l'identité (ou I’élément neutre) pour le produit de convolution. Justifions la
premiére identité. Pour f := 14 et pour tout z € R%, on a

(f * (5(1)(33) = /Rd ]-A(x - y) 5a(dy) = /]Rd 1z+A(y) 6a(dy) = 1:6+A(a) = ]-A(x - CL),



ce qui n’est rien d’autre que 'identité souhaitée dans ce cas particulier. On raisonne par approxi-
mations successives (fonctions étagées, fonctions mesurables positives, différences de deux fonctions
mesurables positives) afin d’obtenir cette méme identité dans le cas général. Il est a retenir de ce
calcul que

| owbain) = pl). Vae R, v e @Y LR

Théoréme 1.4 (Convolution L' — L') Soient f,g € L'(RY). Pour presque tout x € R% la
fonction y — f(z—1vy)g(y) est intégrable sur RY, de sorte que (f x g)(x) est presque partout définie.
De plus, fxg=gx* f € L*(RY) et

1F gl < 1Al llgllzr- (1.1)

Preuve du Théoréme 1.4. Pour x,y € R%, on note F(x,y) := f(x — y)g(y). Pour presque tout
y €R? on a

/ \F(z,y)|dx = / (@ — 9)ldelg@)] = 1121 19(w)] < 0o

/U'F(x’y”dm]dy: 11l llgllee

Appliquant le théoréme V.3.2 de Tonelli on obtient ¥ € L!'(R? x R?). Appliquant ensuite le
théoréme V.3.3 de Fubini, on a

et

/|F(x,y)|dy <00, pp. xeR?
et
[ Fewdsfa < if1slolin,
ce qui est exactement la conclusion recherchée. 1]

Il existe beaucoup d’autres résultats sur la convolution, et pour n’en citer que deux, on peut prouver
L'sILP CLP,1<p<oo,et LP x LP C Cy, 1 < p < co. Ces résultats seront vus en TD ou dans le
cours de Topologie et analyse fonctionnelle du 2nd semestre.

Exemple 2 : Dans R, on définit les fonctions gaussiennes (centrées) par
Gi(2) 1= (270) /2 exp(—a?/(21).
On appelle gaussienne standard G := G;. On a alors
GsxGy =Gy, Vs, t>0.

On commence par observer que
2

e—y)?  —y? 1r 1 1,1y 1,1 1,-172 \2
e*%e ez :exp{—é[ ' +<(7+;)]/2y—7(7+?) ]/Z:L') }}

s+t s 58
de sorte qu’en effectuant successivement deux changements de variables
C_emw? —y? 1 22 1,1 1, .

e % ez dy = ex <77 ) ex <77 -+ - *2>d’
/IR Y P\To5+¢ /R (55T 7)v7)dy

1 22 1 1,-12

= exp|—c V2m(—+ - .

p( 25+ t) (5+7)

On conclut alors aisément.

Nous donnons une derniére définition, pus générale, de la convolution. Lorsque p et v sont deux
mesures finies sur R?, on peut définir la convolution p * v par

(en)A) = [ Lepgeadie ),

pour tout borélien A C R?.



2 Densité dans L!(R?) et C(K)

On accepte le fait suivant de “régularité” de la mesure de Lebesgue : pour tout A € Z(R) et € > 0,
il existe un compact K et un ouvert O C [a,b] tels que K C A C O et A(O\K) < e.

Théoréme 2.1 (densité des fonctions en escalier dans £L!(a,b)) Pour toute fonction f € L(a,b),
—00 < a < b< 400, il eriste une suite (f,) de fonctions en escalier telle que lim || f — f|l1 = 0.

Preuve du Théoréme 2.1. Etape 1. On suppose a,b € R. Soit A C [a,b]. D’aprés la “régularité” de
la mesure de Lebesgue, pour tout £ > 0, il existe un ouvert O C (a,b) tel que

o= G (an,bp),  A(O\A) < e
n=1

On pose
N oo
Oy = [J(an,bn), AO\On)= > (bn —an) <e.
n=1 n=N-+1
On a alors

[1a—1oylli < [1a—10ol1+ 1o — 1oyl

S /1@\AdI+/lo\@N dx§2€,

A

ce qui donne une approximation de 1,4 dans L' & 2¢ prés par une fonction en escalier. On traite
ensuite le cas d’une fonction étagée par additivité et le cas d’une fonction quelconque par approxi-
mation par une suite de fonctions étagées.

Etape 2. On suppose a,b € R. Quitte a définir la fonction f(z) = f(z) si x € (a,b), f(x) =0
si z ¢ (a,b), il suffit de traiter le cas f € L}(R). D’aprés le théoréme de convergence dominée,
il existe R > 0 tel que ||f — f1—gr.g)ll1 = [[f1—r,r)cll1 < € et on peut appliquer I'étape 1 & la
fonction f1_g g € L'(—R, R). 0]

Définition 2.2 (Approximation de ’identité) On appelle approximation de l’identité une suite
(pn) bornée de L*(R?) (de borne C) telle que

/pndle, V€>0,/ |on| dx — 0.

Lemme 2.3 Soit (p,) est une approzimation de lidentité. Si f € Cy(R?) alors f * p, — f
ponctuellement. Si f € LY(RY) alors f * p, — f dans L'(R?).

Preuve du Lemme 2.3. Etape 1. On suppose f € Cy(RY). Pour z € R%, on écrit
Fro(@ — @) = [ (Fa=) = fa)onw)dy
Rd
= [ U= - 1@ s+ [ (@)= F@)pals)dy =T+ 12

B

On a d’une part
L < / pa@ldy sup |f(z) = f(2)] < Cusle) 30,

|z—al<e

ol w, désigne le module de continuité de f au point x. On a d’autre part

B <207 [ lpatu)ldy 0
B; n oo



Etape 2. On suppose f en escalier et donc nulle en dehors d’une boule, et d = 1 pour simplifier.
L’étape précédente montre que (f * p,,) est uniformément bornée dans £ et f x p,(z) — f(x) en
tout point de continuité x de la fonction f, donc presque partout. En particulier, on a f % p, — f
dans L£Y([-R, R]) pour tout R > 0. D’autre part, en notant A > 0 tel que f(z) = 0 pour tout
x ¢ [—A, A], pour R > A, on calcule

/ |f*pn— fldz = / |f * pn|dz
lz| >R |z| >R

< / / 1pn(@ — )| 1£ ()| dyda:
lz|>R J|y|<A

< Wl / / pn(@ = )| Loy madyde
lz|>R J]y|<A

= I/l / / pu(2)] 1o adyd=
R J|y|<A

< Il (B(0, 4)) / 1pn(2)| dz = 0,

|2]>R-A

lorsque n — co. Cela termine la preuve de lim || f * pp, — f||z1(ray = 0

Etape 3. On suppose f € L'. Pour tout € > 0, il existe une fonction g. en escalier telle que
|lf = gell1 <e. On écrit alors

f=Fxpn=(f—-9)+(9—9%pn)+ (9= f)*pn,
de sorte que
1f = Fxpnllt <IIf—glli +1lg = g% pulls + Lf = gllillonll

et imsup||f — f * pnll1 < e(l + C) d’aprés V'étape 2. Il suffit alors de faire tendre ¢ — 0 pour
conclure. Im

- Soit f une fonction mesurable. On appelle support de f, on note suppf, le plus petit fermé de
R? tel que f(x) = 0 pour presque tout z ¢ F. Lorsque f est une fonction continue, on a donc
supp f := {x € R%; f(x) # 0}. On dit qu'une fonction est & support compact si suppf C B(0, R)
pour un certain R > 0 (donc suppf est un compact).

- On note C,(R?) I'espace des fonctions continues et & support compact. On a donc C.(R?) C
Cp(RY) N LY (R?). De la méme maniére, on note C*(RY) = C*(R?) N C.(R?), pour k € {1,...,00}.
- On note Cy(R?) I'espace de fonctions f € C(R?) telles que f(z) — 0 lorsque |z| — oco.

Définition 2.4 (noyau régularisant) On appelle suite régularisante toute suite (p,) de fonc-
tions telle que

0 < pn € C®(RY), suppp, C B(0,C/n), /pn dx = 1.
En pratique, on prendra p,(z) :=np(nz) avec 0 < p € C°(R?) N P(RY).
Il existe bien des suites régularisantes. En effet, on commence par définir
n(y) =e V. Yy >0, ny) =0, Yy <o,
et l'on vérifie que n € C°(R), 0 < 5 < 1. On pose alors p(z) := (1 — ||z||?) et pn(x) := n? C p(nz)

avec O = (/p>_1.

Théoréme 2.5 (Densité C°(R?) C C.(R%)) Soit (p,) une suite régularisante. Pour toute fonc-
tion f € C.(R?), la suite (f * p,) satisfait f * p, € C(R?) et f * p, — f uniformément.



Preuve du Théoréme 2.5. D’aprés le Corollaire 1.2 et un argument de récurrence, on a clairement
f*pn € C=(RY). Si suppf C B(0, R) et suppp,, C B(0,C/n), on a suppf * p, C B(0, R+ C/n) et
donc f*p, € C(RY). En reprenant la preuve du Lemme 2.3 et en observant qu’il existe un module
de continuité uniforme w tel que Vo € R?, w,(6) < w(d) — 0 lorsque § — 0 (en d’autres termes f
est uniformément continue, ce qui se démontre classiquement par un argument de compacité) on
obtient que f * p, — f uniformément sur R%. 1]

Théoréme 2.6 (Densité C°(RY)  L1(RY)) Pour toute fonction f € L'R?), il existe une suite
(fn) de C(R?) telle que f, — f en norme L.

Preuve du Théoréme 2.6. On considére (p,) une suite régularisante et on pose x, := 1p(g,n) puis
fn = (f Xn) * pn. En utilisant les mémes arguments que dans la preuve du Théoréme 2.5, on a
fn € C(R?). On écrit enfin

fn_f:(f(Xn_l))*pn+(f*pn_f)7

et on observe que les deux termes tendent vers 0 dans £' (en utilisant notamment (1.1) pour borner
le premier terme). 0]

Théoréme 2.7 (Stokes en dimension d = 1) Pour toute fonction f € C*(R) telle que f, f' €

L'R), on a
/ f'(z)dx = 0.
R

Preuve du Théoréme 2.7. On fixe y € C1(R) telle que 1_11) < x < 1j_29) et on note xgr(z) =
Xx(z/R). Comme fxr € C.(R), on a

[ xnyde = 725 =0,
En développant, il vient

/Rf/XRdx+/Rf(XR)'dx:O.

La deuxiéme intégrale tend vers 0 lorsque R — oo puisque |(xr)'| < R7|X/|ls- On conclut en
faisant tendre R — oo et en passant a la limite dans la premiére intégrale grace au théoréme de
convergence dominée (on notera que xg — 1 p.p., 0 < xg < 1). 1]

Théoréme 2.8 (de Weierstrass de densité des polynémes dans C(K)) Pour tout compact
K C R%, I’ensemble des polynomes est dense dans C(K) au sens de la convergence uniforme, ot
C(K) désigne l’espace des fonctions continues (bornées) de K dans R.

Preuve du Théoréme 2.8. On ne présente la preuve qu’en dimension d = 1 et pour le compact
K =[-1/4,1/4], le cas général s’en déduit assez simplement (la preuve compléte est donc laissée
en exercice). On définit la suite (n,) par

() = (1 —a®)" siz € [~1,1], nu(z):=0siz¢[-1,1].

On consideére alors la suite (p,,) définie par
pn(x) = a;17771(*75)1 Qn = / T (2) de.
R

En observant en particulier que a,, > 2/(n+1) et donc p, (z) < (n+1)(1—£?)"/2 — 0 uniformément

sur B(0, e)¢ pour tout £ €]0, 1], on vérifie sans difficulté que (p,,) est une approximation de I'identité.
A une fonction g € C([—1/4,1/4]), on associe la fonction g : R — R définie par

§(z) = g(2), Vo € [~1/4,1/4],
§(x) =0, Va & [-1/2,1/2]°,
g affine sur [-1/2,—1/4] U [1/4,1/2],



de sorte que g € C.(R), suppg C [—1/2,1/2]. On définit g, := § * p,. La suite (g,) converge
uniformément vers la fonction § d’aprés le Lemme 2.3 (et Pargument d’uniforme continuité déja
utilisé dans la preuve du Théoréme 2.5). On observe enfin

i 1 [ , i
grpa(z) = — 1= (2 = 9)*"Ljay<1 9(y) dy
Gn J-1/2
1 '1/2
= — [1—(z—9)?"3(y) dy =: pu(x), Vaec[-1/4,1/4].
(790 71/2
Or p,, est clairement un polynéme, ce qui termine la preuve. In

Corollaire 2.9 (Moments) Soit f € L'([a,b]), a,b€R. On a
My (f) := / 2 f(x)de =0, Yk €N, implique f=0.
R

De la méme maniére, si j,v € ]W}r([mb]), a,b € R, et My(u) = My (v) pour tout k > 0, alors
[=U.

Preuve du Corollaire 2.9. On fixe ¢ € C.(R), de sorte que ¢ € C([a,b]). Pour tout € > 0, d’aprés
le Théoréme 2.8, il existe un polynéme p tel que ||¢ — p||pe(qp) < €/(b— a). On en déduit

‘/abf(T)QQ(T)dx‘ < E—&-’/abf(x)p(x)dx —c.

En faisant tendre € — 0, on en conclut

b
/R f@)p()de= [ fln)p(z)dz =0, Yy e CuR),

ot f € L'(R) est I'extension de f par 0 en dehors de [a,b]. On a donc

[ i@l de = lim [ Fa)((sienf) x pu) = .
JR R

ce qui prouve bien f = 0. 1]

3 Transformation de Fourier dans M (R?) et L'(RY)

Pour f une fonction intégrable sur R?, on définit sa transformée de Fourier

fo) = Fn© = [ e
Plus généralement, pour p une mesure bornée sur R, on définit sa transformée de Fourier

6 = (F)(©) = [ e ().
Proposition 3.1 On a fi € C,(R?) et ||i]loc < p(R?) si p € ML(R?). On a également f e Co(R?)
et Iflse < II£llx si f € L1 (RY).

On n’a pas nécessairement j1 € Co(R?) si p € M} (R?). Par exemple, Féy =1 ¢ Cy(R).



Preuve de la Proposition 3.1. On définit e¢(x) := e, La fonction e € Cy(RY) et & — eg(x)
est continue pour tout x € R%, de sorte que & — (Fu)(&) est continue d’aprés le Théoréme de
continuité sous le signe somme. De plus

A(E)] < / e~ u(dz) < p(RY

et de la méme maniére on trouve

I lloe < Fllzr- (3.1)

En dimension d = 1, on calcule

b —ib¢ _ ,—ia&
; € e
Flon©) = [eti = et

R iP5 _ ittt g init sin(¢(b — a)/2)
i€ £

S CO(R)
Ainsi, pour toute fonction en escalier f on a également f € Cy(R). Par densité des fonctions en

escalier et (3.1), on obtient f € Cy(R). 5]

La transformation de Fourier jouit d’un certain nombre de propriétés simples et remarquables dont
nous donnons une liste maintenant.

Propriétés algébriques de la transformation de Fourier :
o (F1) F est linéaire au sense ot F(f +tg) = F(f) +tF(g).

o (F2) F(f)(€) = i&f(€) pour f € C'(R) tel que f, ' € L'(R), puisque

[ @ —— [[e e a - i [ s

ou on a effectué une intégration par parties grace au Théoréme 2.7 (de Stokes).
o (F3) F(xf)(€) =i(f(&)) pour f € LX(R) tel que x — zf(x) € L1(R), puisque

=T ) o — 4 i —ix — i . 1w & £ Aoy
‘/Re th(J/)d‘LH‘/R[dfe € f(x )difldg[/ f(z) dz
e (F4) f/@ = fg pour f,g € L1(R), puisque
| R[ R f@=y)ay) d?/} Ty = /R /R fl@—y)gly) e "V dady
/ / f(2)g(y) e e dzdy.
Jr JR
e (F5) Pour F(fy) = A Ff)r-1, ot on définit gs(x) := g(z/s).

e (F6) Pour a € R? et une fonction f : R — R, on note 7,f : R — R la fonction translatée
définie par (7, f)(x) := f(x — a). On observe que si f € L'(R%) alors

(Fraf)(€) = / e f(w — a)dr = / TS (y) dy = e f (o),
JR R
o (F7) Fleof) = 7af, pour tout a € R, ou ici eq(z) := €'

e (F8) En notant j(z) := g(—x), on a (Ff)(€) := (Ff) (=€) = (Ff)(€). En particulier, si f est
une fonction paire alors F f est également une fonction paire.



Théoréme 3.2 (Gaussienne) Pour G la gaussienne standard, on a

G(&) = e €172,
Preuve du Théoréme 3.2. On considére seulement le cas d = 1. Par définition, on a

G(¢) = \/% /]R e /2 gy = (&) 1EI7/2,

avec

1 C1(paie)?
o(&) = —Tﬂ/ﬂge 2@ gy,

On observe que ¢(0) = 1 (c’est un calcul que nous avons fait au chapitre précédent) et que

d 1 AT 12

_ — Ze—2@+HiE7 | 4
dgw(é) %/Rdg [6 } x
,%(HW] da

7 sl

1 1 o2
— — 5 (z4i8) } -0
e
o [ —oo
grace au Théoréme 2.7 (de Stokes). On en déduit (&) = 1, et la conclusion. 5]

Théoréme 3.3 (Inversion) Soit f € L'(R?) telle que f € L'(R%). Alors f = F~'f avec

Fl9(0) 1= g [ e 0@ dr = s Fale).

En d’autres termes, on a F~'Ff = FFf = f, pour toute fonction f “convenable”.
Preuve du Théoréme 3.3. On définit Gx(z) := G(x/)\) et on observe que Gy = (2m)¥2\G -1

d’aprés la propriété (F5) et le Théoréme 3.2. En utilisant le Théoréme de Fubini (comme dans la
formule (F4)) et la parité de Gy, on calcule

G n© = [ Eu-orwad

/ G (2)e =6 f(y) dyd
R4 J R4

Ga(2)e's* f(a)dz,

]Rd
soit donc

(MGy-s s P)a) = G [ GlENEE fede

La suite (\’G'-1)y est une approximation de Iidentité et Gy(z) /' (2r)~%? lorsque A\ — co. On
obtient I'identité souhaitée en passant a la limite A — oo dans cette derniére équation. 1]

Théoréme 3.4 (Unicité) Soit f € LY(RY) telle que f = 0. Alors f = 0.

Preuve du Théoréme 3.3. On applique le théoréme Théoréme 3.3. 1]

On dit qu’une suite de mesures de probabilités (u,) converge faiblement vers une mesure de
probabilité i, on note pu, — p, si

[ e@in@ = [ eladuta), v e Com).

n—oo R



Lemme 3.5 Dans les conditions de la définition précédente, on a p, — p si, et seulement, si

/R @) = [ p@an(n), Ve ex, (3.2)

n—oo Rd
pour X := C.(R%) ou X := Cy(R?).

Preuve du Lemme 3.5. II suffit de montrer que si la convergence a lieu pour tout ¢ € C.(R?)
alors elle a aussi lieu pour tout pour tout ¢ € Cy(R?), puisque les autres implications sont triviales
grace aux inclusions C,(R%) C Cy(RY) C Cy(R?). On suppose donc la convergence vraie pour tout
¢ € Ce(R?). Fixons une fonction x € C.(R?), 15(0,1) < X < 1p(0,2), et posons xr(z) := x(z/R),
de sorte que xr < 1 pour tout R > 0 et xgp — 1 lorsque R — co. Par le théoréme de convergence
dominée, on a

(1, XR) = /R (@) = 1.

R—o0

et pour tout € > 0, on peut donc fixer R tel que (u, xr) > 1 — /2. Par hypothése, il existe N tel
que pour tout n > N, on a

/ Xr(z)dp,(z) > / Xrdu(z) —e/2>1—c¢.
R4 JRd

En particulier, on a

/ (1 - xn(@)du(z) <e et / (1 - Xn()dpn(z) < &, Y > N.
JR4 JRd

On considére maintenant ¢ € Cp, ||¢|loo < 1, et on écrit

/ sodun—/ @du=/ 50(1_XR)d,un+/ (PXRdMn_/ ¢XRdu+/ (1 = xr)dp.
Rd Rd Rd Rd R4 Rd

Comme ¢xr € C.(RY), on peut fixer N' > N de sorte que

‘/ OXRAn — / @XRdM‘ <e, Vn>N.
R4 JRA

‘ / odly, — / wdp
Rd R4

en combinant les différentes informations précédentes. Cela finit la démonstration de (3.2) pour

X = Cb(Rd). (]

On conclut
<3e, ¥Yn>N,

Théoréme 3.6 (de Lévy - version faible) Soit (u,) une suite de mesures de probabilité et
une mesure de probabilité. On a p, — p faiblement si, et seulement si, fi,, converge (ponctuelle-
ment) vers fi.

Preuve du Théoréme 3.6. Le sens direct est clair puisque z + €'*'¢ € Cy(R?) pour tout ¢ € RY.
On suppose inversement que fi,, — i ponctuellement. Fixons ¢ € C41(R?) de sorte que D41 €
C.(RY) c LYRY), (1 + [¢))¥*1p € Cp et donc ¢ € L. D’aprés le Théoréme d’inversion de la
transformation de Fourier, on a F$ = ¢, en notant ¢ := F~'p. Par Fubini, on en déduit que

/Rd pdpn = /Rd /Rd e EB(E)dEdpy (2) = /Rd fin @ dE.

En utilisant le théoréme de convergence dominée dans le dernier terme, on obtient

/ pdpn — / fupdg€ =/ edp.
Rd n—00 Jpd R4
On conclut en utilisant la densité C2(RY) C C.(RY). 0]
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4 Autres transformations

On se rappelle le résultat suvant.

Lemme 4.1 Soient p,v deux mesures finies sur (R, B(R)). On a p = v si, et seulement
Vo eR, u(l—oo,a]) = (] - oo,a]).
Cela permet de motiver la notion de fonction de répartition qui suit.

Définition 4.2 Soit i une mesure de probabilité sur R. On appelle fonction de répartition de u,
la fonction F : R — R déffinie par

Ve eR, F(z)=u( - oco,z]).

Plus généralement, on peut associer a une mesure y sur R? une fonction de répartition F : R — R
en posant
Vo= (21,...,24) €ERY,  F(x) = (] — 00, 21] X ... x] — 00, 24]).

De la méme maniére qu’en dimension d = 1, la fonction de répartition F' caractérise la mesure p.

Théoréme 4.3 (Admis) Une fonction F : R — R est la fonction de répartition d’une mesure de
probabilité p sur (R, B(R)) si, et seulement si, F' est continue & droite, croissante, F(—oc) =0 et
F(+00) = 1. De plus, F est absolument continue, au sens ot il existe un module de continuité wp
tel que pour toute suite [a;, b;] d’intervalles d’interieurs disjoints

> (bi—a;) <6 implique > (F(b;) — Fla;)) < wr(6),

i 4

si, et seulement si, pu est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue \ sur R.

Définition 4.4 Soit p une mesure de probabilité sur R. On appelle transformation de Laplace de
u, la fonction M : R — [0, 00] déffinie par

VseR, M(s):= /Resxu(da@).

On appelle domaine de M ensemble dom M = {s € R, M(s) < oo}.

Lemme 4.5 (Admis) dom M est un intervalle contenant 0. La transformation de Laplace carac-
térise la mesure de probabilité.

Définition 4.6 Soit ;1 une mesure de probabilité sur N. On appelle fonction génératrice la série
entiére

Vs, |s| <1, G(s):= Zsk,u({k})
k=0

Lemme 4.7 (Admis) La fonction génératrice caractérise la mesure de probabilité.
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