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Tous les appareils électroniques et les documents sont interdits. Les solutions de-
vront étre rédigées de maniére rigoureuse. Lorsque des résultats du cours seront
invoqués, ils devront clairement étre énoncés. Le baréme est donné a titre
indicatif. Afin de tenir compte de la longueur de I'énoncé, les questions les plus
difficiles du dernier probléme seront comptées en bonus.

Exercice 1 (~ 4,5 points).
1) Enoncer précisément les théorémes de convergence monotone, de Fatou et de convergence
dominée.

2) Déterminer la limite des intégrales
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lorsque n tend vers 'infini en utilisant une fois et une seule fois chacun des trois théorémes
énonceés a la question 1).

et

Exercice 2 (~ 2,5 points). Démontrer que
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On énoncera précisément les théorémes utilisés. On pourra introduire la série de fonctions

an(l‘)’ fn($) = e,

Probléme 3 (~ 7 points).

1) Enoncer précisément le théoréme de Fubini-Tonelli. Montrer que
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ot A désigne la mesure de Lebesgue de R2.

2) Enoncer précisément le théoréme de changement de variables. Montrer que
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En déduire que la mesure
wi=g\, g(x):= (271’)_1/26_:62/2,

est une mesure de probabilité, ot A désigne la mesure de Lebesgue sur R.

4) Montrer que les fonctions
Gr(0) i= s [ cosulg(e) dn, Galy) = ooy [ sin(yag(o)d
= ——— [ cos(yx)g(z)duz, = ——— [ sin(yx)g(z)dz,
1y (27_[_)1/2 R yr)g 2\Y (271')1/2 . yxr)g
sont des fonctions de classe C! de R dans R et calculer G} et G%. En déduire que la
fonction G : R — C, définie par G(y) := G1(y) + iG2(y), est de classe C! et que
/ o Z ; _ 2/2
G'(y) = W/ﬂ{me”ye “iede, VyeR.
5) Montrer que
A A
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—A —A
pour tout A > 0 et tout y € R.
6) En déduire que G'(y) = —yG(y) pour tout y € R. Calculer
d 2
2 (G (y)ev ?
(G
et en déduire que G = g.
Probléme 4 (~ 6 points) Sur R", n > 2, on note |- | la norme euclidienne, S la sphére

unité et B la boule unité définies par

S:={zeR" |z| =1}, B:={zeR"; |z| <1}.

On note 4 la tribu borélienne et A la mesure de Lebesgue définies sur R™ et de la méme maniére
leurs restrictions a B.

Montrer que
S:={CnS; Ce A}
est une tribu sur S.
On définit 'application
T

T:B\{0} =S, z~—T(x):= ol

Montrer que w := Ty(n\) est une mesure positive sur (S,S).
Pour A € S, on définit

C(A) :={rx; r €]0,1], z € A} € BNB.

Montrer que

w(A) =nA(C(4)), VAeS.



3) Pour A€ S, k>0etacl]0,1], on définit
Cok(A) = {rz; oM <r <o z e A} € ZNB.
Pour A€ S, k>0 et a €]0,1[, montrer que A(Cy 1(A)) = @™ A\(Cy0(A)), puis que
MC(A) =D MCar(A) = (1 = ")~ A(Capo(4)).
k=0
4) Pour A€ Set0<a<b< oo, on définit
C(A,a,b):={rz; a<r<b; z€ A} € B.

Montrer que
)\(C(A» a, b)) =" )‘(Ca/b,O(A))'

5) Déduire des questions précédentes que

AB) = ("~ a") Lo(4),

pour B =C(A,a,b), AcSet0<a<b< oo, puis que

/n 1p(x)d\(z) = /OOO/S 1p(rz)dw(z)r" Ldr.

6) Conclure que

pour tout f € L1(R™).



