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Tous les appareils électroniques et les documents sont interdits. Les solutions devront
être rédigées de manière rigoureuse. Lorsque des résultats du cours seront invo-
qués, ils devront clairement être énoncés. Il est préférable de bien traiter
quelques exercices plutôt que de survoler tous les exercices. Le barême est
donné à titre indicatif et prendra en compte cette dernière recommandation.

Exercice 1. (∼ 4 points). (1) En utilisant le théorème de convergence dominée, calculer les
limites des suites d’intégrales suivantes

Xn :=

∫ ∞
0

cos(nx)

(nx+ 1)(1 + x2)
dx, Yn :=

∫ ∞
0

dy

yn + ey
, Zn :=

∫ ∞
0

n ln(1 + z/n)

(1 + z2)2
.

(2) Sans utiliser le théorème de convergence dominée, calculer les limites des suites d’intégrales
suivantes

Sn :=

∫ ∞
0

(
1 +

sin(ns)

n2

)n ds

1 + s1+1/n
Tn :=

∫ 1

0

t1/n√
1− t

dt.

(3) En le justifiant proprement, montrer que

∫ ∞
0

x2

ex − 1
du =

∞∑
k=1

2

k3
.

(Ind. On pourra introduire la suite de fonctions fk(x) := e−kx).

Exercice 2. (∼ 2 points). Pour n ≥ 1 entier et a > 0 réel, on définit le simplexe Σn(a) et
son volume Vn(a) par

Σn(a) := {x ∈ Rn
+; x1 + · · ·+ xn ≤ a}, Vn(a) := λn(Σn(a)),

où λn désigne la mesure de Lebesgue de Rn. On note simplement Σn := Σn(1), Vn := Vn(1).
(a) Montrer que Vn(a) = anVn pour tout n ≥ 1 et a > 0.
(b) Calculer directement V1. Pour n ≥ 2, établir l’équation

Vn =

∫ 1

0
Vn−1(1− x)dx.

En déduire une relation de récurrence entre Vn et Vn−1, puis la valeur de Vn en fonction de n.

Exercice 3. (∼ 6 points). Dans cet exercice, on considère l’ensemble R∗+ =]0,∞[ muni de la
tribu borélienne B = B(R∗+) et de la mesure de Lebesgue dx = dλ. On note L2 = L2(R∗+,B, dx)
l’espace de Lebesgue des fonctions mesurables de carré intégrable. On note Cc(R∗+) l’espace des
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fonctions continues à support compact, c’est-à-dire, f ∈ Cc(R∗+) si f : R∗+ → R est continue et
il existe a, b ∈]0,∞[, a < b, tels que f(x) = 0 si x /∈ [a, b].

(1) Montrer que si f ∈ L2, alors la fonction u 7→ f(u)/u est intégrable sur [a,∞[, pour tout réel
a > 0, en particulier, on peut définir

∀x > 0, F (x) :=

∫ ∞
x

f(u)

u
du. (1)

Montrer que la fonction F est continue sur ]0,∞[.

(2) On commence par supposer que f appartient à Cc(R∗+).
(a) Montrer que F est continument dérivable, nulle au voisinage de∞, constante au voisinage

de 0, donc en particulier F ∈ C1(R+) ∩ L2(R+).
(b) En observant que xF ′ = −f et en utilisant une intégration par parties, montrer que∫ ∞

0
(F (x))2 dx = 2

∫ ∞
0

F (x) f(x) dx.

(c) En déduire que
‖F‖L2 ≤ 2‖f‖L2 .

(3) Cette question est plus difficile et elle sera notée hors barème. On y montre deux résultats
« de densité » (3b) et (3c) utiles dans la question (4).

(a) Soit (ρn) une suite régularisante qui est définie par ρn(x) := nρ(nx) pour une fonction
ρ ∈ C∞c (R), suppρ ⊂ [−1, 1], ρ ≥ 0,

∫
ρdx = 1. Pour g ∈ L1∩L∞, on pose gn := (g 1[2/n,n])∗ρn.

Montrer que (gn) est une suite de Cc(R∗+) telle que gn → g en norme L1 lorsque n→∞ et telle
que la suite (‖gn‖L∞) est uniformément bornée dans R. En déduire que gn → g en norme L2
lorsque n→∞.

(b) Pour f ∈ L2, déduire de la question (a) qu’il existe une suite (fk) de Cc(R∗+) telle que
fk → f en norme L2 lorsque k →∞.

(c) Soit G ∈ L2. Déduire de la question (b) que G = 0 p.p. si∫ ∞
0

Gϕdx = 0, ∀ϕ ∈ Cc(R∗+).

(4) On revient au cas général f ∈ L2, et on note (fk) la suite construite à la qiestion (3b).
(a) On note Fk la fonction associée à fk par la relation (1). A l’aide de la question (2),

montrer que (Fk) est une suite de Cauchy puis qu’il existe F̃ ∈ L2 tel que Fk → F̃ en norme L2
lorsque k →∞.

(b) Pour ϕ ∈ Cc(R∗+), on définit

∀u > 0, Φ(u) :=
1

u

∫ u

0
ϕ(x) dx.

Montrer que Φ ∈ L2, puis que∫ ∞
0

Fϕdx =

∫ ∞
0

fΦ du et
∫ ∞
0

Fkϕdx =

∫ ∞
0

fkΦ du.

En déduire que ∫ ∞
0

F̃ϕ dx =

∫ ∞
0

fΦ du,

puis que F ∈ L2.

2



Exercice 4. (∼ 5 point). Processus de branchement de Galton-Watson.
Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé. On rappelle que si B est une sous-tribu de A, pour toute
var X ∈ Lp(A), p = 1 ou 2, il existe une unique var Y ∈ Lp(B), notée Y = E(X|B), telle que

E(E(X|B)Z) = E(XZ), ∀Z ∈ L∞(B).

(1) Questions de cours.
(a) Montrer que si X est B-mesurable et Y est indépendante de B alors E(XY |B) = XE(Y ).
(b) Montrer que si C ⊂ B alors E(E(X|B)|C) = E(X|C).
(c) Montrer que E(E(X|B)) = E(X).

Dans la suite de cet exercice, on se donne (ζn,k)n,k∈N une famille de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées de même loi de probabilité µ supportée par N et
telle que

q :=
∞∑
k=0

k2µ(k) <∞, m :=
∞∑
k=0

kµ(k) > 1.

Soient (Yn) et (Xn) les suites de va définies (par récurrence) par

Y0 := 1, Yn+1 :=

Yn∑
k=1

ζn,k, Xn :=
Yn
mn

,

et soit Fn := σ(X0, . . . , Xn). Ici et dans la suite, on prend pour convention
∑0

k=1 ζn,k = 0.
(2) Montrer que Yn est indépendante de (ζn,k)k∈N et

E(Xn+1) =
1

mn+1

∞∑
r=0

E(1Yn=r)E(
r∑

k=1

ζn,k) = E(Xn).

(3) Montrer que

E(Xn+1|Fn) =
1

mn+1

∞∑
r=0

1Yn=rE(
r∑

k=1

ζn,k) = Xn.

(4) Montrer que

E(X2
n+1) =

1

m2n+2
E
( ∞∑
r=0

1Yn=r

r∑
k,`=1

ζn,kζn,`

)
=

1

m2n+2
E
(
qYn +m2Yn(Yn − 1)

)
.

En déduire que

E(X2
n+1) = E(X2

n) +
q −m2

mn+2
,

puis par récurrence que
sup
n≥0

E(X2
n) ≤ q −m

m2 −m
.

(5) Pour m > n, en utilisant plusieurs fois (1b) et (3), montrer que

E((Xm −Xn)2|Fn) = E(X2
m|Fn)−X2

n,

et à l’aide de (1c), en déduire

E(X2
m)−E(X2

n) =

m−1∑
k=n

E((Xk+1 −Xk)2) = E((Xm −Xn)2).

(6) Montrer que (Xn) est une suite convergente dans L2.

3



Exercice 5 - régularité de la mesure de Lebesgue (∼ 3 points) On note B([0, 1]) la
tribu borélienne sur [0, 1] que l’on munit de la mesure de Lebesgue λ. L’objectif de cet exercice
est de montrer la propriété suivante : pour tout borélien B ∈ B([0, 1]) et tout réel ε > 0, il
existe un compact K et un ouvet O tels que

K ⊂ B ⊂ O et λ(O\K) < ε. (2)

Dans ce but, on définit l’ensemble de parties

C := {B ∈ B([0, 1]); ∀ ε > 0, ∃K compact, O ouvert verifiant (2)}

et l’algèbre A induite par les intervalles semi-fermés de [0, 1] : A ∈ A si et seulement si

A =
n⋃

i=1

Ii, Ii := [ai, bi[, In = ∅ ou In = {1},

avec n ≥ 1, ai, bi ∈ [0, 1], ai < bi < ai+1.

1) Montrer que A ⊂ C.
2) On montre dans cette question que C est stable par limite croissante. Pour cela, on

considère une suite croissante (Cn) de C et on note C := ∪j≥1Cj . On fixe ε > 0.
- Montrer que C ∈ B([0, 1]).
- Montrer qu’il existe N ≥ 1 tel que λ(C\CN ) < ε/2 et montrer que pour tout n ≥ 1,
il existe On ouvert de [0, 1] tel que Cn ⊂ On et λ(On\Cn) < 2−n−1ε. En déduire que
C ∈ C.

3) Montrer que C est stable par limite décroissante.

4) En déduire que C = B([0, 1]).
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