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Tous les appareils électroniques et les documents sont interdits. Les solutions devront
être rédigées de manière rigoureuse. Lorsque des résultats du cours seront invo-
qués, ils devront clairement être énoncés. Il est préférable de bien traiter
quelques exercices plutôt que de survoler tous les exercices. Le barême est
donné à titre indicatif et prendra en compte cette dernière recommandation. Afin de
tenir compte de la longueur de l’énoncé, les questions notées d’une ∗ seront comptées
hors barème (en bonus).

Exercice 1. (∼ 1 point).
(1) Donner un exemple de suite (fn) de L1(R) telle que fn ≥ 0, ‖fn‖1 = 1, ‖fn‖∞ = 1 pour

tout n ≥ 1 et fn → 0 p.p. lorsque n→∞.
(2) Donner un exemple de suite (fn) de L1(R) telle que fn ≥ 0, ‖fn‖1 = 1 pour tout n ≥ 1

et ‖fn‖∞ → 0 lorsque n→∞.
(3) Donner un exemple de suite (fn) de L1([0, 1]) telle que fn ≥ 0, ‖fn‖1 = 1 pour tout

n ≥ 1 et fn → 0 p.p. lorsque n→∞.

Exercice 2. (∼ 3 points).
1) Enoncer précisément les théorèmes de convergence monotone, de Fatou et de convergence

dominée.
2) Pour quelles valeurs de n ∈ N, les intégrales

Xn :=

∫ ∞
0

dx

nxn +
√
x
, Yn :=

∫ +∞

0

n

1 + ny2
dy, Zn :=

∫ ∞
0

n+ sin(nz)

1 + nz3
dz

sont-elles bien définies ?
3) Déterminer la limite des intégrales Xn, Yn et Zn lorsque n tend vers l’infini en utilisant

une fois et une seule fois chacun des trois théorèmes énoncés à la question 1).

Exercice 3. (∼ 3 points). Soit F la fonction définie sur R∗+ par

F (x) :=

∫ ∞
0

sin t

t
e−xtdt.

(1) Montrer que F est bien définie et de classe C1 sur R∗+.
(2) Montrer que

∀ t > 0,
sin t

t
=

∫ 1

0
cos(tu)du.

1



(3) Montrer que pour tout z ∈ C, <ez > 0, on a∫ ∞
0

e−zt dt = lim
T→∞

∫ T

0
e−zt dt =

1

z
,

en justifiant bien les deux égalités.
(4) Montrer que

∀x > 0, <e
∫ 1

0

du

x− iu
= arctan(1/x).

(5) Enoncer proprement le théorème de Fubini. En déduire une expression simple (pas sous
une forme intégrale) de F (x) pour tout x > 0.

Exercice 4. (∼ 3 points). (1) Calculer∫ +∞

0
e−u

2
du et

∫ +∞

0
xe−x

4
dx.

(2) Montrer que∫ π/2

0

dθ

cos θ + sin θ
=
√

2

∫ π/4

0

du

cosu
=

1√
2

ln
(√2 + 1√

2− 1

)
.

(3) En déduire la valeur de l’intégrale

I :=

∫
R2
+

xy

x2 + y2
e−(x

4+y4) dxdy.

(Ind. On pourra penser à effectuer le changement de variables (x, y) = (r
√

cos θ, r
√

sin θ)).
(4∗) Montrer que ∫ +∞

0
e−x

4
dx ≥

√
2I.

Exercice 5. (∼ 5,5 points). Soit (E,A , µ) un espace mesuré, de mesure µ(E) finie,
p ∈]1, 2[ et q := p/(p − 1). On rappelle que pour tout r ∈ [1,∞], l’espace de Lebesgue Lr =
Lr(E,A , µ) est muni de la norme

‖u‖r :=
(∫

E
|f(x)|r dµ(x)

)1/r
si r <∞, ‖u‖∞ := supess

x∈E
|f(x)|.

On dit que que Λ appartient à l’espace dual (Lp)′ := L(Lp,R) de Lp, si Λ : Lp → R est une
forme linéaire et continue sur Lp, soit donc

∀ f1, f2 ∈ Lp, ∀λ ∈ R, Λ(f1 + λf2) = Λ(f1) + λΛ(f2),

∃C, ∀ f ∈ Lp, |Λ(f)| ≤ C ‖f‖p.
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(1) Pour g ∈ Lq, montrer que

(Λg)(u) :=

∫
E
ugdµ

est défini pour tout u ∈ Lp, puis que Λg ∈ (Lp)′.
L’objectif de cet exercice est de montrer la réciproque : pour tout Λ ∈ (Lp)′, il existe g ∈ Lq
telle que Λ = Λg.

(2) Montrer que L∞ ⊂ L2 ⊂ Lp ⊂ L1.
Si u : E → R est une fonction mesurable et n ∈ N∗, on note

(Tnu)(x) = max(−n,min(n, u(x))),

pour tout x ∈ E.
(3) Soit u ∈ Lp. Montrer que Tnu ∈ L2 et que Tnu→ u au sens de la norme Lp. Cela montre

que L2 est dense dans Lp.
Soit Λ : Lp → R une forme linéaire et continue. On note

‖Λ‖(Lp)′ := sup
u∈Lp; ‖u‖Lp≤1

|Λ(u)| <∞,

la norme de Λ dans l’espace dual (Lp)′ := L(Lp,R).
(4) Montrer que la restriction de Λ à L2 est une forme linéaire continue de L2, en particulier

qu’il existe une constante C ∈]0,∞[ telle que

∀ v ∈ L2, |Λ(v)| ≤ C‖v‖2.

(5) Montrer qu’il existe g ∈ L2 telle que

∀ v ∈ L2, Λ(v) =

∫
E
vgdµ.

(6) On note un := Tn(|g|q−2g). Montrer que gun ≥ Tn(|g|q), puis que∫
E
|un|pdµ ≤

∫
E
ungdµ.

En déduire que
‖un‖p−1p ≤ ‖Λ‖(Lp)′ .

(7) En déduire que g ∈ Lq et que ‖g‖q ≤ ‖Λ‖(Lp)′

(8) Montrer que

∀u ∈ Lp, Λ(u) =

∫
E
ugdµ.

(9∗) Montrer que ‖g‖q = ‖Λ‖(Lp)′ et conclure que l’application

Π : Lq → (Lp)′, g 7→ Λg,

est une isométrie.
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Exercice 6. (∼ 4,5 points). Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé. On rappelle que si B est
une sous-tribu de A, pour toute var X ∈ Lp(A), p = 1 ou 2, il existe une unique var Y ∈ Lp(B),
notée Y = E(X|B), telle que

E(E(X|B)Z) = E(XZ), ∀Z ∈ L∞(B).

(1) Questions de cours.
(a) Montrer que si X est B-mesurable et Y est indépendante de B alors E(XY |B) = XE(Y ).
(b) Montrer que si C ⊂ B alors E(E(X|B)|C) = E(X|C).
Comme E(X|B) est C mesurable, on peut appliquer (a) et cela implique E(E(X|B)|C) =

E(X|B).
(c) Montrer que E(E(X|B)) = E(X).

On considère désormais une suite (Xn)n≥0 de va de L2 telle que

E(Xn+1|Fn) = Xn, ∀n ≥ 1, Fn := σ(X1, . . . , Xn).

(2) Pour m > n, montrer que

E(Xm|Fn) = Xn, E((Xm −Xn)2|Fn) = E(X2
m|Fn)−X2

n,

et en déduire

E(X2
m)−E(X2

n) =

m−1∑
k=n

E((Xk+1 −Xk)
2) = E((Xm −Xn)2).

(3) Pour ε > 0, on définit la famille d’événements (A`), 1 ≤ ` ≤ n, par

A1 := {|X1| ≥ ε}, A` := {|X1| < ε, . . . , |X`−1| < ε, |X`| ≥ ε}, ` ≥ 2.

Montrer que
E(X2

n1A`
) = E((Xn −X`)

21A`
) + E(X2

` 1A`
) ≥ ε2P(A`).

En déduire que

P( max
1≤k≤n

|Xk| ≥ ε) ≤
1

ε2
E(X2

n).

A partir de maintenant, on suppose de plus que

sup
n≥0

E(X2
n) <∞.

(4) En utilisant la question (1), montrer que (Xn) est une suite convergente dans L2.
(5∗) Pourquoi peut-on affirmer que

P( max
n≤k≤m

|Xk −Xn| ≥ ε) ≤
1

ε2
E((Xm −Xn)2)?

Déduire de la question (3) qu’il existe np tel que

P( sup
k≥np

|Xk −Xnp | ≥ ε) ≤ 2−p.

En déduire que p.s. il existe p ≥ 1 tel que

sup
k≥np

|Xk −Xnp | < ε,

et en conclure que p.s. la suite (Xn) est convergente.
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